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Vorwort. 


Das  Werk,  welches  ich  hiermit  der  OeffenÜichkeit  über- 
gebe^ ist  aus  den  wahrend  meiner  akademischen  Thätigkeit 
zu  wiederholten  Malen  au  der  Georgia  Augusta.von  mir 
gehaltenen  Vorlesungen  hervorgegangen.  Die  Grundlage  für 
diese  Vortrage  bildeten  die  Aufzeichnungen,  welche  ich  mir 
in  den  von  Dirichlet  im  Sommersemester  18ö8  gehaltenen 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ge- 
sammelt hatte.  Obwohl  diese  Notizen  nicht  den  ganzen  Reich- 
thum  der  überaus  schönen,  strengen  und  doch  so  einfachen 
Entwicklungen  meines  unvei^esslichen  Lehrers  enthielten,  ja 
hier  und  da  sogar  in  dem  die  Formeln  begleitenden  Gedanken- 
gange Lücken  zeigten,  oder  w^en  der  kurzen  Form,  die  ich 
während  des  CoUegiums  denselben  gegeben  hatte,  bei  der 
spätem  Bearbeitung  oft  mit  Mühe  enträtiiselt  werden  mussten : 
so  glaube  ich  doch  behaupten  zu  dürfen,  dass  in  dem  Nach- 
folgenden der  eigentliche  Kern  des  Dirichlet'schen  Vortrages 
vollständig  wiedergegeben  ist.  Aus  leicht  begreiflichen  Grün- 
den ist  dabei  freilich  die  Ordnung,  in  der  Dirichlet  die  in 
Betracht  gezogenen  Lehren  vorgeführt  hat,  nicht  streng  inne- 
gehalten. So  sind  beispielsweise  die  Hauptsätze  über  die  Be« 
deutung  eines  bestimmten  Integrales  für  den  Fall  einer  unend- 
lichen Discontinuität  der  zu  integrirenden  Function  oder  beim 
Unendlichwerden  der  Integrationsgrenzen  von  Dirichlet  erst 
bei  der  Untersuchung  der  besondem  Fälle  bestimmter  Inte- 
grale berührt  worden.  Die  in  den  Paragraphen  174.  — 177. 
voi^eführten  Dirichlet'schen  Lehren  femer  hat  der  grosse 
Mathematiker  beim  Problem  über  die  Attraction  der  Ellipsoide 
abgehandelt,  und  hiermit  schloss  die  meisterhafte  Vorlesung, 
die  überhaupt  die  letzte  des  genialen  Forschers  sein  sollte. 
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Auch  rücksichtlich  ihres  Umfanges  weichen  die  meisten 
Paragraphen  y  in  denen  Dirichlet'schc  Gedanken  Yorkommen, 
vom  Vortrage  meines  Lehrers  ab,  indem  gar  manche  Betrach- 
tungen hinzugefügt  sind,  welche  Dirichlet  wegen  der  Kürze 
der  Zeit  entweder  eben  nur  angedeutet,  oder  ganz  unterdrückt 
hat.  Um  dem  Leser  hierüber  einigermassen  Aufschluss  zu 
geben,  habe  ich  in  dem  Inhaltsverzeichnisse  den  Paragraphen, 
die  ein  Mehr  oder  Weniger  von  Dirichlet'schen  Betrachtungen 
in  sich  begreifen,  kurze  Notizen  über  die  Quelle,  aus  der 
jene  geflossen,  beigefügt.  Die  daselbst  einfach  mit  D  oder 
/  .  />,  grt.  D  bezeichneten  Paragraphen  beziehen  sich  auf  die 
Dirichlet'schen  Vorträge  über  bestimmte  Integrale. 

Ausser  diesen  Vorlesungen  aber  habe  ich  in  der  vor- 
liegenden Bearbeitung  die  von  mir  in  den  DirichleVschen 
Vortragen  über  partielle  Differentialgleichungen  und 
über  die  Kräfte,  welche  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse  des  Quadrats  der  Entferung  wirken,  geführten 
Collegienhefiie,  sowie  die  von  Dirichlet  verfassten  Abhand- 
lungen über  Gegenstände  der  Integralrechnung  benutzt.  So 
wurden  z.  B.  aus  der  Vorlesung  über  partielle  Differential- 
gleichungen mit  Zuziehung  der  bekannten  in  Dove's  Iteper- 
torium  der  Physik  enthaltenen  Abhandlung  über  die  trigono- 
metrischen Reihen  die  Darstellung  der  Fourier'schen  Reihen 
und  Integrale,  sowie  der  geometrische  Beweis  von  der  Existenz 
des  bestimmten  Integrales,  femer  die  Definition  des  be^immten 
Integrales  für  den  Fall  endlicher  Discontinuitäten  der  zu  inte- 
grirenden  Function,  die  in  den  Pan^raphen:  97.  (1  bis  Gl.  2"), 
107.  (von  den  Gleichungen  II,  S.  322  an),  171.,  172.  vorkommen- 
den Untersuchungen  und  aus  andern  DirichleVschen  Abhand- 
lungen endlich  die  Zusätze  zu  Dirichlet's  Theoremen,  aufweiche 
er  die  Gonvergenz  der  trigonometrischen  Reihen  gestützt  hat, 
entlehnt.  Dagegen  ist  die  Dirichlet'sche  Wintervorlesung 
1857/58  über  das  Potential  bloss  rücksichtlich  einiger  allgemei- 
nen, in  §.  161.  niedergelegten  Untersuchungen  und  einiger 
Sätze  über  Kugelfunctionen  zu  Rathe  gezogen.  Den  Beweis  von 
der  Darstellbarkeit  einer  willkürlichen  Function  durch  Kugel- 
functionen habe  ich  nach  Dirichlet's  bekannter  Abhandlung 
über  diesen  Gegenstand  wiederzugeben  versucht.  Die  auf  den 
Seiten  425 — 426  vorgetragenen  Lehren,  welche  in  der  Dirich- 
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let'schen  Abhandlung  unterdrückt  sind,  die  Dirichlet  aber,  wie 
ich  fest  glaube y  wenigstens  angedeutet  haben  würde,  wäre  er 
auf  den  vorhin  erwähnten  Beweis  in  der  Vorlesung  über  das 
Potential  eingegangen,  habe  ich  auch  desshalb  beigefügt,  weil 
Herr  Professor  Dienger  im  dritten  Theile,  S.  X — XI  seines 
bekannten  Werkes  über  Differential-  und  Integralrechnung 
dem  Dirichlet'schen  Beweise  in  gewisser  Hinsicht  einen  Mangel 
an  Strenge  vorwirft.  Uebrigens  beruht  die  a.  a.  0.  sich  be- 
findende Bemerkung  des  Herrn  Dienger,  aus  der  auf  den 
Seiten  423 — 424  des  vorliegenden  Werkes  bewiesenen  Eigen- 
schaft der  dort  vorkommenden  Integraldifferenzen,  vermöge 
welcher  diese  von  Herrn  Dienger  mit  ^  (o;  -f-  «)  —  ^  {x)  und 
g){x-\-  s)  —  q>  (x)  bezeichneten  Differenzen  für  ß  =  o  selbst 
in  Null  übergehen,  solle  nach  Dirichlet  die  Endlichkeit  von 
^'  (x)  und  g?'  (x)  folgen,  einfach  auf  einem  Irrthum.  Denn 
Dirichlet  sagt  ausdrücklich  (Grelle.  Journal.  Bd.  17,  S.  49): 
„II  est  essentiel  de  remarquer  que  ce  resultat 

(lim  U  =  F{o)  —  \f  F{y)  cos  ^  yäy) 

ne  cesse  pas  d'etre  exact,  quand  meme  la  fonction  &{}i>)  devien- 
drait  infinie  pour  certaines  valeurs  particulieres  de  i>,  Quoique 
@(^)  conserve  toujours  une  valeur  finie,  la  meme  propriete 
ne  convient  pas  toujours  a  la  fonction  derivee  ^'(V^).  II  serait 
au  contraire  facile  de  s'assurer  que  &{i>)  devient  necessaire- 
ment  infinie  pour  certaines  valeurs  particulieres  de  la  variable 
^,  toutes  les  fois  que  la  fonction  F{y)y  dont  ©(V')  depend, 
est  une  fonction  discontinue.^^ 

Manche  der  in  meinem  Buche  vorkommenden  Beweise 
und  Entwicklungen  rühren  von  mir  her;  ich  erwähne  bei- 
spielshalber die  Paragraphen  13,  29,  45,  55,  64,  78,  106  (III), 
108,  109,  112,  119u.  s.  f.  Auch  habe  ich  einige  elementaren 
Untersuchungen  über  Doppelintegrale  der  Vollständigkeit  und 
ihres  häufigen  Gebrauches  wegen  reproducirt.  Die  allgemeinere 
Definitionsgleichung  des  bestimmten  Integrales,  welche  Rie- 
mann  in  seinen  Vorlesungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen imd  in  seiner  Habilitationsschrift:  „lieber  die 
Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigo- 
nometrische Reihe.  Aus  dem  13.  Bde.  der  Abhdl. 
der   k.    Gesellschaft    der   Wissenschaften    zu    Göt- 
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tingen"  seinen  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt  hat,  habe  ich 
unterdrückt;  indem  die  von  Dirichlet  angewendete  Definitions- 
gleichung sicher  allgemein  genug  ist.  Uebrigens  dürfte  der  hierauf 
bezügliche  Beweis  mit  geringen  Modificationen  auch  bei  der^ 
Riemann'schen  Definitionsgleichung  des  bestimmten  Integrales 
anwendbar  bleiben.  Die  auf  die  Transformation  bestimmter 
vielfacher  Integrale  bezüglichen  Formeln  sind  nicht  berührt 
worden,  weil  sie,  wie  mir  scheint,  zweckmässiger  nach  den 
bekannten  Werken  von  Baltzer  und  Brioschi  über  Deter- 
minanten studirt  werden  können  und  weil  ihre  Erläuterung 
durch  etliche  Beispiele  den  Umfang  des  ohnehin  schon  starken 
Buches  um  mehrere  Seiten  vergrössert  haben  würde. 

Ich  kann  diese  Zeilen  nicht  schliessen,  ohne  namentlich 
noch  eines  Mannes  zu  gedenken,  dem  ich  zu  grossem  Danke 
verpflichtet  bin.  Es  ist  dies  der  Herr  Professor  C  leb  seh 
in  Göttingen.  Durch  seine  Güte  bin  ich  auf  mehrere 
mangelhaften  Punkte,  die  mir  trotz  grosser  Sorgfalt  bei  der 
Ausarbeitung  dieses  Buches  entschlüpft  waren,  aufmerksam 
gemacht  worden.  Dieselben  betrafen  entweder  einige  nicht 
glücklich  gewählten  Bedewendungen,  oder  zu  gfosse  Kürze 
in  den  Entwicklungen.  Sie  sind  natürlich  von  mir  zu  'besei- 
tigen gesucht.  Leider  aber  konnte  diese  Fürsorge  des  Herrn 
CJebsch  nicht  dem  ganzen  Werke  zu  Theil  werden,  indem 
ich  während  der  Ausarbeitung  desselben  zur  Uebemahme  einer 
provisorischen  Lehrstellung  in  Baiem  mich  entechloss.  Man 
findet  die  Spuren  hiervon  auch  in  den  beigefügten  litterari- 
schen Notizen ,  die  ich  nebst  dem  in  §.  51  geführten  Beweise 
von  der  Entwicklung  eines  bestimmten  Integrales  in  con- 
vergirende  Reihen  auf  den  freundlichen  Rath  des  Herrn  Clebsch 
meinem  Werke  beigefügt  habe.  Die  genannten  Nachweise 
sind  namentlich  im  IL  Buche  weniger  zahlreich  ausgefallen 
und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  mir  seit  meinem 
Abgange  von  Göttingen  die  rjeichen  Schätze  der  dortigen 
Universitätsbibliothek  nicht  mehr  zur  Verfügung  standen. 
So  würde  ich,  um  nur  dies  zu  erwähnen,  sicher  die  Stelle, 
an  der  die  Ivory'sche  Substitution  zuerst  auftritt,  angezeigt 
haben,  hätte  mir  die  berühmte,  um  die  Zeit  der  Continental- 
sperre  erschienene  Abhandlung  Tvory's  über  die  Attraction 
des  Ellipsoides  zur  Einsicht  hier  vorgelegen. 
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Auch  meinem  verehrten  Lehrer,  Herrn  Professor  Stern 
tu  Gottingen,  bin  ich  für  die  Mittheilung  mehrer  auf  die 
Stirling'sche  f\>rmel  sich  beziehenden  litterarischen  Notizen, 
sowie  f&r  die  ßinsicht  in  das  sehr  seltene  Cauchy'sche  Werk 
„Bäsume  des  le90ns  donnees  ä  Y  ecole  royale  polytechnique, 
sur  le  calcul  infinitesimal.  A  Paris  1823^^  zu  Dank  ver- 
pflichtet. Und  endlich  habe  ich  noch  die  grosse  Sorgfalt^ 
welche  die  berühmte  Verlagsbuchhandlung  auf  die  herrliche 
AnsstattUng  meines  Buches  verwendet  hat,  rühmend  hervor- 
zuheben. 

So  m5ge  denn  nun  das  Werk,  an  welchem  ich  mit  Lust 
und  Liebe  und  seit  m\9inem  Hiersein  wegen  einer  fast  er- 
drückenden Anzahl  voA  wöchentlichen  Lehrstunden  unter 
schwierigen  Yerhältnisseli  gearbeitet  habe,  bei  dem  mathe- 
matischen Publicum  eine  nicht  ungünstige  Aufnahme  finden, 
sondern  nach  seinem  Theilie  dem  Studium  unserer  erhabenen 
Wissenschaft  immer  mehr  Freunde  erwerben. 


Memmingen,  im  Februar  1871. 


Ferdinand  Meyer. 
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§.  1. 

Einleitende  Betrachtungen. 

Zu  den  wichtigsten  Begriffen  ^  welche  die  Mathematik  ge- 
schaffen ^  gehört  ohne  Zweifel  der  Begriff  der  Grenze.  Seine 
Einführung  wird  für  die  strenge  Forschung  eine  nothwendige 
Forderung,  wenn  die  Definition  oder  die  Entwicklung  einer 
Grosse  einen  unendlichen  Process  in  sich  begreift;.  Denn  in 
einem  Falle  dieser  Art  muss  Tor  allem  die  Gewissheit  aufge- 
zeigt werden,  dass  die  Ausführung  des  unendlichen  Processes 
nicht  etwa  auf  einen  Widerspruch  oder  auf  ein  Resultat  führt, 
das  seiner  Natur  nach  für  die  directe  mathematische  Betrach- 
tung ohne  jedwede  Bedeutung  ist.  Wenn  z.  ß.  die  bekannte 
Zahl   e  =  2,71828182 ....    als   die   Grenze   des  Ausdruckes 

m 

\\  -| — )     für  ein  ohne  Aufhören  wachsendes  m  erklärt  wird, 

oder  wenn  die  Grösse  (1  -{-xy  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
entwickelt  werden  soll;  so  muss  vor  allen  Dingen  die  Frage  eine 
Beantwortung  finden,  ob  überhaupt  ein  wirkliches  Resultat 
in  beiden  Fällen  erzielt  werden  kann. 

Unter  der  Grenze  einer  irgendwie  Veränderlichen  y  ver- 
steht man  nun  bekanntlich  eiue  feste  Grösse  a,  der  y  sich 
so  nähert,  dass  ihr  Unterschied  von  a  abgesehen  vom  Zeichen 
zuletzt  ein  beliebig  kleines  Quantum  8  nicht  mehr  zu  über- 
schreiten vermag.  Die  Variabele  y  kann  dabei  entweder  fort- 
während grösser,  oder  kleiner  als  a  sein,  oder  bald  über,  bald 
unter  a  liegen.  Wesentlich  ist  bloss  die  Bedingung,  dass 
zuletzt  die  weitere  Veränderung  der  Grösse  y  nur  zwischen 
a  -\-  8  und  a  —  8  Statt  finden  muss.    Nimmt  man  z.  B.  «  >  1 

und  a:  =  cx>,  so  drückt  0  die  Grenze  der  Grössen  —  und    - -* 

aus;  während  aber  a~*  beständig  über  Null  liegt,  bleibt  der 
Quotieut  — -  nicht  auf  derselben  Seite  der  Null. 

X 
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Sehr  häufig  nun  tritt  der  Fall  ein,  dass  bei  einer  Ver- 
änderlichen ihre  Grenze  selbst  nicht  aufgezeigt  werden  kann. 
Alsdann  hat  offenbar  der  Nachweis  ihrer  Existenz  grossen 
Werth.  Und  diese  wird  allemal  dann  zur  Gewissheit,  wenn 
man  darzuthun  vermag,  dass  eine  Veränderliche  sich  zu- 
letzt nur  noch  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine, 
vorher  bestimmte  Grösse  d,  die  stets  absolut  genommen 
werden  darf ,  verändern  kann.  Denn  da  der  Voraussetzung 
gemäss  die  Variabele  y ^  nachdem  sie  einen  gewissen,  wenn 
auch  unbekannten  Werth  a  erreicht  oder  überschritten  hat, 
sich  nicht  mehr  um  8  soll  verändern  können;  so  muss  sie 
nothwendig  immer  zwischen  a  -\-  S  und  a  —  ö  sich  befinden. 
Ihre  weitere  Veränderung  kann  folglich  bloss  noch  zwischen 
ft+^i  ^iid  &— #1  Statt  finden,  wo  natürlich  ^+tfi  und  b — d,  zwi- 
schen a-^S  und  a  —  S  liegen.  Und  wird  die  Veränderung  der 
Grösse  y  immer  weiter  und  weiter  getrieben,  so  wird  sie  nur  noch 
zwischen  c-\-8^  und  c — S^m.  s.  f.  sich  bewegen  können.  Da  nun 
aber  bei  hinreichend  weit  fortgesetztem  Process  das  beliebig 
kleine  dund  folglich  auch  ^,,#2, . . .  von  Null  so  wenig  verschieden 
gewählt  werden  können,  als  man  nur  will;  so  müssen  offenbar 
sämmtliche  Grössen  a,  ^,  c,  .  .  .  schliesslich  zusammenfallen, 
d.  h.  in  anderer  Ausdrucksweise,  die  Grösse  y  nähert  sich  einer 
Grenze. 

Mit  dem  Begriff  der  Grenze  beherrscht  der  der  Function 
das  ganze  Gebiet  der  Analysis.  Von  zwei  Veränderlichen 
X  und  y  aber  heisst  die  eine  (y)  eine  Function  und 
näher  eine  einwerthige  oder  eindeutige  Function 
der  andern  (.r),  wenn  zu  jedem  bestimmten  Werthe 
von  X  ein  und  nur  ein  Werth  von  y  gehört.  Ent- 
sprechen jedem  besondern  Werthe  von  x  mehrere  bestimmte 
Werthe  von  y,  ist  also  y  eine  mehrdeutige  Function  von  x\ 
so  werden  wir  diese  verschiedenen  Werthe  von  y  als  eben  so 
viel  verschiedene  Functionen  von  x  betrachten.  Geometrisch 
genommen,  d.  h.  x  und  y  als  Abscisse  und  Ordinate  gedacht, 
wird  augenscheinlich  eine  Curve  das  Bild  einer  Function  f{x) 
vorstellen  müssen. 

Offenbar  lässt  diese  Erklärung  einer  Function  die  be- 
sondere Art  und  Weise  der  Abhängigkeit  zweier  Veränder- 
lichen völlig  unbestimmt.    Eine  Function  kann  mithin  nur 
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dann  für  den  Umfang  eines  gegebenen  Intervalles  als  voll- 
sündig  bestimmt  angesehen  werden ;  wenn  siß  mathematischen 
Gesetzen  unterworfen  oder  durch  eine^genaue  Zeichnung  dar- 
gestellt ist.  [Jnd  hat  man  die  Function  bloss  für  einen  Theil 
dieses  Intervalles  vollständig  bestimmt,  so  bleibt  ihre  Fort- 
setzung ausserhalb  desselben  ganz  der  Willkür  anheimgestellt. 

Eine  Function  y  =  f{x)  wird  femer  stetig  oder  conti- 
nuirlich  genannt*  wenn  für  ein  der  Null  sich  näherndes  b  die 
Differenz  f(x  +  «)  —  f{pc)  gleichfalls  die  Null  zur  Grenze  be- 
sitzt oder  mit  andern  Worten,  wenn  bei  unendlich  kleinen 
Zunahmen  des  Argumentes  x  die  Function  f{x)  ebenfalls  nur 
um  ein  unendlich  Kleines  sich  ändert. 

Von  den  coutinuirlichen  Functionen  gilt  nun  folgender 
wichtige  Satz: 

Unterscheiden  sich  in  einem  gegebenen  Inter- 
valle je  zwei  aufeinanderfolgende  Werthe  der  un- 
abhängig Veränderlichen  um  weniger  als  eine  be- 
liebig kleine  Grösse  d^  so  muss  der  Unterschied  der 
entsprechendenFunctionalwerthe  weniger  als  ß  be- 
tragen, wo  ß  ein  dem  d  entsprechend  gewähltes 
beliebig  kleines  Quantum  bezeichnet. 

Die  Wahrheit  dieses  Satzes  leuchtet  unmittelbar  aus  der 
Definition  der  stetigen  Functionen  ein,  doch  ist  seine  Allge- 
meingültigkeit nur  auf  ein  endliches  Intervall  beschränkt. 
Denn  nimmt  man  z.  ß.  in  der  überall  stetigen  Function  sin  {x^) 
für  das   Argument  x"^  zwei  auf  einander  folgende  ungerade 

Vielfache  von  ^,  nämlich  {2  m  -\-  V)^  und  (2»i  -f-  3)  ^,  so 

ist  einerseits  sin  (o:*)  =  +  1 ;  andererseits  hingegen  sin  {x^) 
mit  +  1  gleichbedeutend*,  die  Differenz  beider  Functional- 
werthe  beträgt  also  stets  zwei  Einheiten.    Lässt  man  nun  m 

über  jede  Grenze  hinaus  wachsen,  so  werden  y  — "*  T—  — 

und  x/-i-^-"^-   -'^  sich  um  weniger  als  jede  noch  so  kleine 

Grosse  d  unterscheiden,  während  ß  immer  der  Zahl  2  gleich 
bleibt. 


I.  Buch. 

Die  einfachen  Integrale. 


I.  Abtheilung. 
Die  Prinoipien. 

§.  2. 
Begriff  des  bestimmten  Integrrales. 

Sei  fix)  eine  in  dem  Intervall  von  x  =  a  \A%  x  =  b 
continuirliche  Function  von  x.  Zwischen  a  und  b  wollen  wir 
die  «  —  1  Werthe  x^,  x^^y  x^  ,  .  .  ,  Xn—i  einschalten ,  und  zwar 
sollen  diese  Grössen  in  derselben  Weise  auf  einander  folgen 
wie  b  auf  a,  Ist  demnach  algebraisch  b  ";>  a,  so  werden  auch 
die  Differenzen 

X .  X*     ^^~    C#  a     Xn    ~~~    X*  •     fcC/o    ~~~    Xn  f      .     •     •     •      (/    ""■"    Xn — 1 

sämmtlich  positiv  sein.  Sie  fithren  dagegen  das  Zeichen  minus, 
wenn  b  <,  a,  also  b- —  a  den  negativen  Grössen  beizuzahlen 
ist.  Multipliciren  wir  nun  die  vorhin  genannten  Differenzen 
der  Beihe  nach  mit  den  Functionalwerthen 

2.  fia),  f{x^),  fix,), /-(.r^,), 

und  addireu  wir  hierauf  sämmtliche  Producte;  so  gewinnen 
wir  die  Beihe 

3.  S=  (x^^a)  fia)  +  ix^—x^)  f{x^)  + . . . .  +  {b—Xn-i)  f(xn-i). 

Offenbar  wird  dieselbe  zu  einer  unendlichen^  wenn  n  ohne 
Aufhören  wächst,  d.  h.  wenn  die  Zwischenglieder  immer  mehr 
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und  mehr  gehäuft  werden.  Ob  aber  durch  ein  solches  Ver- 
fahren die  Reihe  3  nicht  etwa  divergent  wird ,  bleibt  vorläufig 
völlig  unentschieden.  Um  hierüber  Aufschluss  zu  erhalten^ 
wollen  wir  zuerst  den  angedeuteten  Process  in  der  Art  voll- 
ziehen ^  dass  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 

a  und  x^ ,  x,  und  X2  u.  s.  f.  immer  neue  Werthe  z^,  Z2 Zy_i ; 

z,',  Z2,  .  .  .  z'fi^i ;  ....  eingeschoben  werden.  Setzen  wir  nun 
voraus^  dass  schon  in  Folge  der  ersten  Theilung  die  x  sich 
nicht  mehr  um  die  beliebig  kleine  Grösse  q,  die  entsprechen- 
den Functionalwerthe  also  nicht  mehr  um  das  beliebig  kleine 
ö  sich  zu  ändern  vermögen;  so  müssen  augenscheinlich  die 
Functionalwerthe 

/'i^i)y  fi^i) fi^r-i) 

von  f{a)  um  weniger  als  6  verschieden  seiu;  mithin  sämmt- 
lieh  zwischen  f{a)  +  a  und  f{a)  —  ö  sich  befinden.  Hieraus 
aber  entspringt  sogleich;  dass  die  Summe 

4.        (z,  -  a)  f(u)  +  (z,  -  z,)  /\z,)  +  {z,  -  z,)  /\z,) 

+    ....    +    (^*I    ^V-l)    fiZy-i) 

immer  zwischen 

[/*(«)  +  ^]  [^i  —  ö]  und  [/-(ö)  ~  a]  [x- ,  -    a] 

liegen  muss.  Und  setzt  man  in  jedem  der  folgenden  Theil- 
intervalle  an  die  Stelle  jedes  Fimctionalfactors  beziehungsweise 

wieder  /"(x^)  +  0,  /G^'2)  zh^> 5  ^^  erhält  man  auch  hier 

für  die  Summen 

t 

•  •  •  ••••  • 

19  •  •  ••••  • 

die  einschliessenden  Werthe 

[/(^i)  +  ^]  [^2  —  '^'1]^   l/G'^?)  ±  ^J  k»  —  '^21  ?  — 

Die  Summe  2J  aller  dieser  Complexe  4  und  5  wird  daher 
zwischen 

S+0{b  —  a)  und  S  —  0  (b  —  a) 

enthalten  sein.  Die  Veränderung  ^  welche  hiernach  unsere 
ursprüngliche  Grösse  S  durch  das  Häufen  der  Zwischenwerthe 
erlitten^  kann  also  das  beliebig  kleine  Quantum  a(b  —  a)  nicht 
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überschreiten.  Da  nun  bei  immer  weiter  fortgesetztem  Process 
wegen  der  Endlichkeit  von  b  —  a  die  Grösse  ö  (b  —  a)  der  Null 
so  nahe  gebracht  werden  kann,  als  man  nur  wünscht;  so  muss 
nothwendig  die  Summe  3  eine  Grenze  besitzen,  wenn  in  irgend 
einer  Weise  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 
der  Reihe 

immer  neue  und  neue  Werthe  2  eingeschpben  werden.  Es 
fragt  sich  daher  bloss  noch,  ob  überhaupt  bei  irgend  einer, 
von  der  obigen  verschiedenen  Theilungsweise  des  Intervalles 
von  a  bis  b  eine  Grenze  vorhanden  und  wenn  dies  der  Fall 
ist,  ob  unter  allen  Umständen  immer  dieselbe  Grenze  er- 
scheinen wird. 

Sei  wieder  S  der  Werth  der  Reihe  3,  wenn  zwischen  a 
und  b  in  irgend  einer  Weise  die  Glieder  x^,  x^,  x^  ,  .  .  .  x„-i 
eingeschaltet  werden ,  und  ebenso  bezeichne  S'  den  Werth  der 
entsprechend  gebildeten  Reihe,  wenn  y^,  y^y  •  •  •  •  t/»'—i  ^^^ 
Zwischenglieder  von  a  bis  b  ausdrücken.  Die  erste  Theilung 
sei  dann  endlich  wieder  schon  so  weit  getrieben,  dass  in  keinem 
der  Theilintervalle  die  Function  fix)  um  mehr  als  das  beliebig 
kleine  ö  sich  zu  ändern  vermag. 

Aus  beiden  Reihen  S  und  5'  kann  nun  ofiFenbar  eine  dritte 
U  dadurch  gebildet  werden,  dass  ausser  etwaigen  neuen  Grössen 
zwischen  einzelne  oder  alle  Glieder  in  den  Theilintervallen  der 
einen  Reihe  Werthe  der  andern  getreten  sind,  so  dass  hier- 
durch eine  dem  obigen  Gedankengange  entsprechende  Be- 
ziehung zwischen  den  Grössen  5,  U,  S'  hergestellt  wird.  Denkt 
man   sich    nämlich    die   den   beiden   Reihen    S  und  S"   ent- 

.sprechenden  Glieder  a,  x^^  X2  —  a;«— i,  b]  0,  yi,  ^2  ••••  y««-i?  ^ 
gleichzeitig  und  zwar  der  Grösse  nach  geschrieben,  wobei  die 
zusammenfallenden  Glieder  wie  etwa  o;,  und  ^2  ^^^  ^^  ^^ 
Werth  zu  betrachten  sind;  so  kann  U  aus  der  Reihe  S  da- 
durch entstanden  gedacht  werden,  dass  ausser  etwaigen  andern 
Werthen  z,  B.  zwischen  a  und  x^  das  Glied  y, ,  zwischen  x^ 
und  X2  das  Glied  y^  u.  s.  f.  eingeschoben  ist.  Umgekehrt  aber 
kann  U  ersichtlich  auch  als  die  Reihe  aufgefasst  werden,  welche 

aus  S'  hervorging,  indem  zwischen  ihre  Glieder  «,  y,, 

einzelne  oder  alle  der  Folge  öt,  a^j,  a^j  ....  eingereiht  wurden. 
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Dem  Obigen  gemäss  können  daher  S  und  U  höchstens  nur 
um  <s(ö  —  a)  verschieden  sein,  und  ebenso  kann  der  Unter- 
schied zwischen  U  und  Ä*  höchstens  ö  (b  —  d)  heissen.  Die 
beiden  Reihen  S  und  S'  können  sich  mithin  höchstens  bloss 
um  das  Doppelte  2  0{b  —  a)  unterscheiden.  Diese  Differenz 
aber  kann  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  erreichen  und 
folglich  muss,  wenn  S  einer  Grenze  sich  nähert,  nothw endig 
auch  für  S'  eine  und  zwar  dieselbe  Grenze  wie  bei  S  existiren. 
Nun  besitzt  aber  S  eine  Grenze,  weil  wir  mit  Hülfe  der  Reihe 
U  den  oben  erörterten  Fall  wieder  erzielt  haben,  und  dem- 
nach muss  die  Reihe 

(o:,  —  a)  f(a)  ^  {x^  —  x^)  f{x^)  + +  (^  —  x^-i)  fixn-i) 

stets  einer  und  derselben  Grenze  sich  nähern,  wenn 
in  irgend  einer  Weise  zwischen  a  und  b  nur  fort- 
wahrend neue  Glieder  eingeschaltet  werden. 

Diese  Grenze  heisst  das  von  a  bis  b  genommene  be- 
stimmte Integral  der  Function  /"(x)  und  wird  nach  Fourier'a 
Vorgange*)  durch  das  Zeichen 

b 

f  (o:)  d  X 


f 


angedeutet.  Das  Symbol  dx  vertritt  hierbei  die  einzelnen 
Differenzen  ;c,  —  ö,  0^2  —  -^i  .  .  .  .,  und  a  und  b  werden  be- 
ziehungsweise die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrales 
genannt. 

Uebrigens  erkennt  mau  noch  auf  den  ersten  Blick,  dass 
die  Benennung  des  Integrationsbuchstabens  völlig  gleichgültig 
ist.    Man  hat  daher 

h  b 

J*/(.r)  rf.r  =    jV(y)  dfj. 


a  a 


*)  Fourier:  Theorie  analytique  de  la  chaleur.  A  Paris  1822,  page  252. 
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§.  3. 


Geometrische  Bedeutikn^  des  bestimmten  Integrales« 


Der  vorhin  gegebene  Beweis  von  der  Existenz  des  be 
stimmten  Integrales  vereinfacht  sich  nicht  wenig,  wenn  man 
die  Deduction  auf  geometrische  Betrachtungen  stützt.  Denn 
da  das  Bild  einer  zwischen  a  und  b  continuirlichen  Function 
^  /'{x)  eine  Curve  M  c  N  ist]  so  wird  offenbar  die  Reihe  3  bei 
Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Coordinat^nsystems  die 
Summe  der  Rechtecke  bedeuten,  welche  man  dadurch  erhält, 
dass  man  zu  der  Abscissenachse  durch  jeden  «Endpunkt  der 
Ordinaten  f{ä),  f(xi),  ....  f{xn-i)  Parallelen  zieht.    Trägt 

Fig.  1. 


man  nun  hierauf  die  Strecke  6  oberhalb  und  unterhalb  jedes 
Endpunktes  der  Ordinaten  f{ä)j  .  .  .  •.  f{xn-i)  ab  und  construirt 
durch  die  gewonnenen  Punkte  wiederum  Parallelen  zur  Ab- 
scissenachse; so  wird  ersichtlich  der  Bedeutung  der  beliebig 
kleinen  Grösse  6  zufolge  keine  dieser  Parallelen  die  Curve  in 
einem  zweiten  Punkte  schneiden  können.  Und  daher  wird  immer 
S  und  ebenso  der  Flächenraum  2J  =  A  M  c  N  B  zwischen 
S-{-0{b  —  ä)  imd  S  —  0(b  —  a)  liegen  müssen,  wie  auch 
die  Theilung  des  Intervalles  von  a  bis  b  geschehen  mag.  Diese 
Grösse  2J  und  die  Summe  S  können  sich  mithin  bei  unend- 
lichem Processe  nicht  mehr  um  die  unendlich  kleine  Grösse 
2  <j  (&  —  a)  unterscheiden.    Mit  andern  Worten  aber  heisst  dies, 
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dass  der  von  der  Curve  M  c  N,  den  Ordinalen  A  M  iind  B  N 
und  dem  Stück  A  B  der  Äbscissenaehse  begrenzte  Baum  das 

bestimmte  Integral  ff{x)  d  x  vorstellt*.    Natürlich  müssen  bei 

a 

dieser  Definition  die  einzelnen  Rechtecke  als  algebraische 
Grossen  aufgefasst  werden.  Ist  folglich  beispielsweise  b  ^  a, 
so  sind  die  unterhalb  der  Äbscissenaehse  befindlichen  Recht- 
ecke mit  dem  Zeichen  minus  in  Rechnung  zu  bringen. 

Vergleicht  man  noch  beide  Begründungsweisen  der  Defi- 
nitionsgleichung des  bestimmten  Integrales  mit  einander,  so 
lässt  sich  gar  nicht  leugnen ,  dass  die  geometrische  vor  der 
analytischen  den  Vorzug  grosser  Anschaulichkeit  besitzt.  Wäh- 
rend jedoch  die  analytische  Deductiou  nur  die  Kenutniss  weniger 
Sätze  aus  der  Lehre  von  der  Addition  und  Multiplication  ge- 
gebener Grossen  verlangt,  kommen  bei  dem  geometrischen 
Beweise  ausser  diesen  Sätzen  noch  alle  diejenigen  in  Frage, 
auf  welche  die  Bestimmung  des  Inhaltes  eines  Rechteckes  sich 
gründet,  imd  ausserdem  sind  die  ersten  Elemente  der  analy- 
tischen Geometrie  als  bekannt  vorauszusetzen.  Dem  Principe 
nach  ist  daher  der  analytische  Beweis  von  der  Existenz  des 
bestinmiten  Integrales  der  einfachere. 


§.  4. 

Möglichkeit  der  Integralbestimmang  mittelst  der  Deflnitions- 
gleichnng  eines  bestimmten  Integrales.    Anwendung  anf  die 

Dijferentialreclinung« 

Schon  der  flüchtigste  Blick  auf  die  vorhergehenden  Er- 
örterungen lässt  erkennen,  dass  mit  dem  Nachweise  von  der 
Eiristenz  der  Definitionsgleichung 

1-    ffij^)  dx  =  \\m,  [(x,  —  a)  l\a)  +  {x^  —  x^)  fix^)  + 

a  II  r=:  OD 

.,..  +  {h  —  Xn-\)  f{Xn-l)] 

zugleich  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  den  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  An- 
näherung zu  berechnen.  Nicht  immer  findet  ein  solch'  glück- 
liches Zusammentreffen  Statt.  So  wird  beispielsweise  in  der 
Algebra  gezeigt,  dass  jede  Gleichung  vom  n^^"^  Grade  auch 
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n  Wurzeln  besitzen  muss;  aber  mit  dem  Beweise  dieses  wich- 
tigen Lehrsatzes  ist  keinesweges  schon  eine. Methode  zur  Auf- 
findung der  Wurzebi  geliefert. 

Unter  Umständen  kann  selbst  der  genaue  Werth  eines 
bestimmten  Integrales  mittelst  der  Gleichung  1  erzielt  werden 
und  zwar  dann^  wenn  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  in 
1  sich  angeben  lässt.  Sei  z.  B.  /'{x)  =  a?*,  wo  k  eine  Con- 
stante  ausdrückt;  ausserdem  mögen ;  um  eine  völlig  eindeutige 
Function  zu  gewinnen  ^  die  Grenzen  a  und  b  des  Integrals  beide 

grösser,   als  Null  sein.    Setzen   wir  nun  1/  -  =  q  und  lassen 

die  Grössen  o?] ,  a;^  •  •  •  .  in  geometrischer  Reihe  auf  einander 
folgen,  d.  h.  bilden  wir  die  Progression 

a,  aq,  aq'^,  ....  aq^—^,  ^; 

so  wird  allgemein 

(a;,_i  -  X,)  fix.)  =  fl*+i  (?(^+i).  (^  _  1) 
und  daher 

fxf'dx^ Hm ö*+i (^  -  1)  [ l  +  ^^+1  +  (^*-f  1)2 ^ , . , ,  ^(^A+i)»-ij 
=Um(^-l)a^4-i(^^i  ==  Ihn .  ^1^  (p^^  a^+i). 

Nun  ist  fürn=cx)  und  ein  von  —  1  verschiedenes  k  ~Ti7—.=-r. 
der  wahre  Werth  dieses  Quotienten ,  nach  den  Lehren  der  Dif- 
ferentialrechnung bestimmt,   aber  =  h-i.»  und  demnach 


Nähert  sich  hierin  k  der  negativen  Einheit,  so  erhält  man 
abermals  die  unbestimmte  Form  -,  in  Wahrheit  jedoch  den 
Werth  \gb  —  lg  a,  d.  h. 


d  X  -i      b 


J     X  "   a 


2.  Sei  jetzt  f{x)  einer  Exponentialgrösse,  also  einer  posi- 
tiven Constanten  mit  variabelem  Exponenten,  nämlich  c'  gleich; 
ausserdem  bedeute  b  eine  mit  wachsendem  n  unendlich  klein 
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werdende  Grösse  und  naher  eine  solche,  für  welche  die  Be- 
ziehung lim  (fl  +  n  fi)  =  Z>  gilt.  Zwischen  die  Grenzen  a  und  b 
sollen  nun  in  arithmetischer  Reihe  die  Werthe 


ö  +  ^;  a  -}-  2  6,  a  -\-  S  €f a  -\-  n  —  1-6 

eingeschoben  werden,  wobei  wir  also  durchaus  nicht  voraus- 
seteen,  das«  gerade  *^- =  a  Statt  finden  müsse.  Unsem  An- 
nahmen  zufolge  erhalten  wir  jetzt  diese  Gleichung 

Jc'd  j;  =  lim  c"  •  a  [l  +  c*  +  c«*  +  c^«  +....-[-  c^'^»«] 


=  lim  -p^—  (c^"«  —  c^)  , 


d.  h. 


2. 


/c^  d  X  =^  (c^  —  c^)  lim      - 


Da  nun  mit  wachsendem  n  die  Grösse  e  der  Null  sich 
nähert,  so  werden  wir  auch  hier  wieder  auf  eine  Anwendung 
der  bekannten  Regel  der  Differentialrechnung  über  die  Er- 
mittlung des  unbestimmten  Ausdruckes  von  der  Form  ~  hin- 
gewiesen. Wir  ziehen  es  indess  vor,  diese  Vorschrift  gegen- 
wärtig ausser  Acht  zu  lassen,  weil  wir  gestützt  auf  die  Be- 
ziehung 2.  den  Nachweis  liefern  wollen,  dass  jede  Exponen- 
tialgrösse  einen  Differentialquotienten  besitzen  muss.  Dies 
führt  uns  dann  sogleich  zu  einer  höchst  einfachen  Definition 
der  Zahl  e,  vermöge  deren  wir  nun  umgekehrt  wieder  nicht 

nur  den  Werth  lim ,    sondern  auch   die  bekannte    Be- 

c*—  1 

j_ 

Ziehung  e  =  lim  (1  +  «)  **  fär  lim  a  =  0  in  der  einfachsten 
Weise  ermitteln  können.  Mit  andern  Worten  aber  heisst  dies, 
dass  zur  Bestimmung  der  Derivirten  der  Exponentialfunctio- 
nen,  der  Logarithmen  und  Potenzen  nur  der  Nachweis  von 

der  Existenz  der  Grenze  des  Ausdruckes      "~      für   ein   un- 

s 

endlich  klein  werdendes  €  erforderlich  ist.  Man  erkennt  hieraus 
auf  den  ersten  Blick,  dass  so  bei  der  Begründung  der  Dif- 
ferentialrechnung jede  Anwendung  von  bekannten  unendlichen 
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Reihen  vermieden  wird;  den  numerischen  Werth  der  Zahl  e 
aber  wird  man  erst  bei  der  Darstellung  der  Functionen  durch 
unendliche  Reihen  ermitteln. 

Der  angedeutete  Gedankengang  selbst  wird  sich  nun  so 

darstellen.    Bedenken  wir  nämlich ,  dass  dem  Frühern  zufolge 

h 
das  bestimmte  Integral  fc^dx  immer  existirt  und  einen  von 

a 

Null  verschiedenen  Werth  erhält,  so  muss  nothwendig  lim  — 


eine  nicht  mit  Null  zusammenfallende  Constaute  ausdrücken. 
Daraus  folgt  weiter,  dass  auch  lim einer  Grenze  sich 

c 
-•    j  — C    ^ 

nähert  und  zwar  muss,   weil  =  c*  • ,  also 

*  s  —  e     ' 

lim =  Imi , 

diese  Grenze  stets  dieselbe  bleiben. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  der  bekannten  Definitionsgleichung 
des  DiflFerentialquotienten  einer  Function,  so  muss,  falls  eine 
Expouentialgrösse  c*  für  ein  gegebenes  Intervall,  von  a  bis  b 
z.  B.,  wirklich  eine  Derivirte  besitzen  sollte,  mit  abnehmen- 
dem £  nothwendig  der  Ausdruck 

immer  dieselbe  Grenze  darbieten ,  von  welcher  Seite  her  auch 
s  der  Null  sich  nähern  mag.  Dies  aber  ist  dem  Vorhergehen- 
den zufolge"  in  der  That  der  FaU,  und  folglich  besitzt  jede 
Expouentialgrösse  wirklich  eine  Abgeleitete,  nämlich  c^ .  const. 

Es  fragt  sich  also  bloss  noch,  in  welcher  Beziehung  die 
Differentialcoefficienten  für  verschiedene  Basen  zu  einander 
stehen. 

Nimmt  man  eine  neue  Basis  ^,,  so  lässt  sich  diese  stets 
als  eii^  bestimmte  —  die  ft*^  —  Potenz  der  ursprünglichen  c 
auffassen.    Es  ist  daher 

lim  "-1-:^  =  lim  ^^^'^^  =  k,', 
anderseits  aber  hat  man,  wenn 


-    13    - 

lim      ""     =  k 
gesetzt  wird; 

Ä*  =  lim  =  ~  hm  =  -, 

d.  h. 

II  k  =  A',. 

Und  hieraus  erhellt  augenblicklich ,  dass  f ür  ft  =  ^  der  be- 
sonders wichtige  Fall 

lim  ^-=^  =  1 

erscheinen  wird.  Nennen  wir  aber  die  Basis ^  für  welche  diese 
Beziehung  Statt  findet,  e,  definiren  wir  also  die  Zahl  e  durch 
die  Gleichung 

um  =fc  1 , 


SO  wird 


=  a*. 


Und  nehmen  wir  e  als  Basis  eines  Logarithmensystems ;  [so 

ergeben  sich  nun  wegen  c^  =  e  ^  d.  i.  k  =  log  c  =  l  c  um- 
gekehrt wieder  die  Beziehungen 


und 


hm  =  l  c 

s 


—    =  e-  lg  c. 


lim  ^  i  =  lim  ,    ,  " ,     .  .  lg  r  =  lg  c, 


Setzt  man  femer  c'  —  l  =  a,  d,  g.  €  =  ^  ^.  ;.  so  folgt 

sogleich 

c'-i 

——    nm      

lg  (1  +  «) 

d.  h. 

lim  [Ig  (1  +  «)«]  =  1 
und  daher  muss  Statt  finden: 

lim  (1  +  ")"  =  ^>    li"^  a  ==  0. 
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Weil  endlich  für  die  Potenz  x"^  die  Gleichung  gilt: 

-T—  =  jü lim =  o;'"-^  •  lim  ^  ^   : . 

(t  X  •  ±^  o  * 

so  wird,  wenn  man  auch  hier  der  Ktirze  halber 

(1  +  8Y  =  e^'y  also  r  =  /»  lg  (1  +  S) 
setzt, 

li„»  (l+Jf-A  =  lüu  ?^-l  =  lün  ''—'.  "ii?  !^  +  *> 

d  d  r  d 

1 

=  m  lim  lg  (1  +  *)*^  ==  ^• 
Mit  Benutzung  des  vorhin  gefundenen  Werthes 

1-  a  1 

c*  -  1  =  ^"^ 

stellt  sich  jetzt  unser  Integral  2.  wie  folgt  dar: 


b 


I  c^  d  X  = 


c   —  c 


3.    Um  endlich  ein  drittes  interessantes  Beispiel  hier  nicht 
unberücksichtigt  zu  lassen,  wollen  wir  noch  das  Integral 

it 

/  lg  (1  —  2  a  cos  o:  +  ü?)  d  x, 

in  welchem  wir  a^  von  der  Einheit  verschieden  voraussetzen, 
einer  nähern  Betrachtung  unterziehen*). 

Denken  wir  uns  das  Intervall  von  0  bis  ;r  in  n  gleiche 
Theile  zerlegt,  und  nehmen  wir  die  Zwischenglieder  in  arith- 

metischer  Reihe,  namuch  =  -  ,     — ,  .  .  .  —,  so  wird 

ersichtlich 
fi 
I   lg(l* — 2a  cos  .r-f:«*)  tfa'  =  lim  -  \  lgfl'—2acos^-^aA 

0 

+  lgCl-2acos^J'  +  aA  +  ....  +  lg(l— 2aco8^4?::^  +  aAl 
=lim"  lg  fA  —  2«  cos  ^"  +  aA  (l  —  2a  cos  l^ -\- aA  . . . 

...(l-2«cosÖL^>«+«*)]. 


*)  Bierens  de  Haen:  Expose  de  la  tht^orie  des  int.  def.  p.  471. 
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Nun  ist  bekanntlich  nach  Cotes'  Lehrsätze 
aS''_l  =  (a?_l)/'a»  — 2acos^+ A  L^  —  2acoa~^  A 

...  («2  _  2«  cos '-^il^  +  l)  , 

also  der  vorhergehende  Logarithmus  mit  lg  ,  {a^"  —  1) 
gleichbedeutend.   Und  demnach  besteht  nunmehr  die  Gleichung 

rig(l-2«cosa:+a^)da:=lim^lg^  +  lim^lg(a««-l). 

y 

Für  n  =  CO  aber  wird  die  erste  Grenze  augenscheinlich  =  0, 
und  für  den  zweiten  Grenzausdruck  erhalten  wir  die  Werthe 

lim  -  lg  («*"  —  1)  =  TT  lg  «2,     oder  =  0, 
je  nachdem  «^  >  1 ,  oder  a^  <  1.    Mithin  entspringt 

jlg  (1 — 2a  cos  X  +  «^)  <^^  =  Älga^,  «^>  1; 

=  0,  a2<;  1.*) 

§.  5. 
Fundamentaltlieoreme. 

Aus  der  oben  gegebenen  Definitionsgleichung  eines  be- 
stimmten Integrales: 

b 

L     ff{x)  dx  =  lim  \{x^  —  d)  f{a)  -f-^  {x^  —  o:,)  f{x^  +  •  ■  • 

+  (6  -  Xn^,)  f{Xn-^  ] 

fliesst  unmittelbar  eine  Reihe  von  Sätzen^  die  wir  ihres  häu- 
figen Gebrauches  wegen  jetzt  übersichtlich  zusammenstellen 
wollen.  Um  aber  hierbei  Widerholungen  zu  vermeiden,  be- 
merken wir  gleich  im  Voraus,  dass  vorerst  die  vorkommenden 
Functionen  innerhalb  sämmtlicher  Integrationsgrenzen  immer 
als  stetig  und  diese  als  endlich  angenommen  werden. 


*=)  Ueber  andere  Begründongsweisen  diesjer  von  Poisson  gefundenen 
Beziehnngen  vergleiche  man  Dienger:  Differential-  und  Integralrechnung. 
Stuttgart  1862;  Tbl.  1,  S.  364  —  355. 

Poisson.    loumal  de  Pdcole  polyt.  cah.  17,  p.  617. 

Delaunay.    loumal  de  math.  etc.  par  Liojuville,  t.  3,  p.  355. 
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1.  Sei  f{x)  eine  solche  Function  von  x^  die  innerhalb 
des  Intervalles  von  a  bis  b  ihr  Zeichen  niemals  wechselt  Be- 
achtet man  nun^  dass  unserer  Voraussetzung  zufolge  die  Dif- 
ferenzen x^  —  ö;  0^2  —  o;,  .  .  .  .  mit  b —  a  dasselbe  Vorzeichen 

besitzen;  so  muss  offenbar  das  bestimmte  Integral  J f{x)  dx 

positiv,  oder  negativ  sein,  je  nachdem  die  Zeichen\on  /(-) 
und  b  —  a  übereinstimmen,  oder  nicht  identisch  sind. 

2.  Sei  jetzt  c  eine  Constante  und  /"{x)  =  cf(x),  alsdann 
folgt  aus  I.  sofort 

J  c  f{x)  d  X  ^=  c  J  f{x)  d  X. 

a  a 

Ist  also  f{x)  :=  1 ,  so  wird 

J  c  d  X  =^  c  {b  —  a). 
it 

3.  Zerlegt  man  f(x)  in  eine  Summe  oder  Differenz  zweier 
Functionen  (p{pc)  und  ^(o;),  so  hat  man  diese  Gleichung 

h  h  h 

J{^>{x)  +  ^{x)  \  d  X  ^=  f  (p{x)  d  o;  +  ft(j^)  d  X. 

4.  Ebenso  unmittelbar  einleuchtend  wie  vorhin  sind  ferner 
die  folgenden  Relationen: 

j/(x  -^  c)  d  X  =  j  fix)  d  X 

fl+C  u 

und 

be  b 

'    ^     ^  X 


ac  a 


in  denen  c  eine  beliebige  Constante  ausdrückt  [c  (=)  0], 

5.    Machen  wir  jetzt  die  Annahme,   dass  die  Zwischen- 
glieder a:, ;  OTj;  . . . .  in  arithmetischer  Reihe  a-^d,  ö  +  ^^}  •  •  •  • 

auf  einander  folgen,   wobei  d  =  -^  ^  sein  soll;  so  wird  unser 
S  nunmehr  unter  dieser  Form  erscheinen: 


S=dl/-(«)+/-(« +*)+/(« +2*)  +  .  .  .  .+/•(«  +  «-!. Ä)l, 
also 

n.  fr{x)dx=\imS[fa+f{a-\-6)  +  ....+  /•(«+«"  - 1  .d) ) 
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sein.     Und  vertauschen   wir  b  mit  a,  d.  h.  d  mit  —  S,  so 
kommt 


und 

f}{x)dx=lim—d[r{b)+r{b—S)  +  ....+f(b—r^^^ 

Aus  der  Vergleichung  beider  Reihen  S  und  5'  aber  ergiebt 
sich,  dass  sie  mit  Ausnahme  der  Glieder  /"( «)  und  /"(&)  die  näm- 
lichen Functionalwerthe  in  sich  begreifen ;  ihre  Summe  S  -{-  S' 
ist  daher  mit  —  d  [f  (b)  —  /(fl)  ]  gleichbedeutend.  Weil  nun 
mit  wachsendem  n  diese  Summe  die  Null  zur  Grenze  besitzt, 
so  muss  nothwendig  lim  5=  —  lim  S'  sein,  d.  h. 

f  f{x)  d  X  =  —  ffQxi)  ^  ^• 

6.    Der  so  eben  bewiesene,  äusserst  wichtige  Satz  wird 

b 
uns  sogleich  das  Mittel  bieten,  jedes  Integral  f  f{x)  d  x  immer 

a 

r  h 

in  die   beiden  andern  J  fix)  d  x  und  J  f{x)  d  x  zu  zerlegen, 

mag  die  Grosse  c  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Grenzen  a 
und  b  sich  befinden.  Liegt  nämlich  zunächst  c  zwischen  a 
und  b,  ^o  folgt  wieder  aus  der  Fundamentalgleichung  I.  (oder 
II.)  sowohl,  wie  auch  unmittelbar  aus  der  geometrischen  Be- 
deutung des  bestimmten  Integrales,  dass 

J  f{x)  dx=  ff{x)  df  o:  +  f  f{x)  d  x. 


a  u  c 


Befindet  sich  dagegen  c  ausserhalb  der  Grenzen  a  und  b ,  ist 
also  z.  B.  die  Folge  der  drei  Grössen  diese  a,  ^,  c^  so  ist 
zuvorderst 

ff{x)  dx^  ff{x)  dx+  ff{x)  d X, 

u  a  h 

mithin 

jf{x)  dx-  ffix)  dx=  ff{x)  d X, 

a  K  '  t* 

und  hieraus  entspringt  nun  mit  Benutzung  des  Satzes  unter  5. : 
Jf(x)  dx=  /fix)  dx  -\-  fax)  d X, 

a  tt  c 

MsTXB,  bestimmte  Integrale.  2 
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Einen  ganz  ähnlichen  Gedankengang  endlich  würde  man  inne- 
zuhalten haben,  wenn  c,  a,  b  die  Aufeinanderfolge  der  drei 
Grössen  bezeichnet. 


§.  6. 
Fortsetzung« 

• 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  setzen  uns  in  den 
Stand;  ein  Theorem  zu  begründen,  das  namentlich  bei  den 
später  folgenden  Entscheidungen  über  den  Sinn  solcher  Inte- 
grale eine  ausserordentlich  wichtige  Rolle  spielt,  bei  denen 
nicht  mehr  die  eine  oder  andere  der  bisjetzt  gemachten  Vor- 
aussetzungen der  Stetigkeit  der  Function  und  der  Endlichkeit 
der  Integrationsgrenzen  befriedigt  wird. 

Sei  nämlich  f(x)  in  das  Product  zweier  ccontinuirlicheu 
Functionen  (p{x)  und  t{x)  zerlegbar.  Von  diesen  behalte 
innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  die  eine,  beispielsweise  q){x) 
stets  dasselbe  Zeichen,  und  M  und  N  mögen  zwischen  a  und  b 
beziehlich  den  algebraisch  grössten  und  kleinsten  Werth  der 
andern  Function  tl/(x)  bezeichnen.  Diesen  Annahmen  gemäss 
müssen  daher  die  Differenzen 

M  —  ^(o:)     und     ^(a:)  —  N 

immer  positiv  sein,  und  folglich  müssen  auch   die  Producte 

\M  —  ^{x)]  q>{x)     und     [if{x)  —  N]  q){x) 

ihrem  Zeichen  nach  übereinstimmen.  Daraus  aber  fliesst  weiter, 
dass  gleichfalls  die  Integrale 

f[M  —  i;  (x)  ]  q>  {x)  d  x    und    J  [^(o:)  —  ^]  9>  (x)  d  x 


a 


immer  entweder  beide  positiv,  oder  beide  negativ  sind.    Nun  ist 

b  b  b 

f[M  —  if{x)]  (p{x)  d  X  =  M  j  (p{x)  d  X  —  J  ^{x)  .  ^){x)  dx 
und 

*  r  ? 

f[t{x)  —  A']  (p{x)  d X  =J(p{x)  .  ^(a-)  dx  —  N J  (p{x)  d x. 
Das    Integral  J  (p{x)  ilf{x)  d  x,   d.   h.  J f{x)  d  x   liegt    also 


u  « 


—    19    — 
zwischen  den  beiden  Integralen 

M  J  q>{x)  d  X    und     Nf  (p  (x)  d  x. 

a  a 

Da  nun  die  Functionen  continuirlich  sein  sollen,  so  muss 
nothwendig  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  von  il^{x) 
innerhalb  des  Intervalls  (o,  b)  ein  freilich  unbekannter  Factor 
Ä=  ^(1)  existiren,.  für  welchen  genau 

b  b  h 

j  f{x)  dx  =  Rf(p(x)  dx  =  ^(S)/9(^)  dx 

u  a  ti 

wird. 

Wir  können  diesem  wichtigen  Theoreme,  das  wir  der  Kürze 
halber  bisweilen  den  Maximum -Minimum -Satz  nennen  wer- 
den, noch  eine  andere  Form  geben,  von'  der  wir  bei  der  Rest- 
bestimmung der  Taylor'schen  Reihe  Gebrauch  machen  werden. 

Beachten  wir  nämlich ,  dass  für  z  =^0  und  z  =  1  der 
Ausdruck  a  -\-  {p  —  ä)  z  beziehungsweise  die  Grössen  a  und  h 
liefert,  so  kann  offenbar  die  zwischen  a  und  b  befindliche 
Variabele  5  in  der  Form  a  -\-  {b  —  d)  %•  vorgestellt  werden, 
wenn  ^  zwischen  0  und  1  liegt.  Mit  Benutzung  dieses  Werthes 
aber  wird  nun 

b  h 

ff{x)  dx  =^  ip\a-^{b^  d)  %]  f(p(x)  d  x. 


*t 


u 


Ist  speciell  q)(x)  =  1,  also  tl^{x)=/'{x),  so  hat  man  die  Be- 
ziehung 

fr{x)  dx  =  r[a  +  {b  ^  a)  ^][b  —  a]  =  R[b  —  ä\. 

a 

Geometrisch  gedeutet  sagt  offenbar  dieser  Satz,   dass  unter 

Voraussetzung    recht-    "  Fig.  a. 

winkliger  Goordinaten 

der  Hachenraum  A  M- 

NB  seiner  Grösse  nach 

mit   einem  Rechtecke 

übereinstimmt,  dessen 

Basis  AB  =ib—  a  heisst 

und  dessen  Höhe  durch 

eine      zwischen      der  0- 

grössten  und  kleinsten  befindliche  Ordinate  ausgedrückt  wird. 

2* 


H 
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Verwandt  mit  dem  oben  erörterten  Theoreme  ist  offenbar 
der  nachfolgende  Satz. 

Ist  in  dem  IntervaUe  von  o:  =  ö  hia  x  =  b  die  stetige 
Function  /'{x)  fortwährend  grosser^  als  die  continuirliche 
Fimction^(a:);  so  hat  man  für  &  >  «  augenscheinlich  die 
Relation 

b  h 

J  f{x)  d  X  >  fif(x)  d  X. 

a  u 

Daraus  aber  fiiesst  weiter  ^  dass 

*  A  A 

J  q>(x)  d  X  >  J  f{x)  d  X  >  /^  (^)  d  x. 


f*  a  a 


ist,  wenn  innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  bestandig  die  Be- 
ziehungen gelten 


So  befindet  sich  beispielsweise  das  Integral    /    _^^ 

J  Vi  — 


ff  X 

wo 


j/i—ar 


y 


m  >  2,  zwischen  den  beiden  Grenzen 

j  dx=^0,b    und     1  y=^^  =  ^  =  0,523 

Düferentiation  eines  bestimmten  Integrrales  nach  den  CIrenzen. 

Der  Werth  eines  bestimmten  Integrales  ist  augenschein- 
lich durch  die  Grenzen  desselben  und  durch  die  Natur  der  zu 
integrirenden  Function  bedingt.  Erleidet  folglich  irgend  eine 
dieser  Grössen  eine  Äenderung;  so  muss  eine  solche  natürlich 
auch  bei  dem  bestimmten  Integrale  sichtbar  werden.  Nehmen 
wir  also  z.  B.  an,  dass  in 


ff 


d  X. 


u 


die  obere  Grenze  b  in  b  -\-  h  übergeht ,  wobei  wir  für  ein 
positives  h  die  Function  f{x)  nun  von  a  bis  ^  -f-  Ä  continuirlich 


—    21    — 

voraussetzen,  so  wird  mit  Benutzung  des  Satzes  6  §.  5  der 
Unterschied 

u  —  u  =^jf{x)  d  X  — Jf{x)  d  X  =jf{x)  d  X 

a  a  o 

h 

die  Veränderung  des  Integrales  y/*(a;)  d  x  ausdrücken.  , Daraus 
ergiebt  sich  weiter,  dass 

mit  abnehmendem  h  den  nach  h  genommenen  Differential- 
quotienten  des  Integrales  u  vorstellen  wird,  wenn  "  T"  "  wirk- 
lich einer  Grenze  sich  nähert.  Dies  aber  ist  in  der  That  der 
Fall ;  denn  vermöge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Function 
f{po)  können  das  Maximum  und  Minimum  derselben  innerhalb 
der  Grenzen  h  und  h  -^-h  sich  um  so  wenig  unterscheiden, 
als  man  nur  will,  und  daher  müssen  diese  und  folglich  auch 
R  zuletzt  mit  f{^^  zusammenfallen.    In  Zeichen  heisst  dies 

b 

Tb  =  -^h =  ^(*)^ 

und  räumlich  gefasst  sagt  diese  Gleichung,  dass  die  letzte  Ordi- 
nate ^A^den  Diflferentialquotienten  der  Fläche  AM  NB  (Fig.  2) 
ausdrückt. 

Einen  ganz  ähnlichen  Weg  könnten  wir  nun  zur  Auf- 

* 
lindung  der  Abgeleiteten  von  j  f{x)  d  x  nach  der  untern  Grenze 

a  einschlagen,  doch  geschieht  dies  einfacher  in  folgender 
Weise. 

Man  hat  identisch 

J  f{x)  dx  ==  — -  J  f{x)  d  X 

und  demnach 

b  a 

dff{x)dx  dff{x)dx 

-S =  -  -^ =  -  /*(«)• 

Ca  c  a  •  \  / 


—    22 


§.  8. 

Differentiation  eines  bestimmten  Integrales  nach  einem 

Parameter« 

Wenn  die  Natur  einer  Function  f{x)  eine  Aenderung  er- 
leiden soll^  d.  i.  geometrisch  ausgedrückt;  wenn  man  von  einer 
Gurve  zu  einer  benachbarten  übergehen  will;  die  freilich  mit 
jener  zu  derselben  Art  gehören  kann;  so  muss  die  Function /"(o;) 
ausser  der  Veränderlichen  x  wenigstens  eine  von  x  unab- 
hängige Grösse  a,  einen  sogenannten  Parameter  enthalten; 
der  die  eine  Gurve  von  der  andern  als  Individuum  kennzeich- 
net. In  dem  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  werden  wir  mithin 
das  bestimmte  Integral  in  der  Form 

h 

1.  u  =  J  f{Xj  a)  d  X 

a 

uus  vorstellen  müssen. 

Verändert  sich  nun  a  um  eine  beliebige  Grösse  h,  so 
können  mit  dieser  Aenderung  der  Natur  von  f{x)  entweder 
Aenderungen  in  den  Grenzen  a  und  b  eintreten,  oder  es  kön- 
nen diese  von  a  ganz  unabhängig  sein.  Der  Einfachheit  wegen 
wollen  wir  den  letztem  Fall  zunächst  betrachten. 

Geht  «in  a  -f-  Ä  über,  so  wird  die  Differenz 

b  h 

u  —  w  =  f  f{xy  a  -^  h)  d  X  —  J  f{x ,  a)  d  x 

a  a 

die  Veränderung  des  Integrales  1  vorstellen ,  und  folglich  wird, 
weil  h  mit  x  nicht  verbunden  ist,  die  Beziehung  Statt  finden : 

b 

2.  "  —  «  _^     /Y(a?,  a  +  k)  —  fix,  €t)  ^ 


kl  k 


Sollte  es  sich  nun  ereignen,  dass  mit  unendlich  abnehmendem  h 

der  Quotient  '*  "7  "  einer  Grenze  sich  nähert;  so  wird  diese  den 

h 
Differentialquotienten  des  bestimmten  Integrales  u^=^ff{x,  a)  dx 

a 

nach  a  bezeichnen.  Dies  aber  wird  wirklich  der  Fall  sein, 
wenn  die  nach  a  genommene  Derivirte  der  continuirlichen 
Function  fi^Xy  a)  zwischen  a  und  b  selbst  wieder  stetig  ist. 
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Heisst    nun   die   partielle   Abgeleitete   ^  '^^'  "^   für   den 
Augenblick  tj;  {Xy  a),  so  muss  die  Gleichung  bestehen 

hm  --^  =  ^  (x,  a), 

Mit  Benutzung  dieses  Ausdruckes  aber  schreibt  sich  die  in  2 
ausgedrückte  Beziehung  jetzt  so: 

b 


a 


Da  nun  mit  unendlich  klein  werdendem  h  die  Grössen  e 
und  folglich  wegen  der  Endlichkeit  von  })  —  a  auch  is(p  —  d) 
von  Null  zuletzt  um  weniger  als  jede  noch  so  kleine  Grösse 
verschieden  ist;  so  gilt  ersichtlich  die  Gleichung 

h 

dff{x,a)dx  * 

ö  du  _   _a /  d  fix,  et)     , 

da  da  loa 


it 


Man  bezeichnet  diese  wichtige  von  Leibnitz  entdeckte  Regel 
der  Differentation  nach  a  mit  dem  Namen  der  Differen- 
tiation eines  bestimmten  Integrales  nach  einem 
Parameter.  Auch  hat  man  für  die  Operation  die  Be* 
nennungen  der  Differentiation  von  Curve  zu  Curve 
(differentiatio  de  curva  in  curvam  nach  Leibnitz'*')) 
oder  der  Differentiation  unter  dem  Integrations- 
zeichen eingeführt. 

Endlich  sieht  man  noch  sofort,  dass 

b  h 

d     r  ff       \  ^  rdfix.c)  de. 


a 


sein  wird,  wenn  c  von  a  abhängt. 


*)  Leibnitii  et  Job.  Bemoullii  Commercium  philosophicum  et  mathe- 
maticam.  Tomus  I.  Ab  Amio  1694  ad  aunum  1699.  Laasannac  et 
Genevae  1746.  —  Epist.  LIX.,  LX.  LXI,  p.  319  etc.  Epist.  59.  Leib- 
nitii ad  Bemoullium  3.  Aug.  1697.  (Differentiationis  de  curva  in  curvam 
Principia). 
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§.  9. 
Aenderung  der  Integrationsgrenzeii  mit  der  Natur  der  Fonctioii« 

Hat  die  Aenderung  des  Parameters  a  gleichzeitig  eine 
Veränderung  der  Integrationsgrenzen  zur  Folge;  so  wird  das 
Integral 

u  =    I  f{x,  a)  d  X 

a 

offenbar  die  Gestalt 


w,  =    I  f{xy  a  -{-  ^J  a)  d  X 


a-^-Ja 


annehmen ,  und  der  Quotient  "'         wird  jetzt  in  dieser  Form 
erscheinen 


a 


+  Jic  /  ^(^'  a  +  J  a)dx. 

Dem  Maximum-Minimum-Satze  zufolge  aber  lassen  sich  die 
beiden  letzten  Integrale  auch  so  schreiben: 

J      I  f(^}  «  +  ^^)  ^  ^  =  -JT-    I  d  X  =   R  -T^ 
a  a 

und 


7«    /V(^;« 


Ja 


und  diese  Beziehungen  gehen  mit  verschwindendem  z/a  den 
frühern  Erörterungen  gemäss  in  die  andern  über: 

und 


"-  (^  ü)  =  U  n^'  «)• 
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Da  uuu  aosserdem  noch 


ita  / 


7(0?,  a  +  Ja)  —  f(x,  a)  ^  ^ 

Ja 


b 
■t  i*d  fix,  a)    j 


a  a 

isty  so  besteht  offenbar  die  Gleichung 

I.     lim  ?^i^  =  A  rr(a;,  a)  d x  =    ['W^  4^ 

Ja  da  J  '  ^    '     ^  f        da 

a  a 

Sie  besitzt^  wie  man  sieht,  eine  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem 
aus  der  Differentialrechnung  bekannten  Satze 

d^{a^b,  c) ^^^(0,6,0)  da    .    dip{a,h,  c)  ab     .    d'tffifij  b.c)  de 


da 


d  a 


da 


dh 


da 


de 


da 


und  dieser  konnte,  wenn  man  wollte,  sofort  zur  Entwicklung 
der  Formel  I.  benutzt  werden. 


Fig.  3. 


-X 


Auch  geometrisch  genommen  lässt  sich  dieselbe  ohne  Mühe 
ableiten.  Denn  sei  f{x,  a)  =  y  die  Gleichung  einer  auf  recht- 
winklige Achsen  bezogenen  Curve  MN^  femer  bezeichne  OA 
den    Werth    von    a,    und,  OB    sei   =  b]    alsdann    bedeutet 

u^=j  f{Xy  a)  d  X  den  Flächenraum  AM  NB.    Verändert  sich 

nun  a  um  z/a,  d.  h.  geht  die  Curve  MN  in  die  ihr  benachbarte 
if,  N^  über,  und  drücken  OA^  =  a  +  Ja  und  OB^  =  b  +  Jb 
die  Grenzen  des  neuen  Intervalles  aus,  so  ist 
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hJtJb 
tt,  ="  jf{xy  a  -\-  ^Ja)  d  X  ==  Fl'ächenraum  A^  M^  N^  B^ , 

also 

t/j  —  w  =  Flächenraum  ATÜ/, N^B^BN  —  Flächenraum  AA^ KM. 

Diese  Differenz  aber  lässt  sich  zweckmässiger  darstellen^ 
wenn  man  durch  die  Punkte  M  und  N  Parallelen  zur  a;-Achse 
zieht  und  mit  a  die  algebraische  Summe  der  kleinen  Flächen- 
räume MLK,  MKM^Ry  NGN^P  bezeichnet.  Denn  nun  ist 
ttj  —  M  ersichtlich  mit  der  Flächensumme 

MRPNK+NBB^G  +  NGN^P—ME[M^R—{MLAA^—LMK) 

gleichbedeutend^  d.  h. 

h 

Für  den  unendlichen  Process  aber  verschwindet  c  gegen  z^a, 
und  folglich  wird 

b 

a 

Dass  übrigens  die  Gleichung  I.  die  in  den  vorhergehenden 
Paragraphen  behandelten  Fälle  in  sich  begreift;  ist  leicht  zu 
zeigen.  Hängt  z.  B.  nur  die  obere  Grenze  b  von  dem  Para- 
meter  a  ab;  so  reducirt  sich  die  Formel  I.  auf  diese 

b 
dff(x)dx 


da  da 

ifiriiVirf .   an  "Wftrdpn 

da 


Und  bleiben  die  Grenzen  von  a  unberührt,  so  werden  -^  und 
^  beide  zu  Null,  mithin  wird  jetzt 

b 

dff{x,  a)dx 


n  /  d  f{x^  «)  a  ^ 

da  j         o  a 


a 
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§.  10. 
Ei^istenz'  der  Integrationsconstanteii. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  führen  zu  dem  wich- 
tigen   Schlüsse^  dass   das  bestimmte  Integral  jf{x)  dx  eine 

a 

solche  stetige  Function  von  b  bezeichnet;  die^  nach  b  derivirt^ 
immer  einen  Differentialquotienten  besitzt.  Existirt  daher  noch 
irgend  eine  andere  Function  von  &,  z.  B.  qf{b)y  deren  Abge- 
leitete ebenfalls  f  (b)  heisst;   so  lässt  sich  offenbar  nach  den 

Beziehungen  fragen  ^    welche  zwischen  q>{b)  und  Jf{x)  dx 

Statt  haben. 

Die  Beantwortung  einer  derartigen  Frage  wollen  wir  jetzt 
zu  geben  versuchen.  Dazu  aber  ist  nöthig,  dass  wir  uns  mit 
einigen  Worten  zunächst  des  Einflusses  erinnern,  den  das 
Zeichen  des  ersten  Differentialquotienten  einer  stetigen  Function 
auf  die  Natur  derselben  ausübt. 

Sei  demnach  ^>  {x)  eine  solche  von  x  =  p  bis  o:  =  g  con- 
tinuirliche  Function  von  x,  die  innerhalb  des  genannten  Inter- 
valles  immer  einen  Differentialquotienten  q>'{x)  darbietet.  Als- 
dann besteht  unter  allen  Umständen  die  Gleichung 

lim  y^'^+^j^-yC.r)  _  ^.(^)^ 

d.  h.  der  Quotient  ^^''^    "^^  ^^  liegt ,  wenn  <y  ein  beliebig 

kleines  Quantum  vorstellt ,  das  wir  absolut  voraussetzen  dürfen, 
zuletzt  immer  zwischen  ^\x)  -f"  ^  ^^^  9^  (^)  —  ^;  "^^^  welcher 
Seite  her  das  Increment  h  der  Null  sich  auch  nahem  mag. 

Ist  daher  q>{x)  >  0,    so  muss  der  Quotient  ^  l~~  ^ 

immer  das  Pluszeichen  fahren,  und  folglich  wird,  wenn  h 
ebenfalls  zu  den  positiven  Grössen  gehört,  9>  (^  4~  ^)  ^%^~ 
braisch  grösser  als  q>  (x)  sein.  Mit  andern  Worten  aber  heisst 
dies,  die  Ii\inction  (p(x)  bezeichnet  eine  wachsende  Function 
von  x. 

Der  Quotient  ^^^"^  '  ""  ^—  befindet  sich  dagegen  bei 

hinlänglich  kleinem  a  immer  zwischen  zwei  negativen  Grössen 
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•  und  ist  somit  selbst  negativ,  wenn  q>\x)  <  0.  In  diesem  Falle 
wird  daher  für  Ä  >  0  nothwendig  q>{x)  eine  abnehmende 
Function  von  x  vorstellen  müssen. 

Drückt  mithin  q  den  algebraisch  grössern  Werth  der  beiden 
Grössen  p  und  q  aus,  so  gelten  die  Beziehungen 

1.  q>{q)  >  q>{p),     q>\x)  >  0 
und 

2.  ^{q)  <  9(P);     ^>\^)  <  0. 

Nun  bezeichne  rl}(x)  eine  solche  Function  von  x,  deren  Dif- 
ferentiälquotient  '^\x)  innerhalb  des  Intervalles  {Py  q)  fort- 
während mit  Null  gleichbedeutend  ist;  femer  stelle  a  eine 
positive  Constante  vor.  Alsdann  heisst  die  Derivirte  der 
Function  ^(o:)  +  a  o:  augenscheinlich  +  a,  und  folglich  finden 
die  Relationen  Statt 

3.  il>{q)  —  ^(p)  >  -  a{q—p) 
und 

wie  klein  auch  a  gewählt  werden  möge.  Lässt  man  also  a 
ins  Unendliche  abnehmen,  so  wird 

d.h.  die  Function  vona;,  deren  Differentialquotient 
fortwährend  mit  Null  zusammenfällt,  ist  eine  Con- 
stante. 

Daraus  aber  folgt  weiter,  dass  zwei  stetige  Functionen 
(p{x)  und  x(^);  deren  Abgeleitete  dieselbe  Function  f{x)  dar- 
stellt, sich  höchstens  nur  um  eine  Constante  unterscheiden  kön- 
nen; denn  der  Differentialcoefficient  ihrer  Differenz  (p(x) — x(^) 
wird  durch  Null  ausgedrückt. 

Besitzt  folglich  irgend  eine  zwischen  a  und  b  stetige 
Function  (p{b)  die  Derivirte  /"(ö),  so  muss  nothwendig 

Jf{x)  dx  =  (p{b)  -\-  const. 

et 

m 

sein.  Nähert  aber  b  dem  a  sich  ins  Unendliche,  so  findet 
schliesslich  die  Grenzgleichung 
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0  =  9^(flf)  +  const. 

Statt.    Und  daher  ist  nunmehr 

h 
Jf{x)  dx  =  (p{b)  —  (p{a). 


§.    11. 

üebergang  Ton  dem  unbestimmten  zum  bestimmten  Integrale'"). 

Gestützt  auf  die  soeben  gemachten  Bemerkungen  ^  dürfen 
wir  behaupten,  dass  die  allgemeinste  Function  F(x\ 
deren  Differentialquotient  eine  gegebene  Function 
f(x)  repräsentirt,  nothwendig  irgend  einer  beson- 
dern,  die  Derivirte  f(x)  besitzenden  Function  g>{x) 
gleich  sein  musS;  sofern  dieser  eine  willkürliche 
Constante  hinzugefügt  wird.  Diese  allgemeinste  Function 
F{x)  wird  das  unbestimmte  Integral  der  Function  ^(x) 
genannt  und  durch  das  Zeichen  ff(x)  dx  angedeutet.  Es  ist 
daher  der  vorhin  erwähnten  Bemerkung  zufolge 

f  f{x)  dx  =  9>(^)  +  const.**) 

Der  Unterschied  zwischen  einem  bestimmten  und  unbe- 
stimmten Integrale  besteht  also  nur  darin  ^  ilass  bei  diesem 
die  untere  Grenze  nicht  genannt,  sondern  durch  die  Integra- 
tionsconstante   vertreten  wird.    Die  obere  Grenze  des  unbe- 


^)  Man  vergleiche  mit  dem  hier  im  Wesentlichen  nach  Dirichlet 
befolgten  Gedankengange:  Cauchy.  Bäsum^  des  le9ons  donn^es  ä  Tecole 
royale  polytechnique,  sur  le  calcal  infinitesimal.  Tome  premier,  pages 
101  —  105.    A  Paria  1823. 

Moigno.   Le9on8  de  calcul  diff.  et  de  calcul  integral.  Tome  II.,  pag. 
5  etc.    Paris  1844. 

**)  Von  Differentialquotienten  kann  bekanntlich  nur  bei  stetigen 
Fanctionen  die  Rede  sein,  indess  spricht  man  auch  dann  noch  von  einem 
Differentialcoefficienten ,  wenn  die  Stetigkeit  der  ursprünglichen  Function 
nur  an  einzelnen  Stellen,  aber  für  keine  continuirliche  Folge  von  Wer- 
tben des  Argumentes  unterbrochen  wird.  Man  benennt  daher  z.  B.  für 
einen  zwischen  0  und  n  liegenden  Bogen  mit  arctang  x  -\-  const.  noch 

y*    dx 
YT_ — 2 »   obgleich   für  a?  =  0  die 

Function  arctg  x  uus tetig  wird. 
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stimmten  Integrales  dagegen  ist^  wenn  auch  in  der  schrift- 
lichen Darstellung  desselben  der  Kürze  wegen  unterdrückt^ 
bestimmt  genannt;  sie  fällt  mit  dem  Integrationsbuchstaben 
zusammen.  Dieser  spielt  mithin  bei  dem  unbestimmten  Inte- 
grale eine  ähnliche  Rolle;  wie  sie  dem  sogenannten  Stellen- 
zeiger in  einer  unendlichen  Reihe  zukommt;  denn  er  muss  ja 
einerseits  das  allgemeine  ^  andererseits  die  übrigen  Glieder 
andeuten.  Diese  zwiefache  Verwendung  des  Integrationsbuch- 
stabens könnte  man  folglich  aufheben;  wenn  man^  freilich 
weitläuftiger; 

Jf{y)  dy    statt    J  f{x)  dx 
schreiben  wollte. 


X 


dfnx)  dx 
Da  — — «— ; —  =  f{x) ,   so  können  wir  auch  die  oben  ge- 

ü  X 

ilanjite  Function  (p  {x)  durch  das  bestimmte  Integral  Jf(x)  dx 
ersetzen;  also  die  Gleichung 

j  f{x)  dx  =  ff{x)  dx  -f-  const. 

bilden.  Lassen  wir  aber  hierin  x  dem  a  sich  unbegrenzt 
nähern ;  so  wird  augenscheinlich 

Jf{x)  dx  ==  const. 
und  somit 

ff{x)  dx  =  ff{x)  dx  -  Jf(x)  dx 

oder 

Jf(x)  dx  =  [q>{x)  +  const.]  —  [<p(fl)  +  const.]. 

a 

Das  bestimmte   Integral  jf{x)  dx  ergiebt  sich  folglich 

aus  dem  unbestimmten  Integrale;  wenn  man  in  diesem  den 
Integrationsbuchstaben  durch  die  Grenzen  des  Integrales  er- 
setzt und  von  dem  der  obem  Grenze  entsprechenden  Werthe 
desselben  den  für  die  untere  Grenze  Statt  findenden  Ausdruck 
abzieht.    Wie  man  sieht;  bleibt  das  Schlussresultat  dasselbe; 
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wenn  statt  des  unbestimmten  Integrales  bloss  die  besondere 
l\mction  (p{x)  in  Betracht  gezogen  wird. 

Schon  aas  den  Elementen  der  Integralrechnung  ist  be- 
kannt, welch  ein  vortreffliches  HOlfsmittel  der  soeben  erörterte 
Uebergang  vom  unbestimmten  Integrale  zum  be- 
stimmten darbietet.  Doch  ist  sein  Gebrauch  beschränkt^ 
weil  man  in  der  überwiegenden  Mehrzahl  der  Fälle  das  un- 
bestimmte Integral  in  geschlossener  Form  nicht  anzugeben 
vermag^  während  sehr  wohl  bei  Voraussetzung  passender 
Grenzen  das  bestimmte  Integral  zu  den  angebbaren  Grössen 
gehören  kann. 

§.  12. 
Ableitung  der  Wallig'schen  Formel. 

Bezeichnen  u  und  v  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles 
stetige  Functionen  von  x,  so  besteht  bekanntlich  die  wichtige 
Relation 

I  u  ^  d  X  =  u  V  —    j  V  ^~d  X, 

Der  Hinzufügung  einer  Constanten  bedarf  es  hierbei  nicht, 
weil  das  erste  Integral  auf  ein  zweites  zurückgeführt  ist.  Da- 
gegen darf;  obwohl  es  auch  giosstentheils  geschieht,  dem 
Begriffe  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  die  Constante 
eigentlich  nicht  mehr  unterdrückt  werden,  sofern  beide  Inte- 
grale auf  derselben  Seite  des  Gleichheitszeichens  erscheinen. 
Wird  aber  das  vorhin  unbestimmt  gelassene  Intervall  in  der 
Weise  näher  charakterisirt,  dass  p  und  q  die  Grenzen  dessel- 
ben bedeuten;  so  führen  natürlich  die  beiden  Beziehungen 

"^   dv  ^  r      1«'  /*   ^«   a 

u-^  dx  =  [uv\    —    I  V w-  dx 

ose  P  I      ^^ 

und 

^  % 

j^Til^^  +  j^li^^  ^  [**  ^'^l  =  M^  t;^  -  up  Vj, 

immer  zu  demselben  Resultat*). 

**)  Bei  dieser  Gelegenheit  verweise  ich  rücksichtlich  der  Eutwicklung 
einiger  allgemeinen  Relationen  auf  Bierens  de  Haen:  Expose  de  la  th^orie 


/ 
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Von  dieser  Formel  nun  wollen  wir  gegenwärtig  eine  erste 

Anwendung  auf  das  Integral  i/„  ^=fsmoc^  dx  machen,  wo 

u 

n  eine  ganze  Zahl  bezeichnen  soll. 

Integriren  wir  nämlich  zunächst  unbestimmt,   so   folgt 
sogleich 

/• ,,  ^                  sin  a:"""^  cos  x     ,     n  —  1     /*    .        „_9    , 
Sin  af'  dx  = f-  I  sm  a^^  dx, 

und  daher  ist 


2  2" 


/sin  a:"  dx  =  ^ l  sü 


sin  a:"-2  dx 
oder 


n  — 1 

Wä   =     -  w«— 2- 

n 


Die  wiederholte  Benutzung  dieser  Recursionsformel  aber 
zeigt,  dass  schliesslich  für  ein  gerades  n 

n — 1       n— 3      n — 5  1        « 


1.  Un    = 


•  •  • 


"  n  11  —  2      n  — 4  2        2  ' 

für  die  ungerade  Zahl  n  +  1  hingegen 

9  */        —  «  '  (w  —  2)  .  (w  ~  4) 2 

^.  «,,+1  —   (^  ^  1^  („  _  1)  („  __  3)  _     3 

sein  wird. 

Erwägt  man  jetzt,  dass  der  Sinus  eines  Bogens  zwischen 

0  und  ^  einen  positiven  echten  Bruch  vorstellt,  also 

sin  x^^  <  sin  o;", 
so  muss  offenbar 

und  folglich  wegen 

jr   w.(w  — 2)(n— 4)....2  w.(w— 2)  (n— 4)....2 

Y  ~   (n— l)(n  — 3)...3.1   ""    ^    (n— 1)  (n  — 3)  ..;  3.1   ""+* 

«^     2.2.4.4....      n  n 


> 


2    -''^1.3.3.6....n— 1      n  +  l 

sein.    Anderseits  aber  ist 


des  propriötäs,  des  formales  de  transformation  et  des  möthodes  dMva- 
luation  des  inWgrales  d^finies.    Amsterdam  1862.    Pag.  30—34. 
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^  =   2  .  4  .  .  .  (w  —  2)  w  (n  4-  2) 

2  1.3.  5 (n+1)   ""+2, 

also  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

n_  2.2.4.4....       n  n  +  2 2.2.4.4....       n     A     . 1_\ 

2     *^    1.3.3.5....  71+ 1   '  n-j-l         1.3.3.5  ....  n  +  iy     "i    7i+lJ' 

Die  Grösse  —  liegt  also  zwischen  den  beiden  Producten 


2 

2.2.4.4 n 


un 


.   2.2.4....      «       /.    _^ 1_\ 

1.3.3 71+1  \^        '      n  +  lj 


1.3.3.5 71  +  1 

diese  aber  nehmen^  wenn  n  ins  Unendliche  wächst^  zuletzt 
das  Verhältniss  der  Gleichheit  an,  und  sonach  muss  schliess- 
lich die  Grenzgleichung 

_«  2.2.4.4.6. 

2  1.3.3.5.5 

Statt  finden.  —  Wir  haben  diese  bemerkenswerthe,  von  Wallis 
entdeckte  Formel  hier  bewiesen,  weil  wir  uns  derselben  in  der 
Theorie  der  Euler'schen  Integrale  bedienen  werden. 

§.  13. 
Restbestimmong  der  Taylor'schen  Reihe* 

Behufs  einer  zweiten  Anwendung  der  partiellen  Integra- 
tion wollen  wir  jetzt  mit  ihrer  Hülfe  die  Reihen  Bernoulli's 
und  Taylor's  abzuleiten  versuchen.  Eine  derartige  Entwicklung 
derselben  dürfte  nämlich  vor  jeder  andern  den  Vorzug  be- 
sitzen, weil  sie  namentlich  den  grossen  Vortheil  bietet,  das 
Restglied  zunächst  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrales 
zu  liefern,  aus  dem  alsdann  mit  Leichtigkeit  die  bekannten 
Restformen  als  blosse  CoroUare  sich  ergeben*). 

Eine  stetige  Function  tp  (a)  habe  für  ein  vorher  bestimmtes 
Intervall  in  einer  gewissen  Ordnung  die  continuirlichen  Deri- 
virten  ^'(a),  (p"{cc)y  .  .  .  Auf  das  unbestimmte  Integral  y(gp'(a)  «fa 


*)  Der  gewöhnlich  in  der  Theorie  der  Ditferentialgleichuugen  vor- 
kommende Beweis  des  Taylor'schen  Satzes  erfordert  bekanntlich  eben- 
falls die  Anwendung  der  partiellen  Integration  und  liefert  folglich  gleich- 
falls das  Restglied  in  der  Form  des  bestimmten  Integrales;  doch  idt  der 
hier  gegebene  Beweis  bedeutend  einfacher. 

Hbtbb,  bestimmte  Integrale.  3 


/ 


~    34    — 

wollen  wir  die  theilweise  Integration  so  oft  als  möglich  an- 
wenden.   Dadurch  bekommen  wir  die  Gleichung 

9  («)  da  =  a  fp\a)  -~^  <p"(«)  +  ff^  9>'"(«)  -  r^i  9^' ^  + 

•  •  ^  ±  J  r  («)  =F  Ä  ^/«"  r+H«)  ^«, 

wo  in  dem  vorletzten  Gliede  das  obere  oder  untere  Zeichen 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  n  zu  den  ungeraden  oder  geraden 
Zahlen  gehört. 

Heisst  nun  (0,  h)  das  Intervall,  für  welches  g>(a), 
q)\a) 9?''+*(a)  stetig  sind,  so  entspringt  die  Reihe 

9>(A)  =  9(0)  +  hipih)  -  ^-^'^  9"(Ä)  +  '^  9"ih)  - 

h 

0 

die,  falls  sie  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden  darf,  Ber- 
nouUi's  Namen  führt. 

Statt  der  obigen  kann  man  jedoch  leicht  eine  Reihe  bil- 
den, in  der  überall  zwei  aufeinander  folgende  Glieder  das 
Pluszeichen  besitzen,  man  setze  zu  dem  Behufe  nur  g  —  « 
statt  «,  wo  ^  constant . ist.  Dadurch  wird  jede  Function  der 
Differentialquotient  der  vorhergehenden,  diesen  mit  dem  Zeichen 
minus  genommen.    Indem   man  aber  auf  j  q){g  —  a)  d  a  die 

partielle  Integration  anwendet,  ergiebt  sich 

(piß  —  a)da  =  a  <p'{ff  —  a)  +   "^  fp"Q,  —  a) -\- 

und  ist  hier  a  von  a  =  0  bis  a  =  ä  zu  wählen,  d.  h.  sind 
(p(ß  —  a)  und  ihre  Derivirten  von  g  bis  g  —  h  als  stetig  vor- 
auszusetzen, so  folgt  wegen 

h 
fq){g-^a)  da  =  q){g)—(p{g—h) 

h 
9{&)-9iff-  h)+h<pXff-h)+..  .+1  ^riff    Ä)+^  /  a"  <P"+'  (ff-^)  da. 

Diese  Darstellungsweise  des  Taylor'sclien  Satzes  aber  ver- 
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wandelt  sich  unmittelbar  durch   die  Substitution  ^  ==  a;  + 
in  die  übliche  Form 

g>{x  +  h)  =  q){x)-\rj  q)\x)  +  /|  ^  9^"(^)  + 

h 

Ä"  1         /* 

•••+„,  rW  +  ^  /  ce'^'^Kx  +  Ä  —  a)  e/a. 

Nicht  zu  übersehen  ist  indess  hierbei,  dass  die  genannte 
Substitution  die  Stetigkeit  der  Function  und  ihrer  Differential- 
quotienten von  o;  bis  a;  +  ^^   verlangt.    Man   wäre  übrigens 

auf  diese  Darstelhmg  des  Theoremes  sofort  geführt ,  wenn  man 

h 
das  Integral  Jq>{x  +  7i  —  a)  da   der  theil weisen  Integration 

0 

würde  unterworfen  haben. 

Wie  in  der  Differentialrechnung  gezeigt  wird,  lässt  sich 
das  Restglied  in  den  beiden  Gestalten 

^  r+>  {x-\-h»)  und  (i--  ^p"^'  r+'{^  +  A  ^) 

vorstellen,  wenn  %'  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Zahl  aus- 
drückt. Beide  Formen  nun  lassen  sich  hier  unmittelbar  er- 
zielen ,  wenn  man  sich  des  Maximum-Minimum-Satzes  bedient. 
Diesem  zufolge  hat  man  bekanntlich,  wenn  ^  immer  einen 
echten  Bruch  bezeichnet, 

Jq)  {x)  f{x)  dx  =  ip[a-\'(b  —  ä)  %]  ff{x)  dx, 

a  a 

und  sonach  wird  einerseits 

h  h 

~]  f  cc*'9>"+^{x-\-h~a)da  =  :^^q)"+^[x-^-h—hd]  1  a"  da 

0  ü 

andererseits  hingegen 

/i 
1    /•  1 

3* 
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Und  die  bekannte  Relation 

q){x  +  Ä)  —  (p{x)  =  h  q){x  +  h%) 
entspringt  ebenfalls  direct,  wenn  man  erwägt^  dass 

lq>\x  +  Ä  —  tt)  d a  =  q>{x  '\'  K)  —  9) (x) 
und 

h 

J^Xx  +  Ä  —  «)  a«  =  Ä  q)\x  +  h%) 

ist.  Natürlich  ^st  sich  dieselbe  auch  durch  die  Annahme 
w  =  0  aus  den  obigen  Formeln  ableiten,  wenn  man  nur  unter 
dem  Symbol  0!  die  Zahl  1  versteht 

Ausser  den  vorhin  erwähnten  Restformen  existirt  noch 
eine  allgemeinere,  von  Schlömilch  herrührende  Darstellungs- 
weise des  Restes'^).    Auch  sie  kann  als  unmittelbare  Folge  des 

h 

1    /* 

Integrales  —  I  a^  9)"+^  (x  -\'  h  —  a)  da   angesehen   werden. 

0 
Denn  schreibt  man  dasselbe  in  der  Gestalt 

0 

wo  iI>{cl)  =  — j-^  eine  Function  bedeutet,  die  zwischen  0  und 

h  stetig  ist  und  für  jedes  zwischen  0  und  h  enthaltene  a  nie- 
mals den  Werth  0  erwirbt:  so  hat  man  die  Beziehung 
h  h 

n\^ T(^) ?^(X^y  -  — ^  *  («)^«' 

d.   h. 

0 

Ninmit  man  nun  speciell  ^'(^)  =  (1+^)^?  ^^  «>0  ist, 
so  wird 


*)  Vergl.  Diuger.    Differential-  und  Tntegralrechnang.    2.  Aiifl.  Stutt- 
gart 1862.    Bd.  2.    Seite  431  ft'. 

Bertrand.   Traitä  de  calcul  diff.  et  de  cal.  int.  I.  Calcul  diff.    Paris 
1864,  page  285. 
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^  W  —  -^(0) 


und  folglich 

9?(a:  +  Ä)  =  9? (cc)  +  hq){x)  +  .  .  .  . 

In  den  besondem  Fällen  a  =  0  und  a  =  n  erscheinen  wieder, 
wie  man  sieht,  die  von  Lagrange  und  Cauchy  gegebenen  Rest- 
formen. 

§.  14. 
Umformung  eines  bestimmten  Integrales  mittelst  Substitution. 

Ein  sehr  wesentliches  Hülfsmittel  zur*  Erforschung  der 
Eigenschaften  bestimmter  Integrale  liefert  die  Einfiihrung  einer 
neuen  Variabelen  an  Stelle  der  ursprünglichen.  Schon  aus 
der  Lehre  vom  unbestimmten  Integral  ist  die  ausserordentliche 
Tragweite  dieser  Operation  bekannt.  Nicht  nur  zusammen- 
gesetztere Integralformen  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  aus  ein- 
facheren ,  auf  Elementarf unctionen  zurückführbaren  Integralen 
mittelst  der  Substitution  erzielen,  sondern  umgekehrt  können 
in  vielen  Fällen  verwickeitere  Integrale  nur  dadurch  ermittelt 
werden,  dass  man  diese  durch  Einführung  einer  neuen  Ver- 
änderlichen zuvor  auf  einfachere,  leicht  integrirbare  Formen 
reducirt.  Ja,  selbst  dann  behauptet  die  Substitutionsmethode 
ihren  Werth ,  wenn  die  Reduction  eines  vorgelegten  Integrales 
aui'  Elementarfunctioiien  überhaupt  zu  den  Unmöglichkeiten 
gehört.  Ganz  die  nämlichen  Vortheile  aber  bietet,  wie  wir 
sehen  werden,  die  Substitution  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale. 

Bezeichnet  ^{x)  eine  solche  stetige  Function  von  Xy  deren 
Differentialquotient  einer  gegebenen  continuirlichen  Function 
f{x)  gleich  ist;  so  besteht  immer  die  Gleichung 

1.  ff{^)  dx  =  q)  (x)  +  const. 


*)  Von  dieser  spedelleren  Restrorm  sagt  Bertrand,  dass  sie  von 
ScUömilch  und  Roch  gefunden  sei.  Die  genauem  Angaben  über  diesen 
Punkt  sind  mir  leider  selbst  nicht  bekannt. 
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Nuu  sei  X  ==  tl^(t/)j  wo  ^(y)  eine  stetige  Function  von  tj  aus- 
drückt ^  alsdann  gilt  den  Regeln  der  Differentialrechnung  zu- 
folge die  Beziehung 

dx  =  ^'  (y)  dy 

und  daher  ist 

Da  nun    L^  \^)  "t  cona  . j  __  ^^^^  ^j^^  andere  Ausdrucksweise 

/t  «17 

der  Gleichung  1  vorstellt,  »so  muss  auch  mit  Nothwendigkeit 
aus  der  Beziehung  -^Ä^'-J  =^[^(y)]  ^'(y)  die  andere  fliessen 

u  y 

2.  jn^iy)]  t\y)  äy  =  <p![^(y)]  +  const. 

Bedeuten  aber  a.  und  b  die  Grenzen,  zwischen  denen  (p{x) 
und  /(a:)  stetig  bleiben,  und  sind  ebenso  a  und  ß  der  Anfangs- 
und  Endwerth  des  Intervalles,  innerhalb  dessen  die  Continui- 
tät  der  Functionen  von  y  des  Integrales  in  2  nicht  unter- 
brochen wird ;  so  finden  unsern  frühern  Betrachtungen  gemäss 
die  Gleichungen  Statt: 


und 


f{x)  dx  =  fp(b)  —  (p{a) 


fn^iu)]  t'iy)  dy  =  q>[il;{ß)]  -  q>[H^)]. 


Daraus  aber  erhellt  unmittelbar,  dass  noth wendig 

fn^)dx  =fa^{y)]t\y)dy 


u  a 


sein  muss,  wenn  die  Grenzen  von  x  mit  denen  von  y  durch 
die  Relationen 

a  =  V'C«),    i>  =  ^(ß) 
verbunden  sind. 

Da  hiernach  die  Bestimmung  der  Grössen  «  und  ß  von 
der  Auflosung  einer  Gleichung  abhängig  gemacht  ist,  so  kann 
es  sich  sehr  wohl  ereignen,  dass  für  gewisse  Werthe  von  a 
und  ß  das  sich  ergebende  Integral  mehrdeutig  wird.  Solche 
Fälle  wird  man  natürlich  zu  vermeiden  suchen.  In  welcher 
Weise  dies  ab^r  geschehen  kann,  ist  nur   aus  dem  gerade 
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vorliegenden    Falle    zu    ersehen.     Wäre   z.    B.    das    Integral 
Jcr^^x^dx  mittelst  der  Substitution  x  =  ky  umzuformen,  so 

würde  für  positive  a  und  ^  y  die  Grenzwerthe  +  ~  und  +  — 

erwerben  können,  je  nachdem  man  den  Parameter  k  positiv 
oder  negativ  voraussetzte.  B^eichnet  nun  aber  n  einen  ge- 
brochenen Exponenten,  dessen  Nenner  zu  den  geraden,  dessen 
Zähler  hingegen  zu  den  ungeraden  Zahlen  gehört;  so  sieht 
man  sofort,  dass  hier  nur,  um  das  Imaginäre  zu'  vermeiden, 
die  neue  Veränderliche  als  positiv  in  Betracht  zu  ziehen  ist. 
Man  erhält  alsdann  die  völlig  eindeutige  Beziehung 

b  k 

a  a 

T 

Auch  folgende  Bemerkung  möge  schon  hier  eine  Stelle 
iSnden.    Setzt  man  in  j  f(x)  dx 

a 

^■~-?  =  -y-""  "      also     '''^     =     *^y    . 

b  —  a  ß  —  a'  b  —  a  ß  —  a' 

SO  wird  {nr  X  =  a  y  =>  a  und  für  x  =  b  y  =  ß.  Führt  also 
die  angewendete  Substitution  keine  Mehrdeutigkeit  in  dem 
neuen  Integrale  herbei,  so  kaun  man  das  ursprüngliche  Inte- 
gral immer  in  ein  anderes  transformiren,  dessen  Grenzen  ganz 
nach  Willkür  festgesetzt  werden  können.  Es  lässt  sich  die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  jedoch  zum  Theil  schon  aus 
deu  früher  mitgetheilten  Sätzen 

b  b-^c  b  bc 

//(.t)  dx=   Cf{x  —  c)  dx  und    /Vw  ^^  =  ^    IH^c)^'^ 

erkennen,  die  ihrerseits  wieder  als  Beispiele  der  Umformung 
eines  Integrals  mittelst  der  Substitutionsmethode  dienen  können. 
Einer  andern  Eigenthümlichkeit,  welche  bei  Einführung 
einer  neuen  Veränderlichen  auftreten  kann,  werden  wir  später 
gedenken. 
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§.  15. 

Erklärung^  eines  Doppelintegrales.    Theorem  von  der 
Yertanschnng  der  Integ^rationsordiiung. 

Aus  der  Lehre  von  den  Reihen  ist  bekannt,  dass  die  Ent- 
scheidung über  die  Convergenz  oder  Divergenz  gewisser  Reihen 
nur  mittelst  der  Kenntniss  der^Doppelreihen  gelingt.  Einem 
ganz  ähnlichen  Falle  begegnen  wir  in  der  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale;  auch  hier  können  die  Werthe  vieler  ein- 
fachen Integrale  oft  nur  gefunden  werden,  indem  man  sich 
auf  die  Eigenschaft  sogenannter  bestimmter  Doppelintegrale 
mit  Constanten  Grenzen  stützt,  vermöge  deren  der  Werth  des 
Integrales  von  der  Ordnung  der  Integration  völlig  unabhängig 
ist.  Ja,  man  darf  sogar  behaupten,  dass  dieser  von  Euler 
herrührende  Gedanken  einer  Benutzung  der  Doppelintegrale 
in  der  Theorie  der  bestimmten  einfachen  Integrale  zu  den 
allerfruchtbarsten  gehört*);  denn  ausser  der  schon  oben  be- 
rührten Hülfe,  welche  die  Verwendung  der  Doppelintegrale 
bietet,  lassen  sich  sehr  oft  mittelst  derselben  die  auch  auf 
auderm  Wege  aljleitbaren  Eigenschaften  einfacher  Integrale, 
ja  manchmal  sogar  mit  überraschender  Leichtigkeit  entwickeln. 
Und  selbst  in  den  Fällen  behält  das  Princip  seinen  grossen 
Werth,  in  denen  bloss  eine  Relation  zwischen  bestimmten 
Integralen  sich  erzielen  lässt. 

Besitzt  die  von  x  ^=  a  bis  o;  =  /;  continuirliche  Function 
f{x)  ausser  der  Veränderlichen  x  eine  Variabele  y,  die  aber 
in  Bezug  auf  x  die  Rolle  eines  Parameters  spielt;  so  wird  das 

Integral  jfiXyij)  dx  im  Allgemeinen  eine  von  y  abhängige 


Grösse  qp(y)  bezeichnen.  Ist  nun  anderseits  g?(y)  in  Bezug 
auf  y  stetig  zwischen  den  endlichen  Grenzen  y  =^  g  und  y  =  h] 
so  existirt  immer  das  Integral 

^  =f^{y)  ^y  =  j  ^y  jf{^7  y)  ^^. 

Einer  solchen  Grösse  aber  hat  man  den  Namen  eines  be- 
stimmten Doppelintegrales  beigelegt. 


*)  Novi  Comment.  acad.  Petrop.  tom.  XVI.    Siehe  Dirichlet:  „Note 
8ur  les  int^graleß  d^flnies"  in  Crelle's  Journal  Bd.  4.  S.  94. 
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In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  ferner  das  Doppel- 
integral 

b         h 
u  =^  Jdx  j  f(x,y)  dy 

a  g 

bilden^  wenn  die  Function  f{xy  y)  in  Bezug  auf  y  von  g  bis  h 

h 
und  das  Integral  Jf{Xy  y)  dy  wieder  innerhalb  des  Intervalles 

y 
von  X  =  a  bis  x  =  b  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
leidet.   Nehmen  wir  nun  an,   dass  die  Grössen  a,  b,  y  und  h 
von  einander  unabhängig,  also  völlig  constant  sind;  so  besteht 
der  wichtige  Lehrsatz 

fdxf/\x,  y)  dy  =  Jdy  ff(x,  y)  dx. 

a  g  g  a 

Denn  diflerentiiren  wir  das  Integral  u  nach  b^  so  ergiebt  sich 

h 

ll  =  J>(*,  y)  dy- 
Und  aus  der  Differentiation  von  v  nach  b  folgt 

9  9 

Die  Derivirten  der  Functionen  u  und  v  sind  mithin  gleich, 
und  demnach  können  diese,  falls  überhaupt  ein  Unterschied 
zwischen  ihnen  Statt  finden  sollte,  nur  um  eine  Constante 
von  einander  abweichen.  Lässt  man  aber  b  dem  a  sich  ins 
Unendliche  nähern,  so  werden  u  imd  v  beide  zu  Null,  und 
folglich  muss  die  etwaige  Constante  selbst  mit  Null  zusammen- 
fallen. 


§.  16. 

Bedentmi^  eines  bestimmten  Integ^rales,  wenn  die  Function 

endliche  Sprünge  macht. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  stützen  sich  ohne  Aus- 
nahme auf  die  Voraussetzungen  der  Continuität  der  zu  inte- 
grirenden  Functionen  und  der  Endlichkeit  der  Integrations- 
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greuzen.  Erleidet  mithiu  irgend  eiue  dieser  Bediuguugeu  eiue 
Modificatioir,  so  bleibt  es  vorläufig  noch  völlig  unentschieden^ 
ob  jetzt  überhaupt  noch  von  einem  bestimmten  Integrale  die 
Rede  sein  kann.  In  der  That  werden  wir  bald  sehen  ^  dass 
unter  Umständen  dem  bestimmten  Integrale  nur  die  Bedeutung 
eines  leeren  Zeichens  zugeschrieben  werden  muss.  Und  zwar 
können  Fälle  dieser  Art  eintreten,  wenn  eine  oder  beide  In- 
tegrationsgrenzen ohne  Aufhören  wachsen ;  oder  wenn  die  zu 
integrirende  Function  durch  das  Unendliche  geht.  Wird  aber  die 
Stetigkeit  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  nur  in  der 
Weise  unterbrochen,  dass  die  Function  bloss  endliche  Sprünge 
macht;  so  existirt  noch  immer  das  bestimmte  Integral,  wie  wir  so- 
fort erkennen  werden,  nachdem  wir  uns  das  Wesen  eines  solchen 
Falles  veranschaulicht  haben.  —  Erleidet  nämlich  die  Function 
f{x)  für  den  besondem  Werth  x  =  x^  eine  endliche  Discon- 
tinuität-,  so  heisst  dies  in  geometrischer  Fassung  offenbar  nichts 
anderes,  als  dass  der  Abscisse  x  ^=  x^  zwei  Ordinaten  ent- 
sprechen ,  von  denen  die  eine  der  Reihe  ....  f{x^  —  2  d), 
/(.r,  —  d),  f(x^  —  0),  die  andere  hingegen  der  Folge  f{x^  +0), 
f{x^  -j-  tf),  f{x^-{'  28)  .  .  .  .  angehört,  wenn  8  eine  unendlich 
kleine  Grösse  ausdrückt.  Diese  beiden  Functionalwerthe  wird 
mau  daher  mit  Dirichlet  am  zweckmässigsten  durch  die  Sym- 
bole f{x^  —  0)  und  /(cK,  +0)  von  einander  unterscheiden  5 
selbst  den  Fall  der  Continuität  begreift  diese  Bezeichnungsweise 
in  sich,  indem  alsdann  f{xy  —  0)  und  f{x^  -|-  0)  zusammen- 
fallen. Treten  nun  für  die  Function  f{x)  innerhalb  des  end- 
liehen Intervalles  von  o:  =  0  bis  o:  =  ^  an  den  Stellen  x  =  c, 
e?,  /  .  .  .  .  Unstetigkeiten  der  genannten  Art  ein;  so  wird  offen- 
bar in  jedem  der  Theilintervalle  («,  c) ;  (Cy  e)\  (^,  /)  .  .  .  .  die 
Function  f(x)  vollkommen  stetig  verlaufen  und  folglich  die 
Existenz  der  Integrale 

ffx  d  Xf    //UO  ^^^}    //^G^)  ^^y  •  •  •  • 


a  c  e 


nicht  zu  bezweifeln  sein.    Das  Integral  J  f{x)  dx  ist  sonach 

a 

im  vorliegenden  Falle  mit  der  Summe  der  vorhin  genannten 
Integrale  gleichbedeutend.  Die  Wahrheit  dieser  Aussage 
leuchtet  sogar  aus  der  blossen  Anschauung  der  nebenstehen- 


M 


Fig.  4. 
F 
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den  Figur  ein,  indem  hier  augenscheinlich  der  von  der  Ourve 

MNOPOR,    der    Ab- 

scisse    A  B    und    den  0 

rechtwinkligen     Ordi- 

naten  ^AM    und    D  R 

eingeschlossene      Fla-  ^ 

b 
chenraum  Jf(x)dx  die  t'- 


N 


/ 


R 

A 


fV 


Summe  der  Flächenräume  t/,  Vy  iv  vorstellt. 

§.  17. 

Be^lff  des  bestimmten  Integrrales  fOr  den  Fall  einer  iincudliclien 

Discontinuität  der  Function. 

Wenn  innerlialb  des  Intervalles  von  x  =  a  bis  x  =^  b  für 

einen  oder  mehrere  Werthe  von  x  oder  für  die  Grenzen  selbst 

die  Function  durch  das  unendliche  geht;  so  kann,  wie  schon 

angedeutet,  allgemein  nicht  mehr  behauptet  werden,  dass  das 

b 
Integral  J  f{x)  dx  immer  einen  Sinn  besitzt.    Denn  soll  das 

a 

Integral  nicht  ohne  Bedeutung  sein,  so  ist  die  Bedingung 
unerlässlich,  dass  der  Werth  desselben  eine  bestimmte  endliche 
Grosse  bezeichnet;  dies  aber  kann,  wie  sogleich  einleuchtet, 
keinesweges  aus  der  früher  gegebenen  Erklärung  des  bestimm- 
ten Integrales  gefolgert  werden ,  sofern  die  Function  f{x) ,  sei 
es  an  den  Grenzen  oder  sei  es  zwischen  denselben,  durch  das 
Unendliche  schreitet.  Es  ist  daher  zunächst  die  Frage  zu 
beantworten,   welchen  Sinn  man  in  einem  Falle  dieser  Art 

b 

dem  Zeichen  f  f(x)  dx  beizulegen  hat.    Nehmen  wir  zu  dem 

H 

Behufe  der  Kürze  halber  vorerst  an,  dass  f(x)  nur  für  x  =  c, 
wo  c  zwischen  a  und  b  liegt  und  b  >  a  sein  soll*),  unend- 
lich gross  wird,  sonst  aber  stetig  verläuft;  so  wird  offenbar 
die  Function  /"{x)  \onx=a  bis  x=c — s  und  von  x=c-^d 
his  x  =  b  in  dem  früher  erörterten  Falle  sieh  befinden  und 
daher  auch  die  Existenz  der  beiden  Integrale 


*)   Dieser  letztem  Aunahme  werden   wir,   sofern  das   GegenthoU 
nicht  besonders  bemerkt  wird,  immer  folgen. 
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c—a  h 

1.  J  fip^)  ^^   ^^^  J  f(p^)  ^^ 

behauptet  werden  müssea.  Diese  beiden  Integrale  aber  kön- 
nen, sofern  die  positiv  vorausgesetzten  Grössen  b  und  S  von 
Null  zuletzt  um  weniger  als  ein  beliebig  kleines  Quantum 
verschieden  sind,  ersichtlich  folgende  Eigenthümlichkeiten 
zeigen.  Entweder  nähern  sich  beide  Integrale  endlichen  Gren- 
zen, oder  sie  wachsen  ohne  Aufhören,  oder  endlich  beide  In- 
tegrale erwerben  unendlich  grosse  Werthe,  von  denen  der 
eine  auf  der  Seite  der  positiven  Grössen  liegt,  der  andere  hin- 
gegen das  Minuszeichen  führt*).    Nur  in  dem  ersterwähnten 

Falle  besitzt  das  Integral  //  x  d  x  einen  wirklichen  Sinn  und 

a 

wird  durch  die  Gleichung 

b  e — «  h 

f  f{x)  dx  =  lim  J  f{x)  dx  +  ^^^  jfip^)  ^^ 

definirt,  eine  Beziehung,  die  oflFenbar  in  der  Form 

Jf(x)  dx  =  lim  {ff{x)  dx  +  f f{x)  dx] 

geschrieben  werden  kann,  weil  die  Grenzen  rechts  hier  wirk- 
liche Grenzen,  also  nicht  +00  sein  sollen. 

In  den  beiden   andern  Fällen  dagegen  ist  das  Integral 
b 
J fix)  dx  ohne  eigentliche  Bedeutung,   und   man  nennt  hier 

a 

dasselbe  unendlich,  wenn  beide  Integrale  1  in  demselben 
Sinne  unendlich  grosse  Werthe    annehmen.     Unbestimmt 

endlich  heisst  das  Integral  J f{x)  dx,  wenn  von  den  Inte- 


u 


gralen   1    das    eine    positiv,    das    andere    negativ   unendlich 
wird. 

Wie  in  dieser  Weise  der  Gedankengang  fortzusetzen  ist, 
sofern  die  Function  f{x)  an  mehreren  zwischen  a  und  b  be- 
findlichen Punkten  durch  das  Unendliche  schreitet,  bedarf 
keiner  Erwähnung.  Auch  dies  erhellt  gewissermassen  von 
selbst,  dass  nur  der  eine  von  den  anschliessenden  Werthen 


*)  Vergl.  die  Anmerkung  zu  §.  19. 
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c  —  £,  oder  c  -f-  *  in  Betracht  kommt  ^  wenn  c  mit  einer  der 
Grenzen  des  Integrales  J  f{x)  dx  zusammenßllt. 


§.  18. 

Hauptwerth  eines  bestimniteii  Inte^ales.    Singalftre  bestimmte 

Integrale*). 

Setzt  man  die  Hülfsgrössen  s  und  S  einander  gleich  und 
addirt  hierauf  die  beiden  Integrale 

jf{x)dx    und    jf{x)dxy 

SO  wird   die  für  lim  £  =  0  erscheinende  Grenze  von  Cauchy 
der  Hauptwerth    des   Integrales  ff{x)  dx  genannt;  jedoch 

a 

werden  wir  in  Uebereinstimmung  mit  Dirichlet  keinen   Ge- 
brauch von  dieser  Definition  machen. 

Wichtiger  für  uns  sind  dagegen  die  sogenannten  singu- 
lären  bestimmten  Integrale^  obwohl  wir  uns  auch  ihrer 
nicht  in  der  Ausdehnung  bedienen  werden,  wie  dies  von  Cauchy 
geschehen.  Er  versteht  nämlich  unter  dieser  Benennung  über- 
haupt die  Grenzwerthe  solcher  Integrale,  deren  Integrations- 
grenzen nur  um  unendlich  kleine  Grössen  von  einem  Werthe  c 
abweichen,  für  welchen  die  Function  entweder  durch  das  Un- 
endliche geht,  oder  welcher  selbst  zu  den  unendlichen  Grössen 
gerechnet  wird.  Berücksichtigen  wir  hier  bloss  den  ersten 
Fall,  so  würden  wir  uns  die  singulären  bestimmten  Integrale 
etwa  unter  den  Formen 

jf{x)dx,    jf[x)dx 


vorstellen  können,  in  denen  v  und  {l  beliebige  positive  Zahlen 
und  f  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnen. 


♦)  Vergl.  Cauchy.    R^sumä  des  le9on8  donn^es  ä  l'dcole  royale  poly- 
technique,  aar  le  calcal  infinitesimal.    A  Paris  1823.    Tome  I.    Pages  96 
et  97. 
loumal  de  T^cole  polyt.,  cah.  19,  p.  572. 


46 


§.  19. 

Yon  den  Uiilfsmltteln  zur  Beurtheilung  der  Bedeutnng  des 

b 
Inte^ales  ff{x)  dx. 

a 

h 

Die  Entscheidung  über  die  Frage,  ob  das  Integral  Jf{pc)  dx 

a 

nicht  ohne  Bedeutung  ist,  wenn  f(pc)  innerhalb  des  Inter- 
valles  («,  b)  durch  das  Unendliche  geht,  kann  unter  Um- 
ständen mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein.  Solche 
Fälle  aber  können  augenscheinlich  nur  eintreten,  wenn  das 
Integral  Jf(pc)  dx  sich  nicht  angeben  lässt;  denn  gelingt  die 
unbestimmte  Integration,  so  braucht  man  offenbar  bloss  die 
bestimmten  Integrale  von  a  bis  c  —  s  und  von  c  +  d  bis  Z> 
auf  bekannte  Weise  zu  bilden  und  hierauf  die  Grössen  e  und  S 
ins  Unendliche  abnehmen  zu  lassen,  um  die  Frage  nach  der 

Bedeutung  des  Integrales  J  f{x)  dx  sofort  als  beantwortet  an- 

a 

zusehen.  Vorausgesetzt  wird  natürlich  hierbei,  dass  das  un- 
bestimmte   Integral   zwischen    den    Grenzen    {a,c — b)   und 

(c  -f-  8y  h)  zu  den  continuirlichen  Functionen  gehört. 

+  1 

Dieser  Fall  würde  sich  z.  B.   bei  dem   Integrale    1    ^ 

darbieten ;  denn  hier  ist  wirklich ,  solange  a  und  S  noch  nicht 
unendlich  klein  geworden  sind, 

Lässt  man   nun   aber  a  und  8  der  Grenze  Null  sich  nähern, 

/• » 
-  völlig  unbestimmt,   also  sinnlos, 

und  nur  der  sogenannte  Hauptwerth  desselben,  das  heisst 
würde  eine  bestimmte  Grösse  vorstellen. 
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b 

Kann  hmgegen  das  Integral  ff{x)  dx  nicht  unbestimmt 

tt 

integnrt  werden,  so  hat  man  behufs  der  Untersuchung  des- 
selben nach  einem  andern  Hülfsmittel  sich  umzusehen.  Dies 
aber  wird  in  dem  Fundamentalprincipe  der  Infinitesimalrech- 
nung geboten,  vermöge  dessen  eine  veränderliche  Grösse  noth- 
wendig  einer  Grenze  sich  nähern  muss,  sofern  ihre  Verän- 
derung abgesehen  vom  Zeichen  zuletzt  nicht  mehr  ein  beliebig 
kleines  Quantum  0  zu  überschreiten  vermag.  Und  zwar  ge- 
staltet sich  die  Anwendung  dieses  Grundsatzes  hier  in  folgender 
Weise. 

Sei  wieder  c  der  zwischen  a  und  b  befindliche  Werth  von 
X,  für  welchen  die  Function  /"(x)  ins  Unendliche  wächst. 
Bleibt  nun  von  x  ==  c  '\-  s  bis  x  =  b  die  Function  stetig  und 
gilt  dasselbe  noch  innerha,lb  des  Intervalles  von  c  +  d  bis  b, 
wo  c  -{-  ö  näher  an  c  liegen  soll,  als  c  +  £;  so  wird  offenbar 

das  bestimmte  Integral  j  fix)  dx  die  Veränderung  ausdrücken, 

h 
welche  das  Integral //(o:)  dx  durch  den  Uebergang  von  c  -{-  £ 

in  c  +  tf  erleidet.    Sinkt  folglich  für  ohne  Aufhören  abneh- 

mende  s  und  6  das   singulare   bestimmte  Integral  /  f(x)  d  x 

e+d 

immer  unter  eine  beliebig  kleine  Grösse  hinab,  so  muss  noth- 
wendig  das  Integral  ff{x)  dx  eine  Grenze  besitzen ,  also  das 

'+• 

Integral  ff(x)  dx  für  x  =^  c  nicht  ohne  Bedeutung  sein  *). 


*)  In  Betreff  dieser  Behauptung  diene  noch  foJgeiyle  Bemerkung : 
Bei  allen  bisherigen  Erörterungen  nämlich  ist  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, dass  —  wie  gewöhnlich  —  die  Function  f{x)  immer  in  derselben 
Weise  unendlich  wird,  von  welcher  Seite  her  man  auch  dem  ünstetig- 
keitspunkte  der  Function  f(x)  sich  nähern  maj^.  Wird  dagegen  unter 
f{x)  eine  solche  Function  von  x  verstanden,  welche  fiir  die  Folge 
.  , ,  .  f(c  —  2f),  f{c  —  s),  t{c  —  0),  wo  lim  «  =  0,  im  Punkte  c=  r  —  0 
unendlich  von  der  Ordnung  n  wird,  während  sie  beim  Durchschreiten 
der  Reihe  f{c  -f-  0),  f{c  +  «),  f{c  -f  2f) an  der  Stelle  .T  =  r=(?-f  0 

m  fach  unendlich  wird :  so  ist  zur  Entscheidung  der  Frage ,  ob  das  Inte- 

b 
gral  ff\x)  dx  t^r  X  =  c  nicht  ohne  Bedeutung  bleibt,  offenbar  nunmehr 
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Das  geeigneteste  Mittel  aber,  über  das  Verhalten  des  ge- 
nannten singulären  Integrales  Kenntniss  zu  gewinnen,  wird 
in  der  Kegel  durch  den  bekannten  Maximum-Minimum-Satz 
geboten. 

§.  20. 
Anwendungen«    Theoreme. 

Setzen  wir  behufs  einer  nähern  Erläuterung  des  Vorigen 
zunächst  den  Fall,  in  welchem  f{x)  einem  rationalen  irredu- 

cibelen Bruche  vt^  gleich  ist,  dessen  Nenner  zwischen  a  und  b 

wenigstens  eine  reelle  Wurzel  a  besitzt.    Alsdann  muss  das 

b 

Integral    1  ^  ^.  d  x  nothwendig  sinnlos  sein.    Denn  schreibt 


a 


man  '^{x)  in  der  Form  '^{x)={x — «)  ^i(a;)  oder  {x — a)''^i(a;), 
je  nachdem  «  eine  einfache  oder  r fache  Wurzel  von  ^(a;)=0 
vorstellt;  so  ist 

fTJfl  dx^R  f-^^,   oder  =  R  f-l^-  . 

Der  Factor  B  aber  nähert  sich  mit  den  ins  Unendliche 
abnehmenden  Grössen  s  und  ö  der  endlichen,   von  Null  ver- 


•  c — •  b 

die   Untersuchung    der   beiden   Integrale  ff{x)  dx  und  ff{x)  dx   er- 

forderlich. 

Eine  Function  f{x)  aber  wird  in  einem  Punkte  a?  =  c  unendlich 
von  der  Ordnung  nodernfach  unendlich  genannt,  wenn  das  Product 

{x  -  cf  fix) 

für  a?  =  c  weder  Null,  noch  unendlich  ist.  Gehört  die  Function  f{x) 
zu  den  einwerthigen ,  so  muss  n  eine  ganze  Zahl  ausdrücken.  (Siehe 
Duröge,  Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  verän- 
derlichen Grösse  §.  29,  S.  111  —  112.) 

Auch  der  Fall  kann  eintreten,  dass  eine  Function  in  einem  Pimkte 
X  =  c  gleichzeitig  endlich  und  unendlich  ist.    Ein  sehr  einfaches  Beispiel 

i_ 
dieser  Art  liefert  die  Function  e*',  die  für  positive  x  an  der  Stelle  x=0 
unendlich  gross  wird ,  dagegen  für  negative  x  im  Punkte  x  =  0  ver- 
schwindet. 
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schiedenen  Grösse  ^—^ ,    während    das    singulare    Integral 

Ji  — —  oder    1 -— ,    wie    es   doch   sein    müsste.    falls 

a-f-ö  o+o 

ff(oc)  dx  nicht  ohne  Bedeutung  sein  soll,  keinesweges  unter 
ein  beliebig  kleines  Quantum  hinabsinkt. 

Wird  ferner  in  dem  Integrale  f  f{x)  dx  die  Function  f{x) 

0 

nur  für  *t  ==  0  unendlich  und  zwar  dadurch,  dass  ein  in  ihr  ent- 
haltener Factor  a;*~*  für  a:=0  über  jede  Grenze  hinaus  wächst, 
während  ihr  anderer  Factor  '^{x)  zwischen  0  und  b  inuner 
continuirlich  bleibt;  so  wird  zunächst 


; 


f(x)  dx  =  j  ^'~^  t(jx)  ^^« 

o 


Nun  ist,  weil  a;*~*  innerhalb  des  Intervalles  von  a:  =  d  bis 
X  =  €  niemals  das  Zeichen  wechselt. 


I 


oc^-^  ilf{x)  dx  ^  R    l  o:*-!  dx  =  R  '    ^  ^ 


also,  wenn  A  den  absolut  grössten  Werth  von  ^(.r)  zwischen 
0  und  b  ausdrückt. 


S^  ^S^       ^       .€*—** 


Der  Ausdruck  rechts  aber  kann,  wenn  k  einen  positiven  echten 
Bruch  bezeichnet,  wegen  der  ins  Unendliche  abnehmenden 
Grossen  s  und  d  schliesslich  nicht  mehr  ein  beliebig  kleines 

Quantum  überschreiten,  und  folglich  wird  das  Integral  Jf(x)dx 

nicht  sinnlos.  Dagegen  ist  dasselbe  unzweifelhaft  ohne  Be- 
deutung, wenn  k  zu  den  negativen  Zahlen  gehört  und  R  von 
Null  verschieden  ist.    Und  wäre  A"  =  0,  so  müsste  in  Folge 

der  Beziehung  /  —  =  lg  -|^  das  Integral  /  f{x)  dx  eben- 
falls als  nichtssagend  betrachtet  werden  [Ä(=)0]. 

Dem  soeben  erörterten  Falle  lässt  sich  noch  leicht  ein 

BfxTEB,  beatimmte  Integrale.  4 
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allgemeineres  Theorem   zur  Seite    stellen.*)     Wird  nämlich 

die  Function  f{x)  nur  an  den  Integrationsgrenzen,  z.  B.  für 

b 
die   obere  unendlich;  so  muss,  falls  das  Integral  Jf{x)dx 


a 


eine  wirkliche  Grösse  vorstellen  soll,  nothwendig  das  singu- 
lare Integral  ff  {x)dx  mit  den  unendlich  klein  werdenden 

Grössen  s  und  d,  deren  Vorzeichen  mit  dem  von  b—a  über- 
einstimmt, der  Null  sich  nähern.  Nun  sei  ohne  Rücksicht 
auf  das  Zeichen  von  irgend  einem  zwischen  a  und  b  ent- 
haltenen Werthe  o:  =  a  an  das  Product  tlf{x)  =  (b — xY  f(x) 
oder  (x  —  bY'f{x)y  wenn  ^  <  öf,  wo  A:  immer  positiv  sein  soll, 
beständig  kleiner,  als  eine  vorher  bestimmte  Grösse  A,  Als- 
dann wird  offenbar  numerisch  das  Integral 

b—  a  Ä— « 


i 

l 


und  folglich  verliert  für  A'  <  1    das  Integral  ff{x)dx  seine 

Bedeutung  nicht. 

Wäre  hingegen  das  obige  Product  ^(x)  von  ar  =  a  an 
abgesehen  vom  Zeichen  fortwährend  grösser,  als  die  von  Null 
verschiedene  Zahl  A,  wechselt  also  ip  (x)  zwischen  x  =  a 
und  X  =  b  niemals  das  Zeichen;  so  müsste,  weil  jetzt  abso- 


lut genommen 


b—a  b~a 

für  A:  >  1  das  Integral //(a:)  dx  nothwendig  sinnlos  werden. 

a 

Ganz  dieselben  Schlüsse  lassen  sich  offenbar  in  Bezug 
auf  die  untere  Grenze  a  wiederholen,  doch  ist  dies  nicht 
einmal  von  Nöthen,  weil  immer  durch  ümkehrung  der  Gren- 
zen dieser  Fall  auf  den  vorhin  behandelten  zurückführbar  ist. 


*)  Vergleiche  Serret.  Cours  de  calcul  diffdrential  et  integral.  Tome  II. 
p.  100. 
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1 

Betrachten  wir   beispielsweise  das  Integral    \  y=-^ , 


u 

=  arc  sin  x 


-=  = 

+  const.   nicht  sinnlos,  sondern  mit  ^  gleichbedeutend  ist; 

so  folgt  auch  durch  Anwendung  des  soeben  mitgetheilten 
Theoremes  die  Endlichkeit  des  Integrales,  da  hier 

somit  ^  =  1  und 

In   gleicher  Weise   kann   ferner   die  Untersuchung   des 
Integrales    /    ^^     </a:,    wo  n  zwischen  0  und   1   liegt,    ge- 

schehen;  denn  hier  ist,  wenn  k  einen  zwischen  0  und  1  be- 
legenen Bruch  bezeichnet,  das  Product  0:**+*  lg  x  für  o;  =  0 
ebenfalls  =  0,  und  folglich  lässt  sich  immer  eine  solche 
Grosse  a  bestimmen,  dass  von  o:  =  0  bis  o;  =  «  das  Product 
i^(x)  =  3:"+*  lg  X  kleiner,  als  eine  vorher  gegebene  Grösse 

A  sei.     Nun  ist  w  -j-  Ä*  <  1  und  demnach  wird  das  Integral 
1 

J*\f^x  dx 
n —  einen  endlichen  Werth  besitzen.     Die  Angabe  der 
0 
Grosse  A  ist  jedoch  nicht  einmal  erforderlich,  weil  offenbar 

der  Factor  R  in 


^^  lg  .  --  -  Hß 


9 

dx 


mit  abnehmendem  8  und  £  der  Null  sich  nähern  muss,  also 
endlich  bleibt.* 

Von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  ist  schliesslich  der 
Satz,  dass  jedem  Integrale  eine  Bedeutung  zukommt, 
Wßnn  bloss  durch  Substitution  die  unendliche  Dis- 

4* 
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continuität  der  zu  integrirenden  Function  herbei- 
geführt wurde. 

h 
Ist   nämlich   das  Integral  J  f{x)  dx,   in   welchem  f{x) 

u 

von  X  =  a  bis  x  =  b  stetig  verläuft,  mittelst  der  Substi- 
tution  a;  =  ^  (y)  in  das   andere  //[^  (y)]  ^' (y)  ^y  umzu- 

a 

formen,  so  kann  es  sich  sehr  wohl  ereignen,  dass  der  Dif- 
ferentialquotient V''  (y)  an  einer  oder  mehreren  Stellen  von 
y  =  a  bis  y  =  ß  unendlich  wird,  also  eigentlich  nicht  exi- 
stirt.    Es  bleibt  mithin  vorläufig  die  Frage  noch  eine  offene, 

ob  das  Integral  jf['^(y)]'^'(y)äy  nicht  sinnlos  ist.    Sei  dess- 

a 

halb  z.  B.  y  einer  dieser  besondern  zwischen  a  und  ß  befind- 
lichen Werthe  von  y,    und  der  ihm  entsprechende  für  das 

ursprüngliche  Integral  f  fix)  dx  heisse  c.    Gehört  nun  ^'  (y) 

a 

von  a  bis  y  fortwährend  zu  den  continuirlichen  Functionen, 
so  muss,  wenn  der  /  entsprechende  Werth  in  o;  c  genannt 
wird,  immer  die  Gleichung  gelten 

Jf{x)dx^fn^{y)]i^'{y)dy 

Lässt  man  aber  c'  dem  c  ins  Unendliche  sich  nähern,  so  geht 
der  Voraussetzung  zufolge  das  Integral  J  f{x)  dx  in  die  end- 


a 


liehe  Grösse  J f{x)  dx  über,  und  //[tit/)]  '^\y)äy  verwan- 

u  a 

delt  sich  in  y/[^(y)]^'(y)d'y;  dieses  Integral  muss  sich  da- 

a 

her  gleichfalls  einer  Grenze  nähern,  d.  h.  es  muss  die  Be- 
ziehung Statt  finden: 

lim  ff{x)  dx  =  lim  />[^(y)]  ^'{y)dy 

Augenscheinlich  bleibt  dieser  Gedankengang  derselbe,  wenn 
y  mit  einer  der  Grenzen  a,  ß  zusammenfällt;  unser  Theorem 
ist  somit  als  allgemein  bewiesen  zu  betrachten. 
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§.  21. 
Unendliclie  Integrationsgrenzen. 

Unsere  frühere  Untersuchung  der  aus  unendlich  vielen 
Gliedern  bestehenden  ßeihe 

(X,  —  a)/(ö)  +  {X^  —  X^)f{x;)  + +  {h—Xn^l)f{Xn-l) 

hat  uns  gelehrt  ^  dass  dieselbe  bei  Voraussetzung  der  Stetig- 
keit von  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  {a,  b)  durch  das  Häu- 
fen  der  Zwischenglieder  Xi,  X2, x„-i   zuletzt   nicht 

mehr  um  die  beliebig  kleine  Grösse  6  {b  —  a)  sich  zu  ändern 
vermag^  wenn  b  und  a  zu  den  endlichen  Grössen  gehören. 

Wird  folglich  diese  letztere  Bedingung  nicht  meh»  befriedigt, 

b 
80  bleibt  auch  die  Existenz  des  Integrales  J  f{x)  dx  völlig 


ungewiss,  d.  h.  mit  andern  Worten,  die  Schreibweise  ff{x)  dx 

a 

drückt  vorläufig  nur  ein  blosses  Zeichen  aus.  Da  nun  aber 
die  Wahl  unendlicher  Integrationsgrenzen  ausserordentliche 
Yortheile  bietet,  und  da  anderseits  die  Lösung  vieler  Probleme 
geradezu  die  Einführung  derartiger  Integrationsintervalle 
verlang;  so  ist  vor  allen  Dingen  die  genaue  Bestimmung 

des  Begriffes  nothwendig,  welchen  man  dem  Zeichen  jf(x)  dx 

a 

in  den  angezeigten  Fällen  beizulegen  hat.  Offenbar  geschieht 
dies  auch  hier  wieder  in  der  natürlichsten  und  folgerichtig- 
sten Weise,  indem  man  unter  den  Symbolen 

j  f{pc)  dx,  J  f(pS)  dx  und  j  f{x)  dx 

die  Grenzwerthe  versteht,  welchen  das  vorerst  zwischen  den 

b 

endlichen  Grenzen  a  und  b  genommene  Integral  j  f[x)  dx 

a 

sich  nähert,  wenn  entweder  die  obere,  oder  die  untere,  oder 
beide  der  Integrationsgrenzen  ins  Unendliche  wachsen.    Er- 

geben   sich   also   bei   diesem   Process  für  J  f(x)  dx   keine 

a 

Grenzen,  d.  h.  erscheinen  dieselben  unter  der  Form  +  cx>, 
oder  schwanken  sie  fortwährend  zwischen  zwei  festen  Wer- 
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then;  so  kanu  selbstverständlich  von  einer  Bedeutung  des 
Integrales  j  f{x)  dx  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

h 

Z.  B.  das  Integral  J  e^  dx  =  ^  —  1  ist  für  &  =  +  oo 

durchaus  sinnlos,  weil  hier  mit  unaufhörlich  wachsendem  b 
der  Ausdruck  e^  —  1  über  jede  Grenze  hinaus  zunimmt.    Und 

ebenso  kann  keinem  der  Integrale  Jcosx  dx  und  fsinx  dx 

eine  Bedentung  zukommen,  weil  mit  unendlich  werdendem 
b  die  Functionen  sin  b  und  cos  b  fortwährend  zwischen  +  1 
und  —  1  schwanken. 

Was  die  Hülfsmittel  betriflFt,    deren   man  sich  bei  der 

Beantwortung  der  Frage,    ob   das  Integral  J f{x)  dx  einen 

Sinn  besitzt,  oder  nicht,  zu  bedienen  hat;  so  sind  es  wieder 
dieselben,  welche  wir  in  dem  Falle  einer  unendlichen  Dis- 
continuitat  der  Function  f{x)  kennen  lernten.  Und  zwar  wird 
auch  hier,  weil  der  Uebergang  vom  unbestimmten  zum  be- 
stimmten Integrale  in  verhältnissmässig  nur  wenigen  Fällen 
anwendbar  ist,  die  Untersuchung  hauptsächlich  auf  die  Frage 
zurückgeführt,  ob  bei  fortwährendem  Wachsen  einer  oder 
beider  Integrationsgrenzen   die  dadurch  hervorgerufene  Ver- 

änderung  des  Integrales  f  f{oc)  dx  zuletzt  von  Null  um  we- 

a 

niger  als  ein  beliebig  kleines  Quantum  sich  unterscheidet. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass  bloss  die  obere  Grenze 
bj  die  wir  überdies  positiv  uns  denken  wollen,  ohne  Aufhören 

wächst;  so  muss,  wenn  j  f{x)  dx  einen  wirklichen  Sinn  be- 

u 

sitzen  soll,  die  Differenz 

ff  ix)  dx  -  /fix)  dx  =  f/ix)  dx 

aap 

ohne  Hinsicht  auf  das  Zeichen  mit  wachsendem  p  und  q  unter 
jede  beliebig  kleine  Grösse  hinabsinken,  um  wie  viel  übrigens 
q  auch  grösser  sein  möge,  als  das  beliebig  grosse  p. 

Wie  hiernach   der  Gedankengang  sich  gestaltet,  wenn 
eine  der  Grenzen  nach  der  negativen  Seite  ins  Unendliche 


-    55    — 

wachst^  ist  selbstverständlich.  Eine  allgemeine  Methode  aber^ 
die  vorstehende  Frage  zu  entscheiden^  giebt  es  nicht.  Ge- 
wohnlich führt  eine  zweckmässige  Benutzung  des  Maximum- 
Minimom-Satzes  am  leichtesten  zum  Ziele,  und  auch  das  fol- 
gende, dem  in  §.  20  bewiesenen  ganz  ähnliche  Theorem  lie- 
fert ein  wichtiges  Hülfsmittel.  Dasselbe  stellt  sich  jetzt  in 
der  nachstehenden  Form  dar. 

Sei  f{x)  eine  von  x  =  a  bis  o;  =  +  oo  continuii'liche 
Function  von  .r.  Lässt  sich  nun  zwischen  a  und  +  <x>  eine 
solche  endliche  Zahl  a  bestimmen,  dass  für  alle  Werthe  von 
X  ^  a  das  Product  o:"  f{x)  abgesehen  vom  Zeichen  beständig 
kleiner  ist,  als  eine  gegebene  Zahl  A]  so  nähert  sich  für 

n  >  1  das  Integral  J fix)  dx  mit  stets  wachsendem  b  einer 

a 

endlichen  Grosse.  Sinnlos  ist  dagegen  das  Integral,  wenn 
von  a;  =  a  an  der  absolute  Werth  von  x^  f(x)  niemals  klei- 
ner, als  die  vorher  bestimmte,  von  Null  verschiedene  absolute 
Zahl  A  wird  und  der  Exponent  n<^\  ist. 

In  der  That  hat  man,   da  das  Integral  j  fix)  dx  stets 

a 

ausser  Acht  gelassen  werden  kann,  für  den  ersten  Fall  ohne 
Bücksicht  auf  das  Vorzeichen  die  Beziehung 

Jf(x)  dx  <  aJ^  ^A^ 


.l-n  _   ^1-« 


n— 1 
a 


in    der    die  Grösse  rechts    mit   wachsendem   b    der  Grenze 

A  - sich  nähert. 

»—1 

Ist  hingegen  absolut  genommen  x^  fix)  von  o;  =  a  an 
fortwährend  grösser,  als  A,  behält  also  f{x)  immer  dasselbe 
Zeichen  zwischen  x  =  a  und  .r  =  oo ;  so  ist  auch  numerisch 

b  b 

Jf[x)dx>Aj-'^'' 


x" 


a 
b 


A—n         .,1— n 


Da  nun   I  -—  =  j-^ oder  =  lg  -^  ,    je   nach- 

a 

dem  n  <  1,  oder  =  1  ist,   folglich  mit  wachsendem  b  über 


J 
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jede  Grenze  hinaus  zunimmt;  so  muss  nothwendig  f  f[x)  dx 

u 

sinnlos  sein. 

Ganz  dieselben  Schlüsse  gelten  übrigens ;  wenn  h  nega- 
tiv unendlich  wird  und  wenn  statt  der  oberen  die  untere 
Grenze  ohne  Aufhören  wächst,  ^an  braucht,  um  dieses  auf 
den  ersten  Blick  einzusehen^  nur  der  Gesetze 

b  r— *  b  n 

j  f{r\-x)  dx  =i  — J  fir-x)  ^^  uad//(a;)  dx  =  — ff{^)  ^^ 

a  —a  a  W 

sich  ZU  erinnern. 

Schliesslich  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  in 
dem  jetzt  vorliegenden  Falle  Cauchy  unter  Umständen  von 

einem  Hauptwerthe  des  Integrales //(x)  dx  spricht  und  ebenso 

singulare  bestimmte  Integrale  unterscheidet.     Schreibt  man 

nämlich  das  Unendliche  in  einer  der  Gestalten und  — , 

wo  ft  und  V  willkürliche  positive  Constanten  bedeuten,  s  aber 
der  Null  sich  nähern  soll;  so  heisst  nach  Cauchy,  wenn  das 

Integral  J  f{x)  dx  unbestimmt  wird,  der  für  ft  =:  1/  =  1  sich 


— 00 

1 


ergebende  Werth  des  Integrales  Jf{x)  dx  der  Hauptwerth 


QO 


von  J  f{x)  dx.    Und  die  Formen 

— 00 

_-i-  JL 

ff(x)  dx  und  J  f{x)  dx 

würden  nach  Cauchy  den  Namen   der  singulären  Integrale 
erhalten. 


§.22. 

00  QO 

Beweis  der  Endlichkeit  von  /^  cos  (a;^)  dx  und  fe^'^'^  dx. 

Obwohl  wir  später  vielfach  Gelegenheit  haben  werden, 
das  oben  berührte  Grundprincip  der  Infinitesimalrechnung  bei 


~    57    — 

h 


der  Frage  nach  der  Bedeutung  von  f  f(x)  dx  namentlich  für 

a 

den  Fall  nicht  endlicher  Integrationsgrenzen  in  Anwendung 
zn  bringen^  so  möge  doch  schon  jetzt  an  einem  Beispiele^  an 

dem  Integrale  r  cos  (x^)  dx  nämlich,  der  innezuhaltende  Ge- 
dankengang erläutert  werden. 

Schreiben  wir  zu  dem  Behufe  fcos  {x^  dx  zunächst  in 

p 
der  Form 


cos  ix^  ^^  =  J  -Si 


(*d  [sin  (o;*)]     dx^ 


und  integriren  wir  hierauf  theilweise,  so  folgt 

/d  sin  (.T*)    dx  sin  (y*)^  sin  (p*)     ,      1      /^sin  Ix^    , 

Tx  2i 2V~  ~'ip~   "*■    2'  j       a^  ^^' 

Nun  bezeichnen  die  Sinus  echte  Brüche^  und  somit  kann, 
weil  numerisch  -^A£_i  höchstens  =  -—<-—  und  ??^-^-^  nie- 

mals  grösser,  als  —  ist,  "° ^     —  ^^^^     absolut  genommen 

nicht  grösser  als  —  sein.    Femer  ist  klar,  dass  innerhalb  des 

Intervalles  von  x  =p  bis  o;  =  ^  die  Function  -j-  niemals  das 
Zeichen  wechselt;  mithin  hat  man 

-j  sinOO  ^  -  -  J  -^  =  -^  (--  -  -j,   also  <  -. 
p  p 

Das  Integral  J  cos  (a;^)  ^o;  kann  daher  mit  wachsendem 

p 

.3 

p  und  ^  zuletzt  nicht  mehr  die  beliebig  kleine  Grösse  —  über- 
schreiten,  und  folglich  muss  J  cos  (x^)  dx  einen  Sinn  besitzen. 

u 

Hieraus  aber  nun  schliessen  zu  wollen ,  dass  auch  die  ur- 
sprüngliche Definitiousgleichung  des   bestimmten   Integrales 

10 

immer  die  Endlichkeit  des  Integrales  ^cos  (o;^)  dx  zeigen  müsse, 

u 
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würde  ein  grosser  Irrthum  sein.  Wählt  man  z.  B.  die  Zwi- 
schenglieder x^,  X2,  .  »  o  '  in  arithmetischer  ßeihe^  bildet  man 
also  den  Ausdruck 

d  [cos(O)  +  cos(d2)  +  cos(4d^)  + ],  lim  *  =  0, 

so  müsste  man  jetzt  wegen  der  Unmöglichkeit,  die  Conver- 
genz  desselben  nachweisen  zu  können,   geradezu  die  falsche 

Behauptung  aufstellen,  dass  das  Integral  /cos  (o;^)  dx  sinn- 

0 

los  sei. 

Die  Endlichkeit   des  Integrales  /  cos  (x^)  dx  lässt  sich- 

0 

übrigens  auch  dadurch  zeigen,  dass  man  dasselbe  zuvörderst 

ao 

in  die  Form  -^    /  -^_^  d  ß  umsetzt  und  zwischen  die  Gren- 

^  J    Vß 
0 

zen  (0,  00)  Theilintervalle 

{^>ij'   (|;¥) [(Sr  +  l)!,  (2r  +  3)f] 


einschiebt.     Alsdann  nämlich  hat  man 


Tcos ß.  p.  =  M    Tcos  ß  dß  =  2  M  (— 1)'+S 


(»r+l)  f  (2r+l)  ^ 


der  Minimalwerth  von  ß  aber  ist  (2  r  +  1)  ^  iiud  demnach 
M  <  —.—         Da  nun  für  das  folgende  Intervall  M 

wieder  kleiner  als  —  ist  und  ausserdem  zwei  auf 

einander  folgende  Integrale  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
versehen  sind,  also  eine  unendliche,  aus  alternirenden ' und 
der  Null  sich  nähernden  Gliedern  bestehende  Reihe  erscheint; 
so   muss   wegen    der   Convergenz   dieser   auch   das  Integral 

/  cos  ipiP)  dx  einen  Sinn  besitzen.   —   Aus  später  folgenden 

Betrachtungen  wird  sich  ergeben,  dass 
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QO 


0 

ist. 

Um  endlich  noch  eine  Anwendung  des  am  Schlüsse  im 
vorigen  Paragraphen    erwähnten  Theoremes  zu    geben,   be- 

trachten  wir  das  Integral  /* ^~*'  dx,    Hien  ist,  wenn  n  >  1, 

f ür  a;  =  0  und  a;  =  oo  das  Product  a;«  e"'*  der  Null  gleich. 
Man  kann  daher  zwischen  0  und  cx>  immer  eine  solche  Zahl 
a  bestimmen,  dass  a;"  «~  *'  bestandig  kleiner  als  eine  gegebene 
A  bleibt,  und  sonach  muss  dem  genannten  Lehrsatze  zufolge 

OD  

fe-''^dx  nicht  ohne  Bedeutung  sein.    Der  Werth  des  Inte- 

0 

grales  selbst  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  mit  —  y^ 
identisch. 

•    §.  23. 
Umforinuiig  einiger  allgemeinen  Integrale  mittelst  Snbstitntion. 

Nachdem   wir   in   dem  Vorhergehenden   uns   Kenntniss 
darüber  erworben,  welchen  Begriff  man  mit  dem  Integrale 

J  f{x)  dx  zu  verbinden  hat,  sofern  die  ursprünglichen  Be- 
tt 

dingungen  der  Stetigkeit  von  f[x)  oder  der  Endlichkeit  von 
fl,  b  nicht  mehr  befriedigt  werden,  wollen  wir  jetzt  behufs 
näherer  Erläuterung  einer  früher  nicht  erwähnten  Eigen- 
thümlichkeit  der  Substitution  mittelst  derselben  einige  hierher 
gehörigen  allgemeinen  Integralformen  in  andere  umsetzen. 
Vorher  aber  ist  es  nothig,  nochmals  einen  Blick  auf  die 
früher  gewonnene  Beziehung 

ff{x)dx=fnii>{y)]^'(y)dy, 

a  a 

die  wir  in  der  kürzern  Gestalt 

b 


Jf{x)dx=ftp{y)dy 


uns  vorstellen  werden,  zu  werfen.     Offenbar  bleibt  diese  Glei- 
chung solange  in  Kraft,  solange  dem  ursprünglichen  Inte- 
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n 

grale  J f{x)  dx  eine  Bedeutung  zukommt;  nichtsdestoweniger 

erfordert  die  Anwendung   derselben   gewisse  Vorsichtsmass- 
regeln, deren  Nichtbeachtung  zu  falschen  Schlüssen  verleiten 

b 

kann.    In    dem    ursprünglichen   Integrale  J fix)  dx  bewegt 


sich  nämlich  die  Veränderliche  x  stets  in  demselben  Sinne, 
in  dem  entsprechenden  Integrale  j  q>  [y)  dij  dagegen  braucht 

a 

dies  in  Bezug  auf  y  keinesweges  der  Fall  zu  sein.  Während 
z.  B.  X  von  X  =  a  bis  x  ==  c  wächst,  kann  auch  y  von  y  ^=  a 
bis  y  =  y  wachsen,  dagegen  von  y  =  y  bis  y  ==  /3  abnehmen, 
wenn  x  den  Zwischenwerth  c  überschritten  hat  und  nun  bis 
h  zunimmt.    Die  Function  9  (y)  verbindet  sich  daher  bei  der 

bekannten  Bildung  des  Integrales  J  tp  (y)  dy  in  den  beiden 

a 

Intervallen  (a,  y)  und  (y,  /S)  mit  zwei  Differenzgruppen  von' 
verschiedenem  Vorzeichen,  und  somjt  hat  man  jetzt  die  obige 
Gleichung  in  der  Form 

Jf{x)  dx  =  f^>  {y)  dy  +  f(p  (y)  dy 


a 


anzuwenden.  Solche  Stelleu  indess,  an  denen  ein  Wechsel 
in  der  Natur  der  Variabein  y  Statt  findet,  können  offenbar 
nur  dann  eintreten,  wenn  die  zu  bildende  Relation  x  =  '^  (y) 
eigentlich  erst  durch  Auflösung  einer  andern  Gleichung 
^  (^Xy  y)  =  0  erzielt  werden  muss,  wenn  also  y,  als  Function 
von  X  dargestellt,  zu  den  Maxima  und  Minima  besitzenden 
Functionen  von  x  gehört.  Die  gleich  folgenden  Beispiele 
werden  uns  hierüber  genügenden  Aufschluss  verschaffen. 
I.     Sei  zunächst  das  Integral 

b  b 

n dx n  dx 

J  P^  .  J  "V^i' 

ü  0 

wo  b  positiv  sein  soll,  mittelst  der  Substitution 

1.  ;r»  +  l  =  2y-i 

umzuformen.    Löst  man  die  vorstehende  Gleichung  nach  x^ 
auf,  so  bekommt  man 
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und  demnach 

2.  a;='-^  =  ±2y-*    /T^^». 

Anderseits  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung  1 
d.  g.  mit  Beachtung  der  Beziehung  2. 

und  somit  ist 

3.  ^^         =  +  ^^ 


Es  fragt  sich  daher  bloss  noch,  welches  der  Zeichen  + 

j 
in  dem  neuen  Integrale  f  ^  iy)  dy  dem  Differential  gp  (y)  (/y 

hier  beizulegen  ist,  oder  ob  hier  beide  Werthe  +     3 ,_    ^   

in  Betracht  kommen  können. 

Sei  zu  dem  Behufe  zunächst  &  <  1 ;  alsdann  mnss,  weil 

wegen  des  stets  positiven  x  der  Factor  2y""^  nicht  negativ 
sein  kann,  vermöge  der  Gleichung  2.  das  obere  Zeichen  in 
3.  gelten.  Und  sonach  findet,  weil  die  Variabele  y  von  0 
bis  1  wächst,  sofern  x  zwischen  denselben  Grenzen  sich  be- 
wegt, jetzt  die  Beziehung  Statt 

h  ß 

0  0 

wenn  ß  die  dem  Werthe  x  =^h  entsprechende  obere  Grenze 
des  neuen  Integrales  bedeutet. 

üeberschreitet  hingegen  x  den  Werth  1;  so  nimmt  die 
Veränderliche  y  ab,  und  folglich  wird  nunmehr  f ür  ft  >  1 
von  y  =  1  an  bis  y  =  /3  der  Ausdruck  3.  mit  dem  Minus- 
zeichen zu  nehmen  sein.  Die  resultirende  Gleichung  lieisst 
mithin  fQr  den  jetzigen  Fall 


J 
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jYl+afi  2^2   J      j/y-y^  2^2   J      j/y-y* 


0  0 

oder  —  was  dasselbe 

5.  r-/-^ 


ü  0  ü 

und  man  sieht  nun  augenblicklieb,  dass  die  beiden  wesentlich 
verschiedenen  Formeln  4.  und  5.  nur  für  ^  =  1 ,  also  auch 
/J  =  1  zusammenfallen.  Die  weitere  Behandlung  des  Inte- 
grales endlich  würde  zeigen  ^  dass  es  in  die  Klasse  der  soge- 
nannten elliptischen  Integrale  gehört. 

II.    Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  das  Integral 


00 


y*/"  (« ^ + ^)  <^a,v 


0 

in  welchem  wir  a  und  h  als  positive  Grössen  betrachten  und 
bei  dem  wir  natürlich  voraussetzen,  dass  es  nicht  sinnlos  ist. 
Schreiben  wir 

ö^  +  —  =  Vy 
so  wird  sowohl  für  a;  =  0,   als  auch  für  a;  =  oo  die  Ver- 
änderliche y  den  Grenzwerth  -f-  c»,  für  x  =  1/  —  dagegen 

den  Minimalwerth  ^^ah  erwerben.  Während  also  das  positive 
X  von  0  bis  oo  wächst^  nimmt  die  Yariabele  y  zunächst  von 

oo  bis  2yah  ab,  um  hierauf  wieder  von  2yah  an  mit  x  über 
jede  Grenze  hinaus  zu  wachsen.    Nun  ist 

also 

ax^^A'-^J^^ 

und 

Mit  Beachtung   des    soeben    Gesagten    muss    daher   von 
o;  =  0  bis  a;  =  x/—  die  Relation 
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y         1 


dagegen  für  das  Intervall  von  x  =  1/  —  bis  o;  =  +  oo  die 
Beziehung 

o;  =  /-  +  ^  yy'  —  4:äh 

2a     '     2a  '  ^ 

gelten,  und  somit  findet  die  Gleichung  Statt: 


OD 


+  hff^y)  [i  +  ^-1^]  'y^ 


d.  h. 

Dieselbe  gestattet  eine  weitere  Behandlung,  wenn  man 
y^  —  4ab  =  2^  setzt;  denn  dadurch  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

OD  QO 

jf{ax+  *)  d^  =  ^ffW^+'^^b]  äz. 

0  u 

Einen  speciellen  Fall  des  vorstehenden  Integrales  bilde 
das  von  Laplace  im  Calcul  des  probabilites  page  99  betrach- 
tete Integral 


QO 

0 


QO 

Aar 


1 2 

Ergänzt  man  hier  den  Exponenten  x^  -\-  -.    ^  zu  einem   voll- 
standigen  Quadrate  (^'  +  ö— )  ;  so  folgt 


OO  00 


I     e        ^^         4ar«    dX   =   e^     I     e       (^  ^"  2a-)     dx] 


0  0 

unsere 


Function  ffax  -j j  ist  also  im  vorliegenden  Falle 


J 
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h  n2 


mit  der  Exponentialgrösse  e     C^  "*  2*;  gleichbedeutend.  Dar- 
aus aber  fliesst  nun  sogleich  weiter,  dass 

00  00  30  «, 

fe-  ^  -  ii  rfa;  =  c»  Ce-y^ßM^^e-"  f^-'dx  =  ^ 

J  J  V«*-ib  J  2 

ist. 

CO      /  7»2\ 

Auch  das  Integral  fg)  (ä^x^  -\ — A  dx,  wo  ö  >0,  ft>0; 
lässt  sich  nach  der  obigen  Formel  reduciren.  Denn  da 
ö^a;^4""T  mitföo;-! — )    —  2 ab  gleichbedeutend    ist,    so 

braucht  man  q>      lax  -\ — j    —  2flr&     nur  mit  flax  -\ — ) 

und  folglich  f{yz^  +  4ö&]  mit  q>[z^'\-  2ab]  zu  indentificiren, 
um  sofort  die  Beziehung 


-S»  ^flO 


1*9)  [oflx^  +  5)  dx  =  ^Jvi^''  +  2«*)  dx 

0  0  . 

zu  gewinnen. 

III.    Sei  jetzt  das  Integral 

j  f{a  cos  a;  +  ^  sin  x)  dx 

umzuformen ,  wo  wiederum  a  und  b  positive  Grössen  bezeich- 
nen sollen. 

Ersetzt  man  ö  cos  o;  -f-  &  sin  x  durch  die  Veränderliche  y, 
so  wird  für  o:  =  0  und  x  =^2%  die  Grösse  y  z=z  a\  während 
folglich  X  von  0  bis  2jr  wächst,  muss  y  innerhalb  des  Inter- 
valles  von  y  =  a  bis  y  =  a  nothwendig  eine  verschiedene 
Natur  zeigen.    Schreibt  man  nun  a  eos  x  •\-b  sin  x  in  der 

Form  a  ( cos  o:  -| sin  x\ ,  und  setzt  man—  =  tang  a,  wo 

a  einen  Bogen  zwischen  0  und  ^  bedeutet;   so  erhält  man 
y  ^==^  a  (cos  X  +  tang  a  sin  x)  =  -^  cos  («  —  x) , 

cos  cf  dy ,  cos  a  dy 


dx  =  ^;:^_;i*     ^  _|_ 


a  sin  (a  —  a;)         —  Va*  —  y*  cos  n*  ' 


—    65    - 

und  es  zeigt  sich  jetzt  sofort,    dass   für  a  —  rr  =  0  tj  den 
Maximal werth  y  =  — ^  =  ]/d^  +  b^,  dagegen  für  a-\-7C==x 


den  kleinsten   Werth  y  =  —  j/a*  -(-  b-   erwirbt.     Die    neue 

Veränderliche  y  wächst  also  von  y  =  a  bis  y  =  }/a^  -{-  b'^  und 

innerhalb  des  Intervalles  [ —  ^ä^  •^^b'^^a],  wenn  x  von  0  bis  a 
und  von  jr  +  a  bis  22r  sich  bewegt;  sie  nimmt  hingegen  von 

y  =  j/a^  -|-  b'^  bis  y  ==  —  j/«^  +  b'^  ab,  sofern  x  zwischen 
den  Grenzen  a  und  n  -^  a  sich  befindet.  Mithin  muss,  weil 
für.  die  zuerst  genannten  Intervalle  von  x  sin  (a  —  x)  positiv 

ist,  zwischen  den  Grenzen  y  =^  a  und  y  =  Ya^  +  ^^;  sowie 
—  Ya^  +  b'^  und  y^^adx  mit  +       ^^"  "    -^       ^    hingegen  von 

f^rt*  —  ;/*  cos  Cf* 

y  =  ^ö^  -j-  ^2  bis  y  =  —  j(/ö^  +  b'^  mit  —  -^  ^-j^  gleich- 

r«*— ,y*co8a* 

bedeutend  sein.    Daher  die  Gleichung 
('r{acmx+bsmx)dx=  l\^M^-^.£!L-   /"/i^l^^^- 

,/                                                       J   Va^  —  y*  COS  a*        ,y   ^«*  —  y*  cos  a* 
J  r  fl*  —  y*  COB  a*  ^ f^fl*  —  y*  cos  a« 

Dies  letztere  Integral  aber  lässt  sich  nochmals  umformen; 
denn  bedenkt  man,   dass  y  cos  a  =  r7_i~^      niemals  grösser 

als  a  werden  kann ,  *so  darf  man  offenbar  y  cos  a  =  a  sin  q) 
setzen.    Dadurch  aber  entspringt  sogleich  die  neue  Beziehung 


^  2 


f{a  cos  a;  +  ^  sin  a:)  <f a;  =  2  y  /(sin  tp  .  ^a^  -|-  ^'0  ^9 


II  _  fL 

2 

IV.    Des  Interesses  wegen   möge  endlich  noch  die  nach- 
folgende Gleichung 

2  ¥ 

y  /(sin  2  a;)  cos  x  dx  =^  J  fil^^^  y^)  cos  y  dy 

0  0 

eine  Stelle  hier  finden,  obwohl  bei  ihrer  Herleitung  Betrach- 
tungen der  obigen  Art  nicht  erfordert  werden.    Zerlegt  man 

Mkysb,  beetimrote  Integrale.  5 
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nämlich  das  vorgelegte  Integral  in  zwei  andere  zwischen  den 
Grenzen  0  und  v  *   -r  ^iid  ^  und  beachtet  dann  weiter,  dass 

vermittelst  der  Substitution  x  =  ^  —  x  das  Integral 


n  n 


y  /*(sin  2x)  coH  X  dx   in  ff  {sin  2x)  sin  x  dx 

IL  u 

4 

Übergeht;  so  erhält  man  die  Gleichung 

n  n 

t  T 

y  /(sin  2  a;)  cos  x  dx  '^  ff  {sin  2x)  [cos  x  +  sin  .r]  dx 

0  0 

4 


=  y /(sin  2a:)  ^1  +  sin  2x  .  rfa:. 

0 

Nun  ist  sin  2a:  innerhalb  des  Intervalles  (0,  —- )  fortwäh- 
rend positiv ;  und  folglich  darf  man  sin  2a:  =  cos  y^  setzen. 
Indem  man  aber  die  hierauf  bezügliche  Rechnung  ausführt, 
gewinnt  man  die  oben  angezeigte  Relation. 

§.  24. 

BemerkuBgeii  su  dem  Uebergang  vom  unbestimmten  zum 

bestimmten  Integral. 

Der  Uebergang  vom  unbestimmten  Integrale 
ff{x)dx=^q){x)'\-  const.  zum  hesümmten  ff  (x)dx==q>{b) — ip{a) 


setzt  wesentlich  voraus ,  dass  die  Function  (p{x)  zu  den  ein- 
werthigen  und  continuirlichen  Fimctionen  innerhalb  des  Inter- 
valles {a,  b)  gehört.  Wird  diese  Bedingung  nicht  beachtet, 
so  kann  man  sehr  leicht  in  Irrthümer  verfallen.  Nehmen  wir 
beispielsweise  das  Integral 

IL  d  X 


J 


{X  -  XY  +  ii' ' 

so    lässt    sich    der    Werth    desselben    durch     die    Function 
—  arc  tg  — ^  -f-  const.  darstellen.  Die  Function  arc  tang  -^  - 

X  ~~"  A  X      A 

aber  ist  vieldeutig;  um  sie  einwerthig  zu  machen,  könnte  man 
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den  Bogen  etwa  zwischen  —  ^  vmd  +  %  voraussetzen.    Der 

Werth  des  zwischen  den  Grenzen  +00  genommenen  Integrales 
aber  wäre  alsdann,  brauchte  man  die  Stetigkeit  der  Function 
arc  tg  nicht  zu  berücksichtigen,  =  0,  während  er  in  Wahr- 
heit mit  -h  X  zusammenfallt,  je  nachdem  nämlich  die  Con- 
stante  ft  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  richtige  Resultat  nun 
findet  man,  wenn  man  eine  zwischen  —  cx>  und  -(-  cx>  con- 

tinuirliche  einwerthige  Function  arc  tang  ^  ,  wählt,  eine 
Bedingung,  der  oJBfenbar  im  vorhergehenden  Falle  nicht  ent- 
sprochen  wurde.    Denn  da  für  a:  =  A  — ^-r  =  +  cx)  wird,  je 

nachdem  ft  positiv  oder  negativ  ist,  so  springt  z.  B.  bei  po- 
sitivem ft,  wenn  x  von  —  c»  zu  +  00  in  stetiger  Weise  sich 

bew^t  und  der  Bogen  zwischen  —  ^  und  -(-  -  sich  befindet, 

dieser  fQr  a:  =  A  von  —  ^  zu  -(-  ^.    Setzt  man  dagegen  den 

Bogen  zwischen  0  und  ar  voraus ,  so  kann  für  o;  =  A  nur  — 

der  entsprechende  Werth  von  arc  tang  — ^  heissen,  und  folg- 
lieh  wird  jetzt 


00 


fi  da:  1  a 


J^ji^ arc  tang  ^^  +  arc  tang  :3^^ , 


90 


d.  h.  das  Integral  ist  =  0  +  jr,  oder  =  —  ar  -(-  0,  je  nach- 
dem ft  ^  0. 

Es  lasst  sich  indess  auch  dann  der  Uebergang  vom  un- 
bestimmten zum  bestimmten  Integrale  benutzen,  wenn  die 
einwerthige  Function  <p{x)  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  nicht 
stetig  bleibt*).    Unter  der   als    selbstverständlich    geltenden 

Annahme,    dass  das  Integral  j  f{x)  dx  nicht  sinnlos  wird, 

bezeichne  daher  tp{x)  jetzt  eine  solche  Function  von  x,  die 
zwischen  a  und  h  an  den  Stellen  c,  e,  ....  Ar  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  erleidet.    Schliessen  wir  diese  beson- 


*)  Man  sehe  hierüber  eine  schöne  Abhandlung  von  Heine  im  Grelle" - 
Bchen  Journale.    Bd.  51. 
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dern  Stellen  zuvörderst  von  der  Betrachtung  aus^  d.  h.  zer 
legen  wir  das  ursprüngliche  Intervall  (//,  h)  in  die  Theilintervalle 
(flf ,  c  —  f) ,  {c  -\-  €,  e  —  £)....,  wo  lim  «  =  0;  so  bekommen 
wir  augenscheinlich  die  stets  richtige  Gleichung 

fJlx)  dx  +  j7k  dx-\- +  /fix)  dx 

=  fp{b)'-(p{a)  +  ^{c— €)'-g)  {€+€)  + ^{e—s)-g)  {€-{-£)+ 

Da  nun  mit  ins  Unendliche  abnehmendem  €  die  linke  Seite 

/» 
der  Voraussetzung  gemäss  in  das  bestimmte  Integral  //(a:)  dx 


u 


übergeht,   so  muss  auch  die  folgende  Beziehung  Statt  haben 

h 
1.   ff(x)dx=^q>(Ji>) — 9?(ö)+  ^^  Vpip'^^)  —  Vip'\'  0]  +  •— 

-f-  lim  {(p(k  —  b)  —  9>(A:  +  f)]. 

Nach  unserm  Dafürhalten  ist  diese  Gleichung  indess  nur 
streng  richtig  für  den  Fall  endlicher  Discontinjiitäten  der 
Function  97  {x) ;  geht  dagegen  tp  (x)  durch  das  Unendliche^  so 
kann  die  vorstehende  Relation  bloss  den  sogenannten  Haupt- 

werth  des  Integrales  y/*(a:)  dx  liefern.    Denn  wird  z.  B.  für 

X  =^  c  ^{x)  unendlich,  so  muss  auch  schon  in  der  Nähe  von 
c  (p{x)  unstetig,  also  für  mehrere  unmittelbar  aufeinander 
folgende  Punkte  die  Verbindung  zwischen  /'{x)  und  ^{x)  auf- 
gehoben werden,  wenn  f{x)  endlich  ist.  Daraus  folgt,  dass 
für  X  =  c  f(x)  nicht  mehr  zu  den  endlichen  Grössen  gehören 
kann;  falls  (p{x)  +  const.  das  unbestimmte  Integral  ff{x)dx 
vorstellen  soll.  Für  den  Fall  einer  unendlichen  Stetigkeits- 
unterbrechung von  (p{x)  muss  daher  auch  f{x)  mit  q>{x)  an 
derselben  Stelle  imendlich  werden^  und  sonach  hat  man  z.  B. 
die  Gleichung  zu  bilden 

lim  f  f{x)  dx  +  Hm  J  f{^)  ^^  =  hm  q>{c  —  s)  —  fp  (//) 

+  9)(ö)  —  lim  9)  (c  +  d). 
Diese  aber  ist  sinnlos,  wenn  mit  abnehmendem  b  und  6  q){c — s) 
und  9(c  +  ^)  nicht  endlich  bleiben.     (Fig.  5.) 

Anders  verhält  es  sich  dagegen  mit  der  Gleichung  1., 
wenn  die  vorkommenden  Unstetigkeiten  von  9  {x)  endlich  sind, 
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wenn  also  in  geometrischer  Passung  jeder  Abscisse  c,  e?,  ....  >t 
zwei  Ordinalen  (p{c  —  0)  und  9>(c  +  0),  .  .  .  .  entsprechen. 
In  diesem  Falle  besitzt  freilich  g)  {x)  für  die  Unstetigkeitspunkte 


Fig.  5. 


^ßj^ 


/ 


in  Wahrheit  keinen  eigentlichen  DifierentialquotienteU;  weil 
dieser  in  der  bekannten  Definitionsgleichung 


lim  ■PC^  +  ^j-'PW  =  /•(^) 


ganz  unabhängig  von  dem  Vorzeichen  des  Incrementes  h  sein 
musSy  was  hier  augenscheinlich  nicht  der  Fall  ist.  Doch  spricht 
man  noch  immer  —  wie  schon  früher  erwähnt  —  von  dem 
unbestimmten    Integrale   Jf(x)  dx  =  qp  (x)  -(-  const.,    und 


I 
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folglich  lässt  sich  jetzt  die  Relation  1.  einfacher  in  neben- 
stehender Weise  schreiben: 

2.    ff{x)  dx  =  ^(b)  —  q)(a)  -f-  y (c  —  0)  —  9)(c  +  0) 

+  q>{e-0)-<p{e  +  0)  + +  9,(A:  -  0)  -  <p{k  +  0). 

Betrachten  wir  beispielsweise  wieder  den  obigen  arc  tang, 
indeiii  wir  den  Bogen  zwischen  —  ^  und  +  v   wählen  •,    so 

existiren  für  x  =•  k  die  beiden  Werthe  —  ^-  und  +  —   und 
folglich  wird 


j 


CO 

ß  (ix 


la:  z^Tp-^TjIt^— ar«*^-f  arctgO— arctg(+(X))+arctg(+oo) 

r 

Zur  Herleitung  eines  bestimmten  Integrales  aus  einem  un- 
bestimmten bieten  sich  demnach  jetzt  zwei  Wege  dar,  von 
denen  der  eine  auf  die  vorstehenden  Formeln  sich  stützt,  der 
andere  hingegen  darauf  hinausläuft,  wenn  möglich  eine  solche 
stetige  Function  9>|(a;)  zu  suchen,  welche  denselben  DiflFeren- 
tialcoefiicienteu  besitzt  wie  die  an  einzelnen  Stellen  unstetig 
werdende  Function  (p{x).  Macht  also  g)  (x)  nur  endliche 
Sprünge,  so  lässt  sich  geometrisch  genommen  dieses  letztere 
Ziel  leicht  dadurch  erreichen,  dass  man  von  den  einzelnen 
Zweigen  der  q)  {x)  repräsentireüden  Curve  den  einen  festhält 
und  die  andern  mit  jenem  zu  einer  in  sich  zusammenhängen- 
den Linie  zusammenschiebt,  wobei  aber  die  einzelnen  Punkte 
der  zu  verschiebenden  Zweige  immer  auf  ihren  Ordinaten  fort- 
schreiten müssen.  Die  auf  diese  Weise  erzeugte  Curve  stellt 
alsdann  die  gesuchte  Function  9>i(a;)  vor.    Bei  dem  obigen 

arc  tang  verrücke  man  z.  B.  den  von  0  bis  —  y  verlaufenden 

Ourvenzweig   so  auf  den    ihm  zugehörigen   Ordinaten,    dass 

—  ^   mit  -f-  ^  zusammenfällt.  Die  entstehende  krumme  Linie 

wird  dann  ersichtlich  von   den  Ordinaten  x  und  0  begrenzt, 
und  folglich  ist  ihre  Differenz  je  nach  der  verschiedenen  Natur 

des  pb  -\-  n. 
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Ein  anderes  sehr  passendes  Beispiel  liefert  das  Integral 


/ 


Bin  X 


—j- •  dx.    Tntegrirt  man  nämlich  zunächst  unbestimmt, 

SO  findet  man,  dass 

/Bin  X  dx                   ,              1         ,  1 

r— i =  =  arctang  +  const. 
1  +  cos  j;*                         ö   cos  a?     ' 

ist.    Um  die  Vieldeutigkeit  der  Function  arc  tang  aufzuheben, 
wollen  wir  den  Bogen  zwischen  —  —  und  -(-  ~  voraussetzen. 

Bewegt  sich  mm  x  von  0  bis  — -,  so  wird  für  a;  ==  — 

arc  tanff  =  arc  tc  oo  =f  ^ : 

®    cos  ar  ^  2  ' 

bei  weiterem  Fortschreiten  des  x  hingegen  wird  die  Function 

arc  \si zwischen  —  ~  und  0  sich  befinden  müssen ,  und 

^=*  cos  X  2  ' 

folglich  springt  f ür  o;  =  —  der  arc  tmg  von  +  "-  zu  —  ^ 
über.    Unserer  obigen  Formel  gemäss  ist  daher 


3x 
4 

Jsin  X  dx 
1  +  cos  1^ 
'  cos  -r  CO 

0  V  4 


-— «-^.--'«8^.+-'« 


<!-) 


—  arc  tang  - 


n 

cos 


=  -arctg/2-^  +  |-(-f)«^-arctg/2. 

Ganz  dasselbe  Resultat  aber  erhält  man  sogleich,  wenu  niai) 
arc  tg  zwischen  0  und  n  wählt;  denn  nun  bleibt  die  Function 
stetig,  und  sonach  wird 

Zn 
4 

n 


/    sin  o;  dx 
J  1  +  cos  x^ 


arc  tang 


^      =  -  ^2 


cos  —r- 

4 


4 


sein.    Setzt  man  aber  für  den  Augenblick  arc  tg  ( —  ]f/2)  =  j, 

d.h.  —  tg z = y2^=  tang  {jt — z),  so ergiebt  sich z=^%—  arc  tg /:^, 
und  folglich  ist  wieder 
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/ 


9n 

4 

sin  X  dx  3ff 


1  +  cos  X 


^  =  ^  —  arc  tang  /2. 


Um  endlich  auch  einmal  ein  Beispiel  für  die  Benutzung 
der  Gleichung  1.  bei  clem  Aufsuchen  des  sogenannten,  uns 
aber  völlig  gleichgültigen  Hauptwerthes  eines  bestimmten  In- 

b 

tegrales    vorzuführen,    wollen    wir   das   Integral     /    ,_^  ., 

0 

0  <i  a  <ib  betrachten.    Das  unbestimmte  Integral    /    ^  _^  , 

ist  bekanntlich  mit  —  lg  ^  _  ^  +  const.  gleichbedeutend,  wo- 
für man  indess,  um  das  Imaginäre  zu  vermeiden,   die  Form 
IcT  (^  ~T  ^\     I    cQjigt^  wählen  wird.    Nun  wächst  für  x  =  a 

4rt    ^   \a  —  xj      ' 

der  Logarithmus  über  jede  Grenze,  und  demnach  ist  das  In- 

b 

tegral    /    ^^  ,  völlig  unbestimmt,  also  in  Wahrheit  sinnlos. 
Sein  Hauptwerth  aber  ergiebt  sich  in  nebenstehender  Weise : 

/Ä-Ä><S)'+''"'ÄKSff7)'-><^:)'] 

0 

II.  Abtheil'ung. 
Die  besondem  Fälle  bestimmter  Integrale. 

§.  25. 
Einleitende  Bemerkungen. 

In  den  vorhergehenden  Untersuchungen  haben  wir  vor- 
zugsweise die  Gesetze  zu  entwickeln  versucht,   welchen  das 

b 
Integral  J f{x)  dx  gehorcht,  wenn  diese  oder  jene  Operationen 

a 

an  demselben  vollzogen  werden.    Deuteten  wir  auch  schon  hier 


-    73    — 

nnd  da  einmal  gewisse  bemerkenswerthe  Eigenthümlichkeiten 
an,  welche  durch  die  Wahl  besonderer  Intervalle  {a,  b),  z.  B. 
(0,  1),  (0,  oo)  ....  sich  zeigen,  während  bei  Voraussetzung 
ganz  beliebiger  Integrationsgrenzen,  natürlich  immer  unter 
der  Bedingung,  dass  hier  wie  dort  das  Integral  noch  zulässig 
bleibt,  Resultate  von  grossem  Interesse  meistens  nicht  zu  er- 
langen sind;  so  hat  uns  doch  die  ausführliche  Betrachtung 
solcher  speciellen  Fälle  bis  jetzt  gänzlich  fem  gelegen.  Diese 
aber  bilden  hauptsächlich  den  Inhalt  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale.  Unsere  jetzige  Aufgabe  wird  demnach  auch 
darin  bestehen,  gestützt  auf  die  früher  gewonnenen  Lehren 
die  Auswerthung  und  die  Erforschung  der  Eigenschaften  be- 
sonderer bestimmter  Integrale  zu  versuchen. 

Zu  den  wesentlichsten  Vortheilen,  welche  mit  der  Wahl 
besonderer  Integrationsgrenzen  verknüpft  sind,  gehören  ohne 
Zweifel  die,  dass  dadurch  gewisse  Vereinfachungen  in  den 
Werthen  bestimmter  Integrale  sich  erzielen  lassen,  dass  oft 
die  Angabe  eines  Integrales  in  geschlossener  Form  gelingt, 
während  dies  bei  Voraussetzung  beliebiger  Grenzen  nicht  der 
Fall  ist  und  dass  endlich  auf  diese  Weise  Transscendenten 
erzeugt  werden  können,  die  in  den  verschiedensten  Unter- 
suchungen auftreten  und  oft  sogar  schon  um  ihrer  selbst  willen 
das  höchste  Interesse  beanspruchen. 

Betrachten  wir  beispielsweise  das  Integral  Jx'^dx^  wo 

a 

a,  b  und  m  positiv  sein  sollen ,   so  ist  dasselbe  bekanntlich 

= -j-r .    Das  bestimmte  Integral  behält  also  noch  den 

Charakter  des  unbestimmten  Integrales.  Setzen  wir  aber  ^=0 
und  ^  =  1,  so  verwandelt  sich  die  Potenz  in  den  Quotienten 

^  ,  ,  ein  für  die  Summation  gewisser  unendlicher  Reihen 
z.  B.  nicht   unwichtiges  Resultat*).    Das  Integral  jer"^  äx 

0 

femer  lässt  eine  Darstellung  in  geschlossener  Form  nicht  zu, 
dagegen  ist  dasselbe  für  ^  =  +  ^^  i^i*  —  ^it  gleichbedeu- 
tend.    Und  zu  der  Klasse  der  neuen,  durch  ausserordentliche 


•)  Vergl.  §,  115. 
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Fruchtbarkeit   sich   auszeichnenden  Transscendenten  endlich 


00 


gehört  vorzugsweise  das  Integral  Je-^x^—^dx,  wo  a  >  0. 


I.  Kapitel. 
Utegratioa  nlitaaier  Briche  iwischea  toi  Greuea  —  oo  mmi  -\-  oo. 

§.  26. 

+• 
Beweis  der  Formel    /  ?^  rfa-  =  » i  ^  +  ^. 


—  00 


Sehr  bald  nach  der  Entdeckung  der  Infinitesimalrechnung 
hatte  man  erkannt,    dass  jeder  rationale  Bruch  ^7^  unbe- 

stimmt  sich  integriren  lasst;  aber  erst  Euler^  dem  Begründer 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale^  war  es  vorbehalten,  die 
schönen  Beziehungen  zu  entwickeln ,  welche  aus  der  von 
—  00  bis  -f-  <^  ^^^^  erstreckenden  Integration  des  rationalen 

Bruches  ^^  hervorgehen.     Zwar  hat  Euler  seine  Forschung 

nicht  in  der  Allgemeinheit  geführt,  wie  wir  es  hier  nach 
Dirichlet  zu  thun  gedenken,  dessenungeachtet  aber  können 
wir  den  folgenden  Gedankengang  seinem  Wesen  nach  unbe- 
denklich Euler  zuschreiben. 

Wir  setzen  nun  hierbei  voraus,  dass  die  beiden  Polynome 
q>  {x)  und  /"(x)  prim  unter  sich  sind  und  dass  keine  der  Wur- 
zeln von  f{x)  wiederholt  vorkommi     Soll  unter  diesen  An- 


co 


nahmen  das  Integral    /  y^  dx  nicht   sinnlos  sein,    so  ist 


—  00 


einer  schon  in  §.  20.  gemachten  Bemerkung  zufolge  die  Be- 
dingung unerlässlich,  dass  die  verschiedenen  Wurzeln  von 
/'{x)  zu  den  imaginären  Grössen  gehören  müssen.     Aber  diese 

Eigenschaft  des  Bruches  —^  allein  würde  nicht  genügen; 

vielmehr  muss  nothwendig  der  Grad  des  Polynomes  ip{x) 
mindestens  um  zwei  Einheiten  niedriger  sein,    als  der  von 
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f{x).  Denn  schreiben  wir,  um  dies  einzusehen^  die  Polynome 
^>(x)  und  f[x)  zunächst  in  der  Gestalt 

«p(cc)  =  a;«[ft,  +  *J  +  ^  +  ....J 

und 

80  bezeichnen  die  in  den  Klammern  befindlichen  Grossen 
Functionen  von  Xj  die  mit  ins  Unendliche  wachsendem  x  be- 
ziehungsweise den  Grenzen  h^  und  a^  sich  nähern.    Mithin 

können  wir  ^^  in  der  Form  o;  "*"*'•  i>{x)  dargestellt  denken^ 

wo  ^(a:)  eine  Function  von  x  ausdrückt,  die  für  a;  =  +  ^^ 

den  Grenzwerth  —  erwirbt.     Wird  nun  a;*""-"  '^(x)  von  einem 

beliebig  grossen  p  bis  zu  einem  beliebig  grossem  q  integrirt; 
so   wird   dem   bekannten  Maximum -Minimum -Satze  zufolge 

/  n\  ^^  ^^^  dann  der  Null  sich  nähern^  wenn  das  Integral 

p 

j^^m—H  ^^  diese  Eigenschaft  besitzt.     Ein  Blick  aber  genügt, 

p 

um  zu  zeigen,  dass  dies  nur  geschehen  kann,  wenn  m — n  +  1 

negativ,  also  m  höchsteus  =  n  —  2  ist. 

Setzen   wir   daher   die   für   die  Existenz  des  Integrales 


00 


/ 

-  » 


yp^  dx  nothwendigen  Bedingungen  als  erfüllt  voraus,  und 


bedenken  wir  noch,  dass 


f{x)  X — a  ^'     X  —  Oft      *^ 


oder  abkürzend  geschrieben 


y  W  ^_   '^     A     ^_    ^  y(g) 


f{jx)  y^ I    X — a  ^^    /   (a)   *  ^  —  a 

ist;  so  reducirt  sich-  unsere  weitere  Betrachtung  zuvörderst 
auf  die  nähere  Untersuchung  eines  Partialbruches  Sy^  .  — — -. 

Sei   zu  dem  Behufe  a  =  A  -}-  f^^*;  wo  k  auch  Null  sein 
kann  und  ft  als  algebraische  Grosse  zu   behandeln  ist,    da 
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X  —  a  überhaupt  den  Vertreter  sämmtlicher  Factoren  von 
f{x)  bilden  soll.    Nun  ergiebt  sich  sofort,  dass 

Jdx  _     r    (x  —  X)  dx        ,      .     /*  jL  dx 

x-X^^i—  J    (a:-X)*  +  fi^   ^  ^  J     [x^X)*  +  i,^ 

=  Y  lg  [(^  —  ^y  +  f*^]  +  ^  a^c  *^g  ^^7—  +  const., 
also 

r      dx 

ist.  Dabei  haben  wir,  um  der  Stetigkeit  zu  genügen,  den 
Bogen  zwischen  —  ~  und  +  ^  gewählt.    Diese  Gleichung 

aber  vereinfacht  sich,  wenn  die  positiven  Grossen  p  und  q 
über  jede  Grenze  hinaus  zunehmen.     Denn  da  einerseits 

(,_A)^  +  ^.  =  ,.[i_H4.^*], 

also  der  Quotient  ,    T  ii  ■   ^>  in  der  kürzern  Form  \—  sich 

schreiben  lässt,  wo  mit  wachsendem  p  und  q  die  Grössen  ^ 
und  z  der  Einheit  sich  nähern;  so  darf  man  ersichtlich 

setzen,  wenn  man  mit  6^  eine  Grösse  bezeichnet,  die  für  un- 
endlich grosse  Werthe  von  q  und  p  verschwindet. 

Und  da  andererseits 

lim  arc  tang  ^^^  =  +  ^,  lim  arc  tang  ^±^  =  +  ^, 

je  nachdem  ^  positiv  oder  negativ  ist,  folglich  in  ähnlicher 
Weise  "mQ  vorhin  hier  i    arc  tang  ^-^ 1-  arc  tang  ^"^ 

mit  dem  kürzern  Ausdrucke  +  sr  t  -(-  ^<i  identificirt  werden 
darf,  wenn  auch  unter  dem  imaginären  ü.^  eine  Grösse  ver- 
standen wird,  die  beim  Uebergange  zum  Unendlichen  den 
Werth  Null  erwirbt;  so  erwächst  jetzt  die  Beziehung 
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+4' 


r_dx_  ^  ^  lg  ^  ^  ATti  +  Aö, 

in  der  <y  =  (y,  -}-  <^2-     Hieraus  aber  fliesst  weiter,  dass 


^w  ^^  =  lg  1.  2JA  +  i7t2:±A  +  Z(Aa) 


J    A-) 

ist,  eine  Relation,  die  im  Unendlichen  wegen  des  ersten  Glie- 
des rechts  scheinbar  einen  ganz  unbestimmten  Charakter  an- 
nimmt.    Erwäget  man  indess,   dass  q)(x)  =   ^  jr—,  -!~— 

höchstens  vom  Grade  n  —  2  ist,  also  rechts  der  Exponent 
n  —  1  von  X  nur  formell  erscheint;  so  muss  noth wendig 
27  A  mit  Null  zusammenfallen. 

Das  Resultat  aller  dieser  Betrachtungen  spricht  sich  da- 
her in  der  Gleichung  aus:    . 


OD 


—  CO 

in  der  man  dem  Quotienten  %^  das  obere  oder  untere  Zei- 

eben   beizulegen  hat,  je  nachdem  ft  zu  den  positiven  oder 
negativen  Zahlen  gebort.*) 


§.27. 
Anwendung  auf  den  Fall  f{x)  =  x^  —  {a  +  bi);  tp  x^x""'^* 

Für  den  weitern  Fortgang  unserer  Untersuchungen  wollen 
wir  statt  f(x)  ein  solches  Polynom  wählen,  dessen  Factoren 
in  sehr  einfacher  Weise  sich  darstellen  lassen.  Diese  Eigen- 
schaft aber  kommt  bekanntlich  den  binomischen  Ausdrücken 
f{x)  zu;  wir  setzen  denmach  f{x)  =  rc"  —  (a  -["  ^  0;  ^^ 
a'\-hi  nur  für  ein  gerades  n  reell  werden  darf. 

Schreiben  wir  nun  a  -(-  &i  in  der  Form  q  e^*,  und  nennen 
wir  a^=r  (cos  /  +  i  sin  t)  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x) 
=  0;  so  entspringen  aus  der  Beziehung 


*)  Vergl.  hiermit:  Cauchy.  R^sumä  des  le90D8  doun^es  ä  IMcole  pol. 
p.  136.    Moigno.  Lefons  de  cal.  diif.  et  de  cal.  int.  T.  IL,  p.  89. 
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r"  (cos  ni  +  i  sin  nt)  =  q  (cos  ^  +  /  sin  %•) 
bekanntlich  die  andern  Relationen 


so  dass  nunmehr 

wird,  wo  s  irgend  n  auf  einander  folgenden  ganzen  Zahlen 
gleich  zu  setzen  ist.  Unter  dem  Bogen  <&  verstehen  wir  hier- 
bei den  kleinsten  Bogen,  dessen  Sinus  «=  b  ist  und  dessen 
Cosinus  a  heisst;  wir  wählen  ihn  also  zwischen  0  und  2jt. 
Da  aber  keine  reelle  Wurzel  a  erscheinen  darf,  so  muss  für 
&  die  Beziehung  gelten 

0  <  •9'  <  2;r. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  a  -^  bi  nur  filr  &  =  n:  zu 
einer  reellen  Grosse,  die  entsprechenden  Wurzeln  a  aber 
bleiben  imaginär,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  bedeutet.  Setzen 
wir  folglich  ein  solches  n  hier  voraus,  so  dürfen  wir  auch 
statt  <&  jeden  zwischen  den  obigen  Grenzen  enthaltenen  Bo- 
gen zulassen. 

Wie  femer  sogleich  erhellt,  verliert  die  Untersuchung  im 
Wesentlichen  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn  wir  den  Modul  q 
gleich  der  Einheit  und  statt  ^{x)  die  Potenz  a;*""*  wählen. 
Nehmen  wir  alsdann  noch  für  s  die  n  auf  einander  folgenden 
Zahlen   0,  1,  2 n  —  1,    so   liegen   sämmtliche   Bogen 

"*     *^  in  den  vier  ersten  Quadranten.    Nun  ist  aber  für 
5=0,  1,  2 —  —  1  —  <  —  und  — -^— ^ <    n, 

'     '  2  n  n  n  ' 

mithin  fi  =  sin  "*  *—  positiv;  dagegen  führt  ft  das  Minus- 
zeichen,   wenn  s    =  —  -}-s=— ,— --{-1 n  —  1 

genommen  wird.  Und  beachten  wir  endlich,  dass  gegen- 
wärtig ^^  mit 


n 


« 
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zusammenfallt;   so   ergiebt   sich   nunmehr  in  Folge  unseres 
obigen  Theoremes  die  Gleichimg  * 


—  OD 


--^ 


^-i 


T 


Bezeichnet  daher  m  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  1  — ß""*« 
=  2  und  folglich 

*  ~  —  1 

J    ^-  _  e^  -     n     *  ^    * 

—  OD  0 

Nun  ist 


®  1  — e  '^  1 


2-«t 


sonach 

Ol 


00  '»» 


—  00 


^         *  Z  —  jrt 


1-tf    « 


In  Betreff  dieses  Resultates  ist  wohl  zu  beachten,  dass 
es  abgesehen  von  den  Beziehungen 


m 


<"-^'r=o{'"'^-2} 


wesentlich  durch  die  Wahl  von  -&•  bedingt  ist     Denn  ver- 
mehrt oder  vermindert  man  d-  um  ein  Vielfaches  von  2x, 

so  bleibt  das  Integral  zwar  unverändert;  die  Grösse  e  " 
dagegen  erwirbt  im  Allgemeinen  einen  andern  Werth.  Nimmt 

(--1^1 
man  z,  B,  för  d-  den  Bogen  ^  +  2  A:  ä,  so  geht  e 

m  €  e  "         über  und  stimmt  folglich  nur  dann  mit  dem 
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k 

ursprünglichen  Ausdrucke  überein,   wenn  —  eine  ganze  Zahl 

vorstellt.     Für  ein  durch  n  nicht  theilbares  k  hätte  man  also 
die  Gleichung 


00 


—  CO  " 


Ein  bestimmtes  Integral  kann  mithin  je  nach  der  Wahl 
darin  befindlicher  Parameter  verschiedene  Werthe  selbst  dann 
annehmen ;  wenn  mit  der  Aenderung  dieser  Parameter  eine 
Veränderung  der  Function*  unter  dem  Integralzeichen  auch 
nicht  verbunden  ist. 

Unsere  obige  Gleichung  gestattet  eine  weitere  Behand- 

lung;  wenn  wir  den  Quotienten im    Zähler   und 


f» 


m 


Nenner  mit  e     "       multipliciren    und   den    sich    ergebenden 
Factor  —  1  durch  e^^  ersetzen.     Denn  so  entspringt 


und  hier  wird  der  Bogen  %  —  %  oflFenbar  zwischen  —  % 
und  +  7t  sich  befinden.  Schreibt  man  folglich  ^  —  ;r  =  1^, , 
so  gewinnt  man  die  neue  Beziehung 

/a?"*-^  ^^     ^    2«    £_^^Z_ 
^    ^  ^  Bin  —  Ä 


-00  « 


in  der  also  das  jetzige  %  die  Bedingung  —  ;r  <:  -ö"  <  +  ^ 

zu  erfüllen  hat.     Nun  bezeichnet ^  eine  s^erade  Futic- 

tion  von  x\  bleibt  aber  f{x)  durch  Vertauschung  von  x  mit 
—  X  unverändert,  so  muss  auch,  das  Integral  J f(x)  dx  als 
existirend  vorausgesetzt, 

ff(x)  dx  =  Jf(x)  dx 


a 
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und  daher 

j  fix)  rfx  =  2  ff{x)  dx 

—  b  0 

sein.    .Mit  Benutzung  dieses  Satzes  erhalten  wir  demnach  die 
andere  Relation 

r 

X        dx  n    e 


C 

^     ^   ^  ^  ßin  — « 

1 


Und  hieraus  fliesst  weiter,  wenn  wir  x  mit  a:, "  vertauschen, 


00 

/ 


a?L       dx  c^"        ^ 

=  Ä 


*  "T  ^  am  —  « 


0  " 

Das  Integral  wird  hier,  obgleich  f ür  a;  =  0  der  Factor 


«-1 


x"^  durch  das  Unendliche  schreitet,  nicht  sinnlos,  indem 
diese  Unstetigkeit  nur  eine  Folge  der  angewendeten  Substitu- 
tion ist. 

§.  28. 


00 


Gültigkeit  der  Oleiehiing  /   ^1_-^  =  n  ^^"1  für  Jedes  echt 

0 

gebrochene  a. 

Die  vorhin  gefundene  Gleichung  bleibt  in  Kraft  für  jeden 
echten  rationellen  Bruch,  dessen  Zähler  eine  ungerade,  dessen 
Nenner  eine  gerade  Zahl  ausdrückt.  Mit  jedem  beliebigen 
Grade  der  Annäherung  aber  kann  man  irgend  einer  andern 
zwischen  0  und  1  befindlichen  Zahl  a  durch  eine  Reihe  von 
einschliessenden  Brüchen  der  obigen  Art  nahe  kommen. 
Bleiben  folglich  für  eine  Reihe  solcher  den  Bruch  a  ein- 
schliessenden und  bei  hinreichend  weit  fortgesetztem  Processe 
unendlich  wenig  von  einander  und  von  a  abweichenden  Quo- 
tienten —  die  beiden  Grössen 

n 

OD 


1.         .  / ^r  iJßd  11     -.- 

_1_  g^ «  sin  a  n 


r: 


0 
MsTCB,  bestimmte  Integrale.  G 
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fortwährend  zwischen  den    diesen  verschiedenen  Brüchen  — 


n 


entsprechenden  Ausdrücken : 

dx 
H~  ^  Bin  —  W 


00    m 


--1  f--0*» 

f    a?"         dx        1         c^"        ' 

2  /    öT.  und  %  


0 

SO  muss  nothwendig  einem  bekannten  Principe  zufolge  die 
Gleichung 


00 


0 


9i  ^    sin  a  9r 


für  jeden  echten  von  0  und  1  verschiedenen  Bruch  a  Geltung 
besitzen. 

OflFenbar  findet  diese  Frage  nach  der  in  der  eben  be- 
schriebenen Weise  zwischen  den  Grossen  l.  und  2.  vielleicht 
Statt  habenden  Beziehung  sofort  ihre  Beantwortung,  wenn 
sich  zeigen  lässt,  dass  für  ein  a  der  genannten  Art  das  Inte- 
gral und  der  Ausdruck  - stetige  Functionen   von   a 

sin  a  9r 

sind.  In  Betreff  dieser  letztem  Grösse  leuchtet  dies 
sofort  ein,  weil  ja  sin  a  %  niemals  mit  Null  zusammenfallen 
kann;  die  stetige  Aenderung  des  Integrales  mit  a  hingegen 
lässt  sich  nicht  ohne  eine  eingehendere  Erörterung  behaupten. 
Denn  ein  bestimmtes  Integral  ändert  sich,  wenn  auch  in 
Bezug  auf  eine  Constante  die  zu  integrirende  Function  nie- 
mals unstetig  wird,  nicht  immer  in  continuirlicher  Weise  mit 
diesem  Parameter.  So  haben  wir  z.  B.  oben  gesehen,  dass 
das  Integral 

00 

f/t  dx 


f 


=  +« 


—  OD 


{x^xy+fi.^ 

ist,  je  nachdem  die  Constante  /x  zu  den  positiven  oder  nega- 
tiven Zahlen  gehört,  welchen  von  Null  verschiedenen  Werth 
sie  sonst  auch  besitzen  möge.  Für  (i  =  0  aber  ist  das  Inte- 
gral ebenfalls  der  Null  gleich;  lässt  man  also  /x  continuir- 
lich  vom  Positiven  zum  Negativen  übergehen,  so  springt  bei 
fi  =  0  das  Integral  plötzlich  von  +  jr  zu  Null  imd  hierauf 
wieder  von  Null  zu  —  it  über. 

Dem   bekannten  Kriterium    der  Stetigkeit   zufolge    nnn 
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werden  wir  dieselbe  dem  Integrale     / s?-  zuschreiben 

0 

müssen^  wenn  für  ein  von  a  nur  unendlich  wenig  verschie- 
denes b,  das  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu 
haben,  kleiner  als  a  voraussetzen,  die  Differenz 


OO  OD 

/x"-^  dx    _      Cx^-^  dx' 
x  +  e^'  J      a^+e^•■ 

0  0 

ebenfalls  die  Null  zur  Grenze  besitzt.  Dies  aber  ist  wirklich 
der  Fall,  und  zwar  lässt  sich  die  Richtigkeit  dieser  Behaup- 
tung ohne  die  geringste  Schwierigkeit  mittelst  imseres  be- 
kannten Mittelwerthsatzes  darthun.  Doch  kann  die  Benu- 
tzimg desselben  nicht  ohne  Weiteres  geschehen.  Denn  der 
hier  zu  integrirende  Factor  af~^  —  a:*-i==a  a;*~*  (a;*""*  —  1) 
ist  negativ  für  ein  echt  gebrochenes  a;,  er  führt  hingegen 
das  Pluszeichen,  wenn  x  zwischen  den  Grenzen  1  und  oo 
sich  bewegt.     Alsdann  aber  würde  ohne  fernere  Aenderung 


oo 


^  -  dx  wegen  der.  obern 

x  +  e   ' 
1 

Grenze  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo  erscheinen.  Um  die- 
sel1>e  zu  beseitigen,  muss  mithin  eine  nochmalige  Umformung 
eintreten,    und  zwar  muss  hier  das  Integral  in   der  Gestalt 


00 


/ 


^-.   -  dx  der  Untersuchung  unterworfen  werden. 

i  +  — 
Bedenkt  man  nun,  dass  wegen  —  ä  <  -^  <  -(-^jr  weder 


^.,  noch  ^.  jemals  unendlich   werden  können,    so 

^+<^  *  1-1-  — 

darf  man  offenbar  in  beiden  Fällen  die  Quotienten  in  der 
Form  r  -\-  si  sich  vorstellen,  in  welcher  r  und  s  stets  end- 
liche Grössen  bezeichnen.  Heissen  folglich  q  und  <y  die  be- 
ziehlich  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  von 
r  und  s  innerhalb  der  Intervalle  (0,  1)  und  (1,  oo)  befind- 
Uchen  Factoren  von  bekannter  Bedeutung;  so  ist  der  reelle 
Theil  von 
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1  1 


0  0 


der  .imaginäre  Theil  hingegen  mit  a  (•  — .  j  gleichbedeu- 
tend. Und  ebenso  ergeben  sich  für  die  entsprechenden  Theile 
des  Integrales 


X 

.*— 2 

dx 


J  e^* 


die  beiden  Beziehungen 

Nähert  sich  mithin  b  dem  a  ins  Unendliche,  so  weichen 
sämmtliche  Werthe  von  Null  um  weniger  als  jede  noch  so 
kleine  Grösse  ab.    Das  Integral 


00 


X  dx 


J   *+« 

0 


^t 


ändert  sich  daher  in  stetiger  Weise  mit  dem  Parameter  a, 
und  folglich  besteht  ftir  jedes  von  0  und  1  verschiedene^  echt 
gebrochene  a  die  Gleichung 


=  Ä 


/      x-\-e'^'  sin  aar 


.9i 


Dieses  Integral  verdient,  ganz  abgesehen  von  seiner 
Wichtigkeit  für  die  später  folgenden  Untersuchungen ,  auch 
insofern  ein  grosses  Interesse,  weil  es  das  erste  Integral  ge- 
wesen ist,  das  immer  in  geschlossener  Form  sich  darstellen 
liesS;  obwohl  für  das  unbestimmte  Integral  eine  solche  nur 
bei  Voraussetzung  eines  rationalen  a  möglich  ist. 

Den  bei  weitem  interessantesten  Fall,  welcher  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  entspringt,  erhält  man  für  ^«=0; 
man  bekommt  so  das  äusserst  wichtige  Integral 


oo 


X         dx  IC 


/       1  +  ^  sin  fl  Ä 

0 


,  0<a<  1. 


86    — 
§.29. 


dx, 

O?"  —  1 


—  oo 


Bei  unsern  bisherigen  Betrachtungen  Hessen  wir  das  ur- 
sprüngliche d'  nicht  mit  der  Zahl  2x  zusammenfallen;  wir 
schlössen  also  den  Fall  f{x)  =  o;"  —  1  von  unserer  Unter- 
suchung aus.    Lasst  sich  aber  in  keiner  Weise  ein  Integral 

%^  dx  bilden,  in  welchem  der  Nenner /(a;)  durch  das  Bi- 


3 

—  00 


nom  af  —  1,  in  dem  n  wieder  gerade  sein  soll,  vertreten  wird? 
Wir  müssen  diese  Frage  bejahend  beantworten.  Denn  setzt 
man  (p{x)  =  af^~^  —  x^'"^,  wo  m  und  m'  ungerade  Zahlen 
vorstellen,  so  leuchtet  auf  den  ersten  Blick  ein,  dass  jetzt  das 
Integral 


—  oo 


00 

X 


»1—1  ___   -p*"'""  1 


X"    -    1 


dx 


zu  den  angebbaren  Grössen  gehören  wird.    Und  in  der  That 
folgt  sogleich  aus  der  Beziehung 


00 


d.  i.  hier 

oo 


—  00 


/ 


^»1— 1  „w'— 1  _.  _    ■  ^m — 1  »«— 1 

X         —  X  j  «i  ^x.  7    I    Ä         —  a 


"«-'T^i 


w 1  n     y^  I   ^n — ^1 


a?"  —  1  «  -^J  —  tt 

—  ao 


wegen  «  =  ^  »     die  andere 


--1 

*  2  _  lÄ 


u 


^ 


e 


(1  _  ^'/r.)l 


n 


2tBm—n         2i  nn -- 9K 
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00 


f dx  =  COto  —  X  —  COtg  -  Ä 


oo 


Hieraus  aber  fliesst  weiter 

00 

/ dx  =  —  \  cotff  —  Ä  —  coto  -  «  , 

0 

eine  Form;  die  durch  die  Substitution  y**  =:  x  und  nachherige 
Vertauschung  von oder  r  mit  —  in   die  fol- 

V  ~~~  1  a?  —  X  1  "^~  a? 

gende  übergeht: 

CO     m  "*'      1 


a;  —  X  j'  r     A      w  A      wi 


/  1  —  X  ^       °  n  °it 

0 


dx  =^  7t  [cotg  —  Ä  —  cotg  —  7t]. 


Bedeuten  nun  a  und  b  von  0  und  1  verschiedene  echte  Brüche, 
so  bleiben  cotg  ax  \md  cotg  bn  stetig.  Ausserdem  aber  ändert 
sich  das  Integral 


/ 


oo 

■  dx 


1   —   X 

continuirlich  mit  a  und  b.    Denn  bildet  mau  z.  B.  das  Integral 

in  welchem  a  dem  a  sich  ins  Unendliche  nahem  soll,  und 
zerlegt  das  Integral  in  drei  andere  zwischen  den  Grenzen  0 
und  y,  y  und  g^  g  und  oo,  wo  y  <  1,  ^  aber  >  1;  so  folgt 
zunächst,  dass  einerseits 

0  0 

andererseits  hingegen 


y 


„« — 1  JOt^^  fc«— 1  fcO— 1 


ist,  wenn  g  einen  Mittelwerth  zwischen  y  und  ^  vorstellt. 
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Zwischen  den  Grenzen  0  und  g  muss  sonach;  weil  der  Ge- 
dankengang in  Bezug  auf  h  ganz  ähnlich  sich  gestaltet ,  unser 
Integral  in  stetiger  Weise  von  a  iind  h  abhängen. 

Indem  man  jetzt  weiter  bedenkt ,  dass  innerhalb  des  In- 
tervalles  von  ^  bis  oo  die  Differenz  a:^-*  —  a;^*~*  niemals  das 

Zeichen  wechselt  und  dass  der  Factor  -; zwischen  g  und  oo 

X 

nie  unendlich  wird,  gewinnt  man  offenbar  die  Beziehung 


00 


9  9 

Daraus  aber  folgt ,  wie  man  auch  hier  unmittelbar  behaupten 
darf;  die  Stetigkeit  des  ursprünglichen  Integrales  zwischen  g 
und  oo  in  Bezug  auf  a  und  h. 

Aus  allem  diesem  ergiebt  sich  daher  in  bekannter  Weise 
die  Allgemeingültigkeit  der  Gleichung 


/ 


dx  =^71  [cotg  an  —  cotg  hn],  n ^ ^ ^ ^ 


Setzt  man  in  derselben  ^  =  1  —  a  voraus,  so  verwandelt 
sie  sich  in  die  folgende 


oo 


J      1-a^ 

0 


^«— 1  x^'* 

-  dx  =  2it  cotg  öÄ. 


Hieraus  aber  schliesst  man  weiter,  wenn  man  das  Integral 
in  zwei  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  1  und  oo  zer- 
legt und  in  dem  zweiten  der  Theilintegrale  x  mit  -  ver- 
tauscht, dass 

1 


Ü 

ist. 


/ 


«—1 /r""" 

— dx  '=  n  cotg  an 

1  —  X 
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n.  Kapitel. 
Theorie  der  Eiiler*Bohen  Integrale. 

§.  30. 
Definition  des  Ealer'sehen  Inteiprales  erster  Gattnngr« 

Unsere  vorhergehenden  Entivicklungen  haben  uns  nament- 
lich die  Kenntniss  eines  Integrales  verschafft;  das^  "wie  wir 
bald  sehen  werden /für  die  jetzt  folgenden  Untersuchungen 
von  wahrhaft  fundamentaler  Bedeutung  ist.  Wir  meinen  das 
Integral 


00 


X         d  X 


J       l+a>     ' 

0 


dessen  Werth  för  0  <  ö  <  1  bekanntlich  -r^ —  heisst.    Offen- 

Bin  a» 

bar  wird  dasselbe  als  specieller  Fall  des  Integrales 


CO 


/ 


a?"-^  dx 


(1  +  xy 

zu  betrachten  sein^  wenn  diesem  ein  völlig  bestimmter  Sinn 
beigelegt  werden  kann.  Diese  nothige  Vorfrage  aber  ist  hier 
ohne  Mühe  zu  beantworten.  Denn  augenblicklich  erhellt^  dass 
wegen  der  untern  Grenze  die  Constante  a  nothwendig  grösser^ 
als  Null  sein  muss.  Und  bedenkt  man  nun,  dass  in  dem  Aus- 
druck 

da-  -  7(^-  -  (^ly 

der  Factor  ^  =  -? r  -  für  ein  unendlich  werdcfndes  x  die 

Einheit  zur  Grenze  hat;  so  kommt  auch  hier  die  Discussion 
des  Integrales 

/  ^Üi^  =  /  x'^-c-i  j^  ax 

auf  die  Betrachtung  des  Integrales  fx"-^-^  dx  zurück.  Inte- 
grirt  man  also  unserm  Fundamentedprincip  zufolge  von  einem 


' 
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beliebig  grossen  p  bis  zu  einem  beliebig  grossem  q,  so  zeigt 
sich,  dass  mit  wachsendem  p  und  q  das  Integral 

P 

und  folglich  auch  Jx^^^^^  d'  dx  unter  jede  angebbare  Grenze 

p 
sinken  wird,  wenn  a  —  c  negativ,  somit  c  >  a  ist.    Schreiben 

wir  daher  c  ^^^  a  -\-  b,  so  haben  wir  die  Form 


00 


X        d  X 


J    (l+a:>-+* 
0 

Nach  Legendre's  Vorgänge  belegen  wir  ein  solches  Inte- 
gral mit  dem  Namen  des  ,,Euler'schen  Integrales  erster  Gat- 
tung, erster  Art^^,  und  wir  werden  dasselbe  mit  Binet  durch 
das  Symbol  B{a,b)  andeuten,  bemerken  aber  dabei,  dass  man 

sich  auch  der  Schreibweise  |- j  bedient. 


§.  31. 

Umformnngr  Ton  B{a,h)  mittelst  Sabstitution;  Beziehuugren 9  die 

daraus  erwachsen.*) 

Setzt  man  in  dem  Integrale 


00 

dx 


J  (1+«)' 


Bia,b)^    ,    ,.  . 


statt  -^ — i —  die  Grosse  1  — y,  d.  h.  o;  =  r-^>  so  bekommt 

man,   wenn  nach  vollzogener  Substitution  der  Integrations- 
buchstaben wieder  x  genannt  wird,  die  andere  Form 


*)  Man  vergl.  J.  Binet.  Memoire  sur  les  integrales  d^finies  EuM- 
riennes,  et  aar  leur  appUcation  ä  la  th^orie  des  suites,  ainn  qa*  ä  IMva- 
loation  des  fonctions  des  grands  nombres  in:  lonrnal  de  IMcole  poly- 
techniqne,  cah.  27. 
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B{a,  h)  =Jx'-\(l  —  a;)«^»  dx.*) 

0 

Und  hieraus  folgt  augenblicklich  durch  Yertauchung  von  x 
mit  1  —  X 

B{a,h)  =Jx^^(l-xy-^dx  =fa^'^(l'^xy-^dx  =  B{ö,ä). 

Das  Integral  /  x^"^  (1  —  a;)*~*  dx  hängt  sonach  symme- 
trisch von  den  Parametern  a  und  b  ab,  obgleich  der  zu  in- 
tegrirende  Ausdruck  keinesweges  eine  symmetrische  Function 
von  ihnen  vorstellt. 

Weniger  einfach  "würde  man  dieses  Fundamentaltheorem 

erzielt  haben^  wenn  man  in  J  x^~^  (1  —  a;)*~*  dx  die  Variabele 

0 

X  =  — "t-^  gesetzt  hätte;  indess  bietet  diese  Substitution  noch 

den  andern  y  hier  zu  berührenden  Yortheil,  dass  man  mittelst 
derselben  ohne  Mühe  die  Berechnung  der  Function  B{p^b) 

auf  die  de»  Integrales  By-^y  &)  zurückzuführen  vermag.  Denn 

man  hat 

1 

B{a,  h)  =  ^,  J  (1  +  y)-i  (1  -  y)»-i  dy 


—  1 


=  ^l^i\J{l+y)-K'^-yf-'dy+Ji\-yY-\\+yf-'dy\. 


00 

^'   „«-1 


*)  Hätte  man  das  Integral    1   — — -;  mittelst  der  einfacheren 

Substitution  ——. —  =  w,  d.  h.  a;  =»     ^  ^  umgeformt,    so  hätte  man 
1  +  ^  y 

1 

das  Integral  /a;*~*  (l  —  xf"^  dx,  d.  i.  nach  Binet's  Schreibweise  B(b,a) 

0 

CO 

/a— 1  j 
— ^^  müsste  hiemach  zunächst  bei 
(1  +  xY"^ 

Anwendung  der  Binet^schen  Bezeichnung  durch  B{bya)  vorgestellt  wer- 
den. Der  Vergleich  beider  Substitutionsresultate  aber  zeigt  dann,  dass 
B{ayh)^  Bifida)  ist.  üebrigens  lässt  sich  aus  B{h,  a)  sofort  B{a,h) 
durch  VertauBchung  von  x  mit  1  —  a;  erzielen. 
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und  daher  ist  für  a  =  ^ 

B  {h,  b)  =  ^i   /*  (1  -  y^-»  dy. 

0 

Das  Integral  rechts   aber  nimmt  für  y"^  =  u  die  Form 

1  ^ 

1     r  i-i 

y    I  (1  —  uy-^  u*       du  an,  und  folglich  ergiebt  sich  der 

von  Legendre  gefundene  Satz 

Eine  andere  interessante  Eigenschaft  der  Function  B{a,  b) 
gewinnt  man  durch  folgende  Betrachtung.    Addirt  man  näm- 


00  00 


/x^       dx  i      X        dx 

.    I     N«-f *  und    /    .    .     xa-f^;So 

kommt 


OD 


^  J     (1  +  ^)"+* 

1 


Jedes  von  diesen  Integralen  aber  geht  in  das  andere  über, 
wenn  man  in  ihm  x  mit  —  vertauscht.  Und  demnach  ent- 
springt  die  Gleichung 

OD  1 

—^  'dx=    I ±-^ri-  •  dx, 

1  0 

die  von  Enler  für  den  Fall  a -j- b  ^  1  gefunden*),  von 
Legendre  aber  als  allgemeingültig  erkannt  wurde. 


1  » 

f  1  +  a?  «m  an  /  1+^ 

0  1 


Vergl.  §.  29. 
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00 


/n — 1    j 
-TTL  statt 
(1    +  ^t)«+* 


X  e^^y  so  folgt 


QO  OD 


B{a,b)-2J    __j-__2J    («-  +  e-«)-H 

—  CO  —  ae 

0 

Mithin  ergiebt  sich  für  a  =  /  -(-  r,  h  =  t  —  r 

00 

0 


§.  32. 

Theoreme  9  welche  aas  der  Aendemng  der  Argamente  a  nud  b  am 

ganze  Zahlen  entspringen. 

unterwerfen  wir  das  Integral 

B(a,  b+l)  =(x^-\l  —  x)^  dx 

der  theil weisen  Integration^  so  gewinnen  wir  den  Satz 

1.  ^(a,  *  +  l)=^^(a  +  l,ft). 

Andererseits  aber  ist 

jx^''^{l-'xYdx=:tx^^{l--x)^^dx—lx^{l  —  x)^^dx, 

0  \)  0 

d.  h. 

B{a,  b  +  l)=^  B{a,  b)  -  B{a  +  1,  b), 

und  daher  entspringt  der  Gleichung  1.  zufolge  die  neue  Be- 
ziehung 

2.  B{a,b)==^-^B(a-\-l,b) 


a 


Da  diese  Formel  für  jedes  positive  a  und  b  Geltung  be- 
sitzt; so  kann  man  dieselbe  wiederholt  in  Anwendung  bringen. 
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Bezeichnet  mitbin  n  eine  ganze  Zahl ,  so  hat  man  das  schon 
seit  Stirling  bekannte  Theorem*) 

Indem  man  hierin  n  =  \  setzt  und  bedenkt,  dass 
5(1,  V)  ■=    /*a*-'  (1  —  .t)i-*  rf/c  =  X, 


'r 


h 


gewinnt  man  noch  die  Beziehung 
also 

4.  /f  ^ö,  wj   =  ^7(^-1)  (Ä  +  2)  .  .  .".  (6  +  a"- IJ ' 

eine  Formel,  welche  von  Wallis  gefunden  ist.*) 

Vermöge  der  Gleichung  3.  kann  nicht  nur  die  Function 
B  {a  -\'  fij  V)  auf  das  Integral  B  {a,  b)  zurückgeführt  werden, 
sondern  auch  für  B  {a  -]'  n,  b  -j-  h)  ist  dies  möglich,  sofern 
h  gleichfalls  eine  ganze  Zahl  ausdrückt.  Denn  man  hat 
zunächst 

anderseits  aber  ist  ebenfalls  nach  3. 

nChO-h  n\  —     ^(^+^)(^  +  2)  (^  +  3)  .  ...(6  +  A~l)      n(„  ^v 

mithin  schliesslich  durch  Verbindung  beider  Relationen 

5.  B{a  +  n,b  +  K) 

(iH-6)(«+H-i).-..(fl+^+Ä-i)(«+6+/0(«+H^+  ^^'  ^ 

Diese  Gleichung  aber    kann  wiederum  zur  Darstellung 

eines  Abhängigkeitsverhältnisses  der  Function  B  [a — n,  b — k) 

von  B  (a,  b)  dienen,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  a  —  n  und 

b  —  h  grösser,  als  Null  sind.     In  der  That  erhält  man  sofort 

B  (a  —  nyb~h) 

—  ^\^y^)  ^a  —  n){a--n~-\-\) («  —  i)  (^  - /,) {b^l) 

_   J?J±  i  -AU^+L-  2)  ■  ■  :^ .  {a  +  b--h  -_n) ^  ,        . 

"^  (fl  —  1)  (fl  —  2) (fl  —  7i)'(6  —  1)  (Ä  —  2) "(i  -  A)       ^"'  ^> 


*)  Vergl.  J.  Binei  Memoire  sur  las  iutägraleB  d^finies  EuMriennes  etc. 
in:  Journal  de  Täcole  polytechnique  ^  cah.  27,  p.  ISS. 


1 
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Ganz   ebenso    einfach   wird  endlich  aus   Gleichung  3.  diese 
entspringen: 

6.    B{a  +  n  +  h,b  —  h) 

,^  ß  r^    h\  a.(a  +  l) (a  +  n  +  h  —  1)  

^  y">  ^;  (6— 1)(6-2)....(6— Ä)(fl+^)(«+6+l) (a+b+n—l) 

WO  n  und  h  selbstverständlich  ganze  Zahlen  bezeichnen;  denn 
man  hat  nach  und  nach: 

und 


§.  33. 
Darstellung  Ton  B  {a,b)  durch  ein  unendliches. Prodnet. 

Der  natürlichste  Weg,  welcher  sich  jetzt  zum  Zwecke 
weiterer  Untersuchungen  darbietet,  ist  offenbar  der,  nachzu- 
sehen^ was  aus  der  Gleichung 

wird,  wenn  man  sich  das  n  wachsend  denkt.  So  würde  augen- 
scheinlich unsere  Function  B  {a^  b)  durch  ein  unendliches 
Product  dargestellt  werden,  falls  derErganzungsfactor^(tf4-w,&) 

=  /  (1  —  xy^^  af^"-^  dx  mit  unaufhörlich  wachsendem  n 

der  Einheit  sich  näherte;  allein  eine  leichte  Untersuchung 
zeigt,  dass  in  dieser  Weise  eine  Vereinfachung  der  genannten 
Art  bei  B  (ö,  b)  nicht  erzielt  wird. 

Beachtet  man  nämlich,  dass  x  zwischen  0  und  1  sich 
befindet,  so  muss  offenbar  die  Differenz 

B  {m'y  b)  —  B  (»I,  b)  =  f  {1—xf'^  a;«'-^  (1— o;-— "')  dx 

der  beiden  Integrale  B  (m,  b)  und  B  (m,  b)  positiv  sein,  wenn 
m  >  m.  Wächst  also  das  eine  Argument  der  Function 
B  {ttj  b)y  so  nimmt  das  Integral  ab  und  folglich  muss  mit 
unendlich  wachsendem  n  das  Integral 
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B(a+n,  b)  =/^""^  (1— 0;)«+'— i  dx 

die  Mull  zur  Grenze  haben. 

Nun  folgt  aber  noch  aus  B  {m,  b)  >  B  (m,b)j  dass 

B  (m,  b)        . 

B  (»I,  6)  ^    ^' 

Sollte  es  daher  nicht  möglich  sein  ^   dass  für  unendlich  wer- 

dende  m  und  m  der  Quotient  ^ .   '  ^-  von  1  um  weniger  als 

eine  noch  so  kleine  Grosse  verschieden  ist?  Wäre  dies  etwa 
der  Fall ,  so  würde  offenbar  der  Quotient 

Bja,^)    ^  a{a  +  b) (a  +  n  —  l)(a  +  b  +  n  ^  i)    B(a  +  n,  h) 

B  (a,  b)  a{d  +  b)..,,  (a  -f  n  —  1)  (a'-f  A  +  «  —  1)     B  {a'+  n,  b) 

augenblicklich  als  unendliches  Product  sich  darstellen  lassen. 
Ein  solches  Yerhältniss  aber  findet  in  der  That  hier 
Statt.  Denn  lassen  wir  die  Grossen  m  und  m  so  wachsen, 
dass  stets  m'  -\'  h  >  m  ist,  wo  h  eine  constante  ganze  Zahl 
ausdrückt;  so  hat  man 

B  (m  +  h,  b)        . 

Für  B  (m\  b)  aber  gilt  jetzt  die  Gleichung 

und  hieraus  entspringt ,  da  h  constant  bleiben  soU^ 

B{m  +h,b)  =  0  B{m,b), 

wo  ö  ersichtlich  einen  der  Einheit  sich  nähernden  echten 
Bruch  bezeichnet.  Mit  Benutzung  dieser  Relation  aber  geht 
aus  der  Ungleichheit 

B  {m  +  A,  b)        , 

B{m,b) 

unmittelbar  die  andere  hervor 

B  (m\  b)        j^ 

und  somit  hat  man  die  Beziehung 

1_  B  {m\  b)  . 

0    ^   B(m,b)    ^      ' 

Daher  ist  schliesslich 

lim  ^>ll)  ^  1 
""^  B  {in,  h)  ^' 
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Mithin  besteht  wirklich  die  Gleichnng 

B  {a,Vl        a_{a-irb )(«'  + 1)  (a  +  &  +  lMa  +2)  (a  +  » +2) .    ., 

S{a,  b)         a  («^+  A)(a+l)(fl'  +  6+l)(«  +  2)(a'  +  6  +  2)... . .  '"  '"' * 

Indem    mau    aber    hierin    a  =>  \  setzt,    entspringt    wegen 

V"7  ^)  —  y  •  -ip  ^  1)  '  (ö  +  1)  (6 _|.  2) 

Weil  aber  vorstehende  Gleichung  für  jedes  positive  a  und  b 
Geltung  besitzt;  so  darf  man  auch  statt  a  a  -\^  \  schreiben. 
Wird  diese  Substitution  vollzogen,  so  kommt 

und  hieraus  fliesst  in  Folge  der  Relation  B  {a,  b) = ^^-p-B(a  + 1,  b) 
sogleich  wieder  die  schon  von  Euler  gekannte  Gleichung 

^'^"''')  ab         {a+i)i,b  +  l)       {a  +  2){b  +  2) 

Elegant  lässt  dieselbe  sich  darstellen ,  sofern  man  das  Pro- 
ductenzeichen  in  Anwendung  bringt*,  man  erhält  so 

B  (a,  b)  =  « +-*  7T/^l+?  +  '\. 


§.  34. 
Definition  der  Gammafünetion. 

Schon  die  nächstfolgende  Untersuchung  wird  lehren  ^  in 
welch'  innigem  Zusammenhang  das  Euler'sche  Integral  der 
ersten  Ai*t  mit  dem  der  zweiten  Gattung ,  der  sogenannten 
Gammafunction  steht.     Man  begreift  hierunter  nach  Le- 

gendre  ein  Integral  von  der  Form  fe-'^oc^^^dx  und  be- 
zeichnet dasselbe  mit  dem  genannten  Forscher  gewöhnlich 
durch  das  Symbol  r{ä). 

Wie  aus  den  Elementen  bekannt  ist,  lässt  ein  solches 
Integral  unbestimmt  nur  fOr  ein  ganzes  a  sich  integriren. 
Soll  für  irgend  ein  a  dasselbe  zwischen  den  Grenzen  0  und  cx> 
genommen  werden,  so  ist  offenbar  vorher  zu  entscheiden,  ob 
ein    derartiges  Beginnen  nicht    auf  Ungereimtheiten   führt. 
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Diese  Frage  beantwortet  sich  für  die  obere  Grenze  sofort, 
wenn  man  nur  erwagt,  dass  wegen  e*  =  1  +  —  +  :i — ä  + 

die  Grosse  e"~*  kleiner  ist,  als  eine  Gonstante,  dividirt  durch 
jede  noch  so  hohe  Potenz  von  a:;  es  wird  folglich  für  die 
obere  Grenze  das  Integral  nicht  sinnlos.  Dagegen  muss 
wegen  der  Grenze  Null  die  Constante  a  wesentlich  positiv 
sein,  weil  * —  wie  unmittelbar  einleuchtet  —  för  ö<0  das 
Integral  einen  unendlich  grossen  Werth  darbieten  würde. 

Leicht  würde  es  nun  sein,  schon  jetzt  einige  Eigenschaften 
dieser  äusserst  wichtigen  Ganmiafunction  abzuleiten;  wir  be- 
schränken uns  jedoch  vorläufig  auf  die  Bemerkung,  dass  man 

nach  Gauss  das  Integral  Je-'  x—^  dx  zweckmässiger  durch 

0 

77  (a — 1)  bezeichnet,  dass  aber  diese  Bezeichnungsweise  nicht 
eine  so  grosse  Verbreitung  als  die  Legendre'sche  gefunden  hat. 

§.  35. 

Darstelliing  von  B  (a-\-n,b)  durch  m^^  r{h)  für  ein  unendlich 

grosses  r. 

In  §.  33  erwähnten  wir,  dass  der  Ergänzungsfactor 
B  {a  -\-  riyh)  der  Gleichung 

^   '    '  ö(ö+l) (fl  +  n  — 1)  V      I      7    / 

für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  n  der  Null  sich  nähert. 
Nur  dies  ist  nicht  klar  geworden,  wie  die  Annäherung  an 
Null  geschieht.  Um  hierüber  jetzt  Aufschluss  zu  erlangen, 
setzen  wir  der  Kürze  halber  a  -\-  n  —  \  =  m  und  substituiren 
in  dem  Integrale 

/?  (a  +  w,  h)  =fx^-^  (1  — ;r)"*  dx 


statt  X  die  Grösse  — .     Dadurch  gewinnen  wir  die  Form 


B{a  +  n,h)  =  w-*  /"z*-i  ^1  —  "^X  dz, 

0 

Wäre  nun  hierin  z  von  m  unabhängig,  so  würde  für  ein  un- 

Metxk,  bestimmte  Integrale.  7 
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endlich  grosses  m  der  Ausdruck  (1 ^|    offenbar  mit  e~' 

gleichbedeutend  und  sonach 

B{a  +  n,h)  =  m-^  r{b) 

sein.  Obwohl  nun  von  einer  derartigen  Substitution  unmittel- 
bar nicht  die  Rede  sein  kann^  so  lässt  sich  doch  fragen, 
welche  Bedingungen   erfüllt  sein  müssen,   wenn  für  ein  mit 

m  veränderliches  z  die  Potenz  1 1  — ~\    der  Exponential- 

grosse  e""'  gleichgesetzt  werden  soll. 

Diese  Frage  wollen  wir  in  dem  folgenden  Par^rapben 
zu  beantworten  versuchen. 

§.  36. 
Bedingung^  unter  welcher  lim  (i — -L)*  =  c~'  gesetzt  werden  darf« 

Bekanntlich  lässt  sich  jede  zweitheilige  Grosse  1  —  ti, 
in  der  u  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet,  durch  einen 
Ausdruck  von  folgender  Form  darstellen: 


^ig(i-«)  =  e    ^      ^     ^ 
Nennen  wir  nun  der  Kürze  halber  die  Summe 


m'     I     m'      I     «*• 


—  4-  —  4-  —  4-       .      =  U 
so  ist  offenbar 
U>''^  und  <^(l-f„  +  «»  +  „»+....)  =  ^.-±.;^. 

Daraus  folgt,  dass  fÖr  «  <  —  "die  Grösse  U  zwischen  «'  und 

2 

—  sich  befindet  und  demnach  =  -ö*  ?i*  gesetzt  werden  kann, 
wenn  ^  einen  zwischen  -5-  und  1  liegenden  Factor  ausdrückt. 

Ist  mithin  —  =  w  <  ir>  <i«  h.  ist  r  <  ~,  so  dürfen  wir 

m  2 '  2 ' 

stets  die  Gleichung  bilden 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort,  dass  wie  beim  constanten  z 
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lim  |1  —  -*-|     =e~=  Statt  finden  wird,  wenn  nur  das  hier 
veränderliche  z  langsamer  als  l/fw   wächst,   also  lim  —  ^  0 

in 

wird.     Dagegen  nähert  sich  der  Factor  e—^^  einer  von  der 
Einheit  verschiedenen  Grenze,   sofern  lim  —  «=  00  ist,   oder 

wenn  —  einen  endlichen  Werth,  was  z.  B.  für  z  =  —  ym  —  3 

eintritt^    erwirht.     In    allen    Fällen    aber   ist  (1  —  — )     nie 
grosser,  als  tf~*,  selbst  wenn  z  bis  m  geht. 

§.  37. 

Untersuchung  des  Integrales  /r*~*  (1  —  '-\dz. 

Die  vorhergehende  Betrachtung  liefert  uns  augenblicklich 
das  Mittel,  eine  genaue  Eenntniss  des  früher  gewonnenen 

Integrales    Iz^-Ml  —  — )    äz  uns  zu  erwerben.     Dabeiist 


/"-O-i) 


IN 


indess  der  Umstand  nicht  zu  übersehen,  dass  nicht  für  das 
ganze  Intervall  von  0  bis  m  unsere  Annahme  z  <  y  befrie- 
digt wird  und  sonach  auch  nicht  unmittelbar  1 1 ^  j  =  e 

gesetzt  werden  kann.  Zerlegt  man  aber  das  Integral  in  eines 
von  0  bis  p  und  in  ein  anderes  zwischen  den  Grenzen  p  und 
m  und  setzt  zugleich  voraus,  dass  die  zwischen  0  und  m  be- 

findliche  Zahl  p  stets   die  Bedingung  lim/*   =0  erfüllt;   so 

darf  man  offenbar 

Ö  0 

identificireu,  während  man  für  das  Integral  von  p  bis  m  so- 
gleich die  Beziehung 

e-'  :?*-*  dz 


rz^'^U—l-Y  dz  mit    /*2*-» 


f^'~i'-^T'^<f 
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gewinnt.     Und  nennt   man  nun  M  den  zwischen  dem  Maxi- 


z 


mum  und  Minimum  von  e^^i^  innerhalb  des  Intervalles  von 


0  bis  p  befindlichen  Factor,  welcher  der  Gleichung  lim  e~^-i^  =  1 
zufolge  mit  wachsendem  p  und  m  gleichfalls  der  Einheit  sich 
nähern  wird;  so  ist  in  aller  Strenge 


m 


J  z*->  (i  -  ^y  dz  =  r{b)  (1  +  s) 

0 

zu  setzen,  wo  mit  wachsendem  p  s  die  Null  zur  Grenze  hat. 
Für  das  zweite  Integral  hingegen  hat  man  augenschein- 
lich die  Gleichimg 

IN 

lim 


lim   r  z^-^(\-lY  dz  =  0. 


p 


P-{' 


Da  nun  B  {a  -{-  n^  b)  =  m-^    /  z^-^  ( 1 ^  j  rfz  gefunden 


wurde;  so  wird  jetzt  in  völliger  Strenge  die  Beziehung  be- 
stehen 

B(a  +  n,b)  =  m-^  r(b)  (1  +  a). 

§.  38. 
Dargtellnng  der  Oammafünetion  durch  ein  nnendliehes  Produet* 

Setzen  wir  nunmehr  in  der  Gleichung 

^(^'^)=       a,(a  +  l)(a+2) («  +  «-T)~  ""        n^),«=CX) 

a  =  1 ,  so  entspringt 

nf>)  =  bTw+i) (A+n)' "  =  °°- 

Beachtet  man  aber,  dass  im  Unendlichen  m  =  a  -{-  n  —  1 
und  n  das  Verhältniss  der  Gleichheit  besitzen*),  so  kann 
man  auch  schreiben 

*)  Unter  dieser  Aasdrucksweise  verstehen  wir  die  Beziehung 

a  -\-  n  —  1  


lim  "  T-^-    *  =  1. 

n 


< 
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Diese  Gleichung^  welche  also  r(b)  durch  eine  unendliche 
Factorenfolge  darzustellen  lehrt  ^  bildet  eine  der  schönsten 
und  frühesten  Entdeckungen  Euler's.  In  einem  an  Goldbach 
gerichteten  Schreiben  vom  13.  October  1729*)  theilt  er 
nämlich  ohne  irgend  eine  weitere  Auseinandersetzung  den 
ins  Unendliche  verlaufenden  Ausdruck 


l  +  ft  2  +  Ä  3  +  6 

als  Lösung  einer  Interpolationsaufgabe  mit;  und  in  diesem 
Sinne  wurde  dies  Product  auch  von  Euler  zuerst  im  2.  Bande, 
Kap.  17  seiner  Differentialrechnung  bekannt  gemacht.  Dass 
jenes  unendliche  Product  aber  nur  eine  veränderte  Form  des 
obigen  ausdrückt,  ist  leicht  zu  sehen;  deun,  da  iu  der  Un- 
endlichkeit n*  mit  (n  -f-  1)''  vertauscht  werden  darf,  so  erhält 

man  sogleich,  wenn  (n  + 1)*  =  (yj    [jj   (!) \ij 

geschrieben  wird. 

Auch  Gauss  ist  in  seineu  berühmten  Untersuchungen 
über  die  hypergeometrische  Reihe  auf  die  Gleichung  1  ge- 
führt worden  und  hat  sie  zur  Definition  der  Gammafunctionen 
benutzt,  ein  Verfahren,  das  ohne  Zweifel  bei  der  Betrachtung 
der  Gammafunctionen  an  sich  vor  jeder  andern  Erklärung 
derselben  den  Vorzug  verdient.  Denn  sie  bietet  vor  allem 
den  Vortheil,  dass  für  negative  gebrochene  Argumente  die 
Function  Gamma  nun  nicht  aufhört,  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  zu  sein.  Es  lässt  sich  nämlich  sogleich  zeigen,  dass 
Gleichung  1  für  b  —  1  noch  Geltung  besitzen  muss,  sofern 
sie  nur  für  irgend  ein  Argument  b  nicht  ohne  Bedeuiuug  ist. 

In  der  That,  aus  1  ergiebt  sich  sofort 

^^  ~  T    '    (ft-f-l)(6  +  2)..  .  .  .  .  (ft  +  n  -  1)    '    V+J>   ''  ""  ^' 

Da  nun   im  Unendlichen  zwischen  n  und  n  -\-  b  zuletzt  das 
Verhältniss  der  Gleichheit  besteht,  so  hat  man  auch 


*)  CorrespondancG  matbämatique  et  physique  de  quelques  cdlebres 

geometres  du  XVIII^'*'  siöcle  etc.   par  F.  H.  Fusa.    Tome  I. ,  page  3. 
St.  P^tersbourg  1843. 


1 


;2    ==   CX> 
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rfh\  ^     .   ^  .2.3 n «&— 1 

^^^^~   h        (b  +  l){h  +  2) (6  +  11-1)  ' 

d.   h. 

1.   r{b)  =  {b—[)  r(^— 1). 

Oben  aber  wurde  gezeigt,  dass  unter  Voraussetzung  eines 
positiven  b  für  ein  ohne  Aufhören  wachsendes  n  die  Glei- 
chung 1.  wirklich  zum  Vorschein  kommt,  mithin  muss  nun 

vermöge  der  Beziehung  r(b  —  l)  =  r^^  auch  F(6 — 1)  noch 

dann  eine  bestimmte  Grösse  ausdrücken,  wenn  b  einen  posi- 
tiven echten  Bruch  bedeutet.  Daraus  aber  fiiesst  immer  mit 
Berücksichtigung  der  Relation  I.  sogleich  weiter,  dass  über- 
haupt für  ein  gebrochenes  negatives  Argument  die  Function 
r{b)  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  sofern  ihre  Definition  durch 
die  Gleichung 

,  „/,  V  1  1.2.3 n  . 

^-     ■f^(*)=  6  •(Ä  +  -iHMr2).:.:-.(T+^)-"  '  «  =  *' 

gegeben  wird. 

Bezeichnet  hingegen  b  eine  negative  ganze  Zahl  oder 
die  Null,  so  muss  in  Uebereinstimmung  mit  unserer  ursprüng- 
lichen Erklärung  der  Gammafunction  als  bestimmtes  Integral 
auch  hier  r(b)  eine  imendliche  Grösse  vorstellen. 

§.  39. 

Fnndameutaltheoreme  über  Gammafanctionen ,  gestützt  aaf 

Gleichung  1. 

1.  Vorhin  haben  wir  mittelst  der  Definitionsgleichung  1. 
in  höchst  einfacher  Weise  das  Theorem 

1.  a  r{a)  =  r{a  +  1) 

entwickelt.  Ausser  diesem  bestehen  aber  noch  zwei  andere 
Fundamentaleigenschaften  der  Gammafunction,  die  wir  jetzt 
erörtern  wollen. 

2.  Bedenken  wir  zunächst,  dass  dem  Vorhergehenden 
zufolge  für  r{ä)  die  Gleichung  Statt  findet 
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wo  e«  mit  wachsendem  n  verschwindet;  so  wird  offenbar 

r(i  - «)  =  j^„ .  (,_,);3-„f.;::-(;;t-^  -'-"  o +*'-), 

wo  ebenfalls  wieder  lim  «'„  =  0.    • 

Multiplicirt  mao   nun    beide  Gleichungen  mit  einander, 
so  kommt 

r(a)  r(l  -  a) 

^  a(l«— o»)(2»— a»)  ....  (n«-o»)  "  »+l-a  ^^"l"*»^  11  +  «»; 
(1  +  O  (t  +  t'J  i_ 

•(-S)H) (-S)  H^' 

Diese  Beziehung  aber  vereinfacht  sich  für  n  =  oo\  denn 
in  diesem  Falle  wird 

lim  (1  +  «,)  (1  +  5',)  .  -- i^  =  1 , 

n 

und  a  (i— fi^)  (^"~^) {^"~^)    8^^*   ^^^    Benutzung 

der  bekannten  Formel 
sin 


in  den    Ausdruck  —  sin    ait  über.*)     Für    beliebige    reelle 

Werthe  von  a  gilt  daher  die  zweite  Eigenschaft  der  Gamma- 
function 

n.  r(ä)  rn  — «)  =  -r^ — 

^  '       ^  ^  Bin  a  3c 

Zwar  ist  dieselbe  für  ein  ganzes  a  und  a  =  0  ohne  eigent- 
liche Bedeutung,  weil  ihre  beiden  Seiten  auf  das  Unendlich- 
grosse führen,  indess  kann  man  der  Analogie  zufolge  auch 
für  diesen  Fall  die  Gleichung  II.  als  richtig  ansehen,  nur 
muss  man  sich  hüten,  bei  der  Form  co  =  oo  an  eine  wirk- 
liche Gleichheit  zu  denken. 


*)  Vergl.  §.  83,  5. 
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3.     Bezeichneu  r  und  m  ganze  positive  Zahlen,  so  ist 


r 
a-\ 1 

IM 


(1+^.) 


r 


1.2.3 n  .  m  „m 


{ma-\-r)(ma-^r-\-m).,,{ma-\-mn'\-r  —  wi)  \       i^    «/ 

Daraus  folgt,  wenn  r  =  0,  1, m  —  1  gesetzt  wird 

und  sämmtlic^e  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt  werden, 

r«r("+i)r(«+i)----r(«+=^) 

(1.2.3....n)     ,m       .n  ^*     »^  ts  %  ^ 

~     ma-{ma+\) Jüiä+n^ii^iJ  ^     "T  ^«J  5 

d»    bedeutet   hierbei    selbstverständlich    wieder    eine  Grösse, 
welche  mit  wachsendem  n  der  Grenze  Null  sich  nähert. 

Nehmen  wir  nun  andererseits  ma  als  Argument  der  Func- 
tion Gamma  und  schreiben  wir  mn  statt  des  beliebigen  ;i, 
so  erhalten  wir  die  Beziehung 

rima) — 7— ?;^'":"-^ — -. (mw)— ^  (i  +  *o.  ^^  *».' = o. 

Diese  Gleichung    aber    mit    der   vorhergehenden    verbunden 
zeigt  sofort,  dass 

m-'^  r(ma) 

=  i-2--3- •-^'»"'^^  -^ (l  +  *-"),  lim  dV  =  0 

seiu  wird.    Es  fragt  sich  daher  bloss  noch,  welchen  Werth 
wir  dem  Ausdrucke 

1  .2.3 m  n  w—  1 

fi 

für  ein    unendliches  n   beizulegen  haben.     Denn  dass  diese 
Grösse  mit  wachsendem  «   einer   Grenze  q){fn)   sich    nähern 

muss,  sofern  wenigstens  keines  der  Argumente  a,  a  -\-  -  , ... 
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mit  NuU  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  zusammenfällt, 
leaehtet  unmittelbar  ein. 

Der  einfachste  Weg,   diese  Grenze  (p{m)  zu  entdecken, 

aber  besteht  in  Folgendem.     Setzt  man  nämlich  a  =  -  und 

beachtet,  dass  F(l)  ersichtlich  =  1;  so  hat  man  zunächst 

im) 


mri^ ri"^)-'- 


m 


Und  schreibt  man  mit  Gauss  die  Gleichung  nochmals,  indem 
man  die  Ordnung  der  Gammafunctionen  umkehrt;  so  bekommt 
man  aus  dieser  neuen  und  der  vorhergehenden  Gleichung 
die  andere 

r{^)i\-  h)r{i)  r(-  i)-  •  ■  ■r(=?*)r{i) 

Mit  Benutzung  des  Theoremes  II.  aber  heisst  dies 

«  >  •  • 


.    n         .     2  «  m — 1  .    «     .    2  «  m — 1  ' 

am  —      sin  —  sin  '"^         sm  —  sm  — sm '^ 

mm-  m  mm  m 


-m" 


Nun  ist  bekanntlich 

M-l 


n  ^'-^ = ^*) 


*)  Sei  jc«  —  1  =  0,  80  wird  der  Ausdruck 

'isjt  . 
2äw    ,     .    .     28n  — ■  * 

X  =^  cos h  ^  siii  —  =  e  *• 

m       '  m 

die  m  Wurzeln  der  vorgelegten  binomiBchen  Gleichung  liefern ,  wenn  för 
s  irgend  m  auf  einander  folgende  ganze  Zahlen  gewählt  werden.  Setzen 
wir  demnach  «  =  0,  1,2,  ...wi— -1,  und  beachten  wir,  dass  die  Wurzel 
jr  =  1  für  *  =3  0  erscheint;  so  stellt  offenbar  für  «=1,2,  ...m  —  1 

e  "•      die  Wurzeln  der  Gleiohimg 

X  =  -     -r  =  0 

X    —    l 

vor,  d.  h. 
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und  demnach 

I — 1  m  L     "*    J    ' 


^m — 1 


«     .    2  «  .     »«- 

sin  —  sin  — Bin n 

m  m  m 

also^  da  (p(fn)  nur  positiv  sein  kann^ 

Mn-l  1 

(p(,w)  =  (23r)  *    m\ 
Weil  nun  allgemein 

SO  hat  man  jetzt  das  wichtige  ^  von  Gauss  zuerst  entdeckte 
Theorem 

ii..rwr(,+i) r(«+^) 


.«•— 1 


Wird  hierin  ic=l  gesetzt,  so  folgt  nun  wegen  X=^l-^-x-\-x^-{-  •  •  +x       ==/« 
die  Beziehung 

m 


=ny'-') 


oder 

m— 1    ^  m— 1 


=  I  Hl — cos isin — )=|  |2sin—  sm icos— 

J.jI.\  m  m  /      JL  J  m[_       m  mj 


1  sn 


=.  (_  2l)-^?  IJ  ^^^^      ^"*  ' 

1 
Aber 

n""'   '^'        ^.•(1+2+3+....+«-!)      /        ir,    .  .    ir\""'      /  ,    V 
e«  =6'«  =^^cos-+/sm-j      =1^+7       ^ 


daher 

m-l 


IT 


sn  m 

sm  —  = 


^  m         2**"'* 


ff  ß 
*)  Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam  1  -(-  —^  x  +  etc. 

1  .y 

Nr.  26,  formula  57,  (Gauss  Werke.    Bd.  3.) 
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4.  Bei  der  Besiammung  des  Grenzausdruckes  <p  (m)  haben 
wir  mit  Gauss  und  Legendre"")  auf  die  in  n.  ausgedrückte 
Fundamentaleigenschaft  der  Gammafuiiction  uns  berufen.  Eine 
derartige  Benutzung  ist  indess  keinesweges  erforderlich  ^  wie 
wir  nun  nach  Serret's  Vorgange  zu  zeigen  versuchen  .wollen**). 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

so  lässt  sich  die  Greuzgleichung 

,    ^         ,.        (1.2.3 n)"*  »i"*'*+^ 

q)(m)  =  hm  \    ^    » r 

^^    ^  1.2.3 mn       «*— ^ 

n    2 

augenscheinlich  in  folgender  Form  darstellen: 

Weil  aber  die  ganze  Zahl  n  nur  unendlich  gross  werden 
soll,  sonst  aber  willkürlich  ist,  so  müssen  offenbar  auch  fol- 
gende Gleichungen  bestehen 

^m  —  am  ^^2^^^  , 
A    =  :^  =  lim  £*(^  •  lim  I*(^^ 
=  lim  l^^M"  •  lim  [»<""'"•. 

'™  U(2ii)  J     •  "™   ^(2nm) 

Nun  ist  für  m  =  2 

4  =  lim  f^^"^!-' =  lim  £^^^^^^* 
mithin  wird 

Die  Grösse  A^  aber  bestimmt  sich  vermöge  der  von  Wallis 
gegebenen  Formel 

K_ y         2.2.4.4.6.6  .....  2«  — 2.2 w  -2. 2n  

—         um  13  3  5  5  7         2n— 3.2m— 172«  — 1  '   ^'         ^'' 

denn 


*)  Legendre.  Trait<5  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  Eu- 
Idrieimes.  Tome  II. 

**)  Coara  de  calcal  diffärentiel  et  integral ,  Tome  II. ,  page  190  etc. 
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j  <PC2)  _  ,.       (i.2.3... .  «)«  2^^ 

^2=  j/2    "^'-^  1.2.3....  2n     ^i 

y      •2.4.6  ....  2n     2.4.6  ....  2w->2.2n  ^ 

^°^  2.4.6~.2n  '      1.3.5  ....Tn—  l      ^\ 

m  

,.       ^/272.4.4T6~"6"....  2»  — 2.2«— 2.2/1     ^^'^^^1/4    ^ |/g~ 

"^  f     1.3.3.5.5.7  ....  •2w  —  1.2n  —  l  '      n  f  2""'^     ^' 

und  sonach  folgt  wie  oben 


m-l 


(p{m)  =  {2n)  ^    m". 

Nicht  ohne  Interesse  ist  übrigens  noch  die  Bemerkung^  dass 
mit  Benutzung  des  Theoremes  IL  und  der  Formel 

/^(«)/'(«  +  i)  •  •  •  •  /^(«  +  ^)=m— /lm«).y(m) 

die  Grösse  A^  sich  sofort  bestimmt;    denn  für  «==-7   und 
m  =i2  ergeben  sich  nun  die  Beziehungen 

ni)  =  y^  uud  ^  =  V2n. 


§.40. 

ZnsammenhaDg  der  Euler'schen  Integrale  erster  and  zweiter 

Gattung« 

Die  Euler'sche  Gleichung 

lässt  sich  mit  Anwendung  des  Productenzeichens  77  kurz  in 
folgender  Form  schreiben 


N 


1 

Oifenbar  darf  bei  einer  solchen  Darstellungsweise  die  obere 
Greuze  n  nicht  unmittelbar  durch  das  Zeichen  (x>  angedeutet^ 


00 


also  nicht  r{b)  =      n^  l  \  fi:     geschrieben    werden,    weil 


b  +  s 
1 


109 


OD 


sonst  das  ganze  Product  eine  mit   I  I    _?      unendlich   klein 

werdende  Grösse  ausdrücken  würde. 

Bildet  man  nun  die  beiden  ähnlichen  Formeln 

1 

und 

n 
1 

und  nimmt  man  in  sämmtlichen  Relationen  dasselbe  72;  so 
lassen  sich  diese  drei  Gleichungen  durch  Multiplication  und 
Division  zu  der  Beziehung 

.  r{a)  r(b)  _  fl-M  i-fjil+±±A. 

r{a  +  b)  ab     11   («  +  ,)(/>  +  ,) 

1 

verbinden,  in  welcher  1  und  00  sofort  als  Grenzen  genannt 

werden  dürfen,  weil  der  Ergänzungsfactor  w^'^*  verschwun- 

den  ist. 

Nun  fanden  wir  früher,  dass  bei  Voraussetzung  positiver 

Argumente 

1 
sind  also  in  den  Formeln  1.  bis  4.  die  Grössen  a  und  ö  positiv, 
so  besteht  auch  die  von  Euler  entdeckte  Gleichung 

Es  lasst  sich  also  jedes  Euler'sche  Integral  der  ersten  Gat- 
tung durch  drei  Gammafunctionen  ausdrücken;  die  weitere 
Entwicklung  jeuer  Integrale  ist  daher  unmittelbar  durch  die 
nähere  Erforschung  dieser  gegeben. 

§.  41. 
Bemerkung  m  den  vorgtehenden  Betrachtangen. 

Die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  geflogenen  Untcr< 
suchungen  gehören   nicht  mehr   in  das  Gebiet  der  Integral- 
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rechnung.  Da  wir  nun  aber  die  Functionen  B  und  F  als  be- 
stimmte Integrale  definirten^  so  liegt  uns  offenbar  noch  die  Ver- 
pflichtung ob;  die  vorhergehenden  Theoreme  bloss  mit  den  von 
der  Integralrechnung  dargebotenen  Hülfsmitteln  zu  beweisen. 
Dies  soll  daher  den  Gegenstand  unserer  nächsten  Betrach- 
tungen bilden.  Freilich  wird  dabei  nun  der  Umstand  ein- 
treten ^  dass  die  sämmÜichen  Eigenschaften  der  Gammafunc- 
tionen bloss  noch  unter  Voraussetzung  positiver  Argumente 
zulässig  sind;  denn  nur  unter  dieser  Annahme  kann^  wie  wir 
gezeigt;  den  Euler'schen  Integralen  eine  wirkliche  Bedeutung 
zugeschrieben  werden.  Zwar  lassen  dieselben  auch  dann  noch 
als  bestimmte  Grössen  sich  auffassen  ^  wenn  die  Argumente 
solche  complexen  Werthe  erhalten  ^  deren  reelle  Theile  zu  den 
positiven  Grossen  gehören  ^  indessen  werden  wir  diesen  Fall 
einer  nähern  Betrachtung  nicht  unterziehen^  sondern  verweisen 
hierüber  auf  Enneper's  In augural- Dissertation:  ^^Ueber  die 
Function  77  mit  complexem  Argument.    Göttingen  1856." 

§.  42. 

Umformung  der  Oammafanction  durch  Substitution.    Zweiter 
Beweis  des  FnndamentAltlieoremes  r{a  -f  1)  =  ar{a). 

Das  Euler'sche  Integral  der  zweiten  Gattung 
1.  r{a)  =  j  er'  af-^  dx 

u 

wird  sehr  häufig  in  der  Form 

1-.  r{a)  =  j {ig  ^'-' dx. 

0 

dargestellt.    Man  gewinnt  dieselbe  sogleich,  indem  man  er-"^ 

mit  x^y  also  x  mit  1  —  vertauscht*)  und  schliesslich  dieGren- 

zen  des  Integrales  umkehrt. 

Eine  andere  sehr  einfache,  aber  ungemein  wichtige  Formel 


*)  Statt  dieser  AusdrucksweiBe  werden  wir  uns  bisweilen  der  freilich 

weniger  genauen  „e~*  mit  a?,  oder  e""*=a?  u.s.w."  bedienen,  was  wir 
ja  wegen  der  völligen  Gleichgültigkeit  in  der  Benennung  des  Integra- 
tionsbnchstabens  etc.  thim  dürfen. 
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ergiebt  sich  durch  die  Substitution  x  =  kx^y  wo  k  eine  Con- 

stante  ausdrückt.  Soll  unter  dieser  Annahme  das  resultirende 
Integral  immer  eine  völlig  bestimmte  Grosse  vorstellen  ^  so 
muss  augenscheijilich  die  Constante  k  wesentlich  positiv  sein. 
Indem  wir  daher  diesen  Fall  voraussetzen  ^  erhalten  wir  die 
Gleichung 

00 

2.  Ce-i"  »«-»  dx  =  ^^"^ 


I 


der  wir  auch  die  Gestalt 

0 

geben  können^  wenn  wir  €r~^  =  x^  schreiben. 

Wird  das  Integral  der  Gleichung  1.  jetzt  der  theilweisen 

-  "        ==  0; 
0 

die  Beziehung 

I.  r(a  +  \)  =  a  r{a). 

Und  vertauscht  man  in  ihr  das  beliebige  Argument  a  mit 
a  -^  n  —  1^  wo  n  eine  ganze  Zahl  ausdrückt;  so  folgt  aus  der 
wiederholten  Anwendung  der  Gleichung  I.  die  neue  Relation 

3.      r(ö  +  n)  =  (ö  +  «  —  1)  (ö  +  n  —  2)  ....  a  r(a), 

d.  h.  mit  Benutzimg  der  symbolischen  Schreibweise  Krampfs*) 

3«.       r{a  +  n)  =  {a  +  n  —  l)»l-i  r{a)  =  a''\^r(a). 

Diese  Formel  ist  offenbar  desshalb  und  daher  namentlich 
f&r  die  Berechnung  von  Tafeln  sehr  wichtig,  weil  sie  jede 
Gammafunction,  deren  Argument  einen  unechten  Bruch 
vorstellt,  auf  ein  Integral  zurückzuführen  lehrt,  in  dem  der 
Parameter   a  <  1   isi    So  wird   beispielsweise  die  Function 

j|     (2)  *^  J.    (y)  reducirt,  indem 

r(i)-ra+')-i*f  n;t 


*)  C.  Kramp.    EMmens.  d'arithm^tiqne  nniverselle.    Cologne  1808. 
Page  348. 
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Setzt  man  //  =  1,  so  gehört  streng  genommen  das  In- 
tegral 

CO 

f(r'  dx  =  1 

0 

nicht  mehr  zu  den  Euler'schen  Integralen ,  indessen  behält 
man  der  Analogie  zufolge  auch  hier  die  Benennung  bei  und 
hat  so  die  Gleichung 

r(i)  =  1. 

Mit  Benutzung  dieses  Werthes  aber  folgt  jetzt  aus  3  die 
Beziehung 

r(n  +  1)  =  1  .  2  .  3 n  =  n!  =  l^i. 

Nach  Gauss  würde  diese  Gleichung  sich  so  darstellen 

n{n)  =  1.2.3 n, 

und  hieraus  allein  dürfte  schon  der  Vorzug  der  Gauss'schen 
Bezeichnungs weise  vor  der  Legendre'schen  einleuchten. 

Bemerkt  mag  endlich  noch  werden  ^  dass  die  letztere  Be- 
ziehung auch  verschiedenen  andern  Grössen,  wie  z.  B. 

cos  (2  Ä  n)  n(n),    (cos  ä  w)*"  Iln  .  .  ., 

zukommt*);  zur  Unterscheidung  der  Gamma  von  andern  Func- 
tionen könnte  also  diese  Delation  nicht  benutzt  werden. 

§.43. 
Beweis  der  Formel  /?(«,  b)  =';     .    1  ond  des  Theoremes  II. 

J^(«  -j-  b) 

r(a)  r  (1  —  fl)  =   .  ^      ,  0  <  fl  <  1.    Dirlehlet'sche  Formel. 

^         ^  '       Bin  «Ä 

Bei  der  Darstellung  der  Principien,  welche  bei  der  Unter- 
suchung bestimmter  Integrale  zu  befolgen  sind,  deuteten  wir 
die  Wichtigkeit  des  Theoremes  von  der  Vertauschung  der  Inte- 
grationsordnung bei  Doppelintegralen  mit  constanten  Grenzen 
an.    Der  jetzt  folgende  Beweis  des  Euler'schen  Satzes 

wird  uns  nun  zum  ersten  Male  diese  ausserordentliche  Frucht- 
barkeit des  genannten  Theoremes  in  der  Theorie  der  bestimmten 


*)  Gauss.    Disq.  circ.  seriein  etc.  Nr.  21.  Werke.  Bd.  3.  Seite  146. 
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Integrale  zur  Anschauung  bringen.    Ersetzen  wir  nämlich  in 
der  vorhin  bewiesenen  Formel 


00 


-  =  —  f 


0 


den  Parameter  k  durch  die  positive  Grösse  \  -\-  y  und  a  durch 
a  -\-  h,  wo  a  und  h  ebenfalls  das  Zeichen  plus  führen,  so  ent- 
steht zunächst  die  Beziehung 


00 


(1  +  y)'^        r(a  +  b)J  '  ^  «'^- 

0 

Wird  dieselbe  aber  mit  y*~^  dy  multiplicirt  und  darauf  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  oo  integrirt,  so  entspringt  die 
Gleichung 

CO  QO  00 

0  0  '» 

d.  h. 


QO  QO 


0  ü 

Daraus    folgt    nun    durch    Umkehrung    der   Integrationsord- 
nung*) 


00 


B{a,b)='  r(^:^)j  ^"  ^"^"'  ^^j  ^'  ^'  ^y' 


0  0 


und  dies  giebt  mit  abermaliger  Benutzung  der  Formel  2.  §.  42. 


OD 


^^^^^)=T^)J^'^'^'^^'~ 


r{b) 
b 


0 
oo 


m^.    i\-.^a^-^dx=l^'^m- 


I  er'^  oc^-^ 


Auf  den  ersten  Blick  scheint  dieser  Satz  nur  für  die  Re- 
duction  eines  zusammengesetzteren  Integrales  auf  einfachere 
Functionen  von  Bedeutung  zu  sein,  gleichwohl  ist  dies  nicht 


*)  Man  vergl.  hierbei  die  Anmerkung  zu  §.  101. 

Meteb,  bestimmte  Integrale.  8 
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der  Fall.    Denn   setzt  man  a  -^  ^  ==  1,  also  &  =  1  —  «,   so 
wird  das  Integral 

00 
0" 


00 

(a,l-a)=J  -j^-- 


unsern  frühem  Betrachtungen  zufolffe  mit ffleichbeden- 

®  1^  sm  «»  ® 

tend.     Und  daher  entspringt  nun  die  Gleichung 
II.         r{a)  r(l  -^ö)  =  -^^^,  0  <  a  <  1*), 

aus  welcher  wieder  für  a^=  —  die  andere  fliesst 
d.  h.,  weil  die  Function  jT  wesentlich  positiv  ist, 

r(i)  -  ^. 

« 

Verbindet  man  dies  mit  der  Formel  3.  des  vorigen  Para- 
graphen, so  leuchtet  sofort,  die  Wahrheit  der  Behauptung  ein, 
dass  mit  der  Kenntnis»  der  Gammafunctionen,  deren  Argument 

eine  zwischen  0  und    -  befindliche  Zahl  bezeichnet,   die  Be- 

Stimmung  aller  übrigen  Gamma  gegeben  ist. 
Das  Theorem 

stellt  sich  als  specieller  Fall  einer  von  Dirichlet**)  gegebenen 
Relation  zwischen  zwei  Transscendenten  derselben  Form  dar. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung 


00 


durch  e^^'z^-^dZj\vok  und  b  wie c  und  z  zu  den  positiven  Grössen 


*)  Einen  andern  auf  die  Keihenentwicklung  von  ~ sich  stützen- 

'^         am  an 

den  sehr  einfachen  Beweis  dieses  Theorcmcs  hat  Hoppe  in  Grunert's 
Archiv  Thl.  41,  S.  66  —  67  gegeben. 

**)  Dirichlet.  Sur  les  intägrales  Eulöriennes.  Crelle.  Journal.  Bd.  15. 
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gehören,  und  integrirt  alsdann  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo; 
80  entspringt  die  Beziehung 

00  OD  00 

Ol)  0 

deren  linker  Seite  man  durch  Umkehrung  der  Integrations- 
ordnung augenblicklich  die  Gestalt 

^     J        ik  +  yf 

0 

geben  kann.    Man  hat  daher  die  Gleichung 


dz 


ü  0 

deren  blosser  Anblick  zeigt,  dass  sie  für  c  =  0,  b  =  a  -{-  b' 
und  k  =  1  in  das  Euler  sehe  Theorem  übergeht. 


§.44. 

Das  Integral  /c""''  d  a?;  Folgerungen. 

ü 

Schreibt  man  in  der  Gleichimg  j[   ( 2  j'^  ^^  statt/    L  j 
das  entsprechende  Integral  ^  so  erhält  man 


V,-f 


00 

— df 


Vx 

0 


^  —  dx. 


Dieses  Integral  aber  nimmt  eine  elegantere  Gestalt  an ,  wenn 
man  x  mit  o;,*  vertauscht;  denn  nun  wird  —  natürlich  unter 
Voraussetzung  eines  positiven  ojj  — 


00  00 


/'^-^/--■••"^-yi. 


0  0 

also 

00 


/  ^*'  dx  =  -]^Yn 


0 

8 
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und,  weil  er^  eine  gerade  Function  ausdrückt, 


00 


1  ß~^'  äx  =  j/tc. 


oo 


Wegen  der  Wichtigkeit,  welche  diesem  Integrale  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und  in  der  mathematischen  Physik 
zukonmit,  wollen  wir  dasselbe  ganz  unabhängig  von  dem 
Vorhergehenden  entwickeln  und  zugleich  einige  nahe  liegenden 
Folgerungen  nicht  unberücksichtigt  lassen. 
Setzen  wir  für  den  Augenblick 


CO 


=    I  e^-^  dx, 


z 

so   folgt  durch  die  Substitution  x  =  at/,  wo  a  eine  positive 
Constante  ausdrückt, 

CO 

0 

Hieraus  aber  entspringt  durch  Multi^ication  mit  er'*'  da  und 
Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  die  neue  Beziehung 

CO  X  QO  X 

z^=  j  «6'-«'  da  I  ^~«V  dy  =  j  dy   i  <r-<i+y>'  a  da. 

Nun  ist 

/  e-(^^y')'^'  ada  =  —  ,,,  i   ,,  e-^^+y'^«'  +  const., 

J  2(1  +y«) 

also 


oo 


0 

und  folglich  wird  jetzt 

QO 


/  e-^^^i^^  ada  =  -    \—r, 

J  2(1  +y«)' 


Substituirt  man  in  dem  Integrale 


00 

}/n=   je- 


00 

^  dx 

—  « 
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austatt  X  die  Grösse  x  yä^    wo   a   wie   vorhin  eine  positive 
Constaute  vorstellt,  so  ergiebt  sich  die  Foiinel 


00 


y^  =    /  e-«*'  dx. 


—    00 


Und  indem  man  diese  n-mal  nach  a  dififerentiirt,  erhält  man 
die  Beziehung 


00 


fe-'^  a^  dx  =  Vn  I^A^^liAIilL)  „-  (-  +  j)  ^ 


—    00 


folglich  wird  für  «  =  1 

00 

Cg-^  X»«  dx  =  /«  1-3.5.         (2n-l) 

—  oo 

Aus  dem  Integral  y  ß-*'  rfo;  entspringt  femer,  wenn  a  irgend 


—  00 


eine  reelle  Constante  bezeichnet,  durch  Vertauschung  von  x 

mit  X  -\-  a 


00 


/   ^a^:^a  a^.^   Yi  C«'. 


—  00 


Und  hieraus  folgen  leicht  die  beiden  Integrale 


und 


—  00 


00 

,2a .T    I    ^-~\ax 


«-*•« — ±i ax  =  )/%ef^ 


0 

/ 


00  a' 

e-?'^'^Il±f—  rfa;  =  ^  / ,  /J  >  0. 


—  00 

Noch  andere  Folgerungen  ergeben  sich,  wenn  man  in 

oo  r 

y  e~^  dx  =  y%  mittelst  der  Substitutionen  x=^a  ya  +  -=-?= 

—  00  2  y  a 

X  ^=a  yä  —  — ;  in  denen  a  und  b  positiv  sein  sollen,  eine  neue 
Veränderliche  a  einfahrt.  So  nämlich  gewinnt  man  die  Formeln  ♦) 


*)  Caachy.  Memoire  sur  rintdgration  des  ^quations  liuäaireB  aux 
differeucea  partielles  et  a  coeüficients  constaus.  Journal  de  Tecoie  polj- 
technique  Tome  XII.,  cah.  19,  pg.  517  etc.  —  Auch  vergl.  Serret:  Courn 
de  cal.  diff.  et  integral  Tome  II.    Paris  1868. 
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00  —       A' 


/"e-('"''+^)  da  =  j/^e-^  '^*) , 


—   00 

oo 


Ce-  ("^i)  ^  =  j/|  e-  ^  *V» , 


00 


aus  deren  ersten  beiden  man  durch  n-malige  Differentiation 
nach  b  die  Gleichungen  erzielt: 


oo 


—   X 

_1_  »».(«— l).(n— 2).(7i— 3)  a«    ,       .    "I 

rVC'-'-^O^? = (- 1)  v^^^-^— 


—  00 


1  y — 

*)  Durch  die  Substitution  x  ^^  aV  a  —      -  gewinnt  man  zunächst 
die  Gleichung 

j/^  _  JX'"''-^-'*+^0(^a  +  ^*)  da 

—  oo 


—    30  —   X 


Jedes  der  Integrale 


oo  oo 

2^«c»''«*  yVG^'+Öda  und  2  j/ftc«''"'^ /*«-(""'+?)  ^" 

aber  geht  in  das  andere  über,  wenn  man  a  mit  1/ vertauscht; 

f     a   a 

die  beiden  Integrale  und  folglich  auch  die  von  —  oo  bis  -j-  ^>o  genom- 
menen Integrale  sind  daher  einander  gleich. 
Vergl.  auch  §.  23,  II. 
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Dass  übrigens  dies  letztere  Integral  für  a  =  0  nicht  sinn- 
los wird,  ergiebt  sich  sogleich,  weil  es  durch  die  Substitution 

1     /l  r  ~0"'"'"aO 

a  =    -y  —  aus  dem  Integrale    1  «2«— 2  ^>    v  ^  da  hervor- 

—  00 
geht. 

§.  45. 
Stetigkeit  der  Gammafunction.    Deriyirte  tou  T{a). 

Bei  den  bislang  gepflogenen  Untersuchungen  ist  die  Frage 
nach  der  Stetigkeit  der  Gammafunction  niemals  berührt  wor- 
den. Diese  Frage  aber  ist  für  die  jetzt  folgenden  Betrachtungen 
wesentlich.  Es  liegt  uns  nlimlieh,  um  nur  dies  Eine  zu  er- 
wähnen, die  Verpflichtung  noch  ob,  die  Richtigkeit  des  Gauss'- 
schen  Fundamentaltheoremes  über  die  Gammafuuctionen  eben- 
falls bloss  mit  den  Hülfsmitteln  der  Integralrechnung  darzuthun. 
In  der  elegantesten  Weise  aber  wird  uns  dies  nach  Dirichlet's 
Vorgange  gelingen,  wenn  wie  zuvor  die  Derivirte  von  log  I\d) 
durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrücken.     Weil  nun  aber 

— s^ — i^  =  —^  sein  wird,   so  muss  natürlich  vor  allem  die 

da  ^(fl) 

Gewissheit  vorliegen,  dass  T{a)  in  der  That  der  Differentiation 
unterzogen  werden  kann.  Und  hierzu  wird  bekanntlich  die 
Continuität  der  Function  T{a)  als  eine  der  ersten  und  wesent- 
lichsten Bedingungen  erfordert. 

Soll  aber  r(ö)  eine  stetige  Function  von  a  ausdrücken, 
so  muss  für  ein  ins  Unendliche  abnehmendes  Ji  die  Differenz 
r{a  +  Ä)  —  T{d)  der  Null  als  ihrer  Grenze  sich  nähern.    Da 

nun  r{a  +  Ä)  —  Jr(ö)  mit  dem  Integrale  J€r"'x^^{oc^  —  \)dx 

gleichbedeutend  ist,  so  brauchen  wir  bloss  nachzusehen,  ob 
dieses  Integral  mit  abnehmendem  h  wirklich  ein  beliebig  kleines 
Quantum  nicht  mehr  zu  überschreiten  vermag. 

Wie  man  sieht,  erfordert  die  Beantwortung  dieser  Frage 
wegen  der  Differenz  a;'*  —  1  eine  Zerlegung  des  Integrales  in 
zwei  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  und  1  und  cx>. 
Von  diesen  Integralen  aber  bedarf  das  erstere  nur  der  Strenge 
halber  einiger  Worte.  Denn  da  nach  dem  bekannten  Maximum- 
Minimum-Satze 
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/c-*  ^«-1  (^Ä  —  l)  dx  =  B  J  [a;«+/4-i  —  x"-^]  dx 

'o  0 

=  H  [ä+h  "  ä\ 

ist,  wo  B  stets  endlich  bleibt,  so  erhellt  auf  den  ersten  Blick, 
dass  mit  abnehmendem  h  das  Integral  zuletzt  unter  jeden  be- 
liebig kleinen  Werth  sinken  wird. 

Und  was  das  zweite  Integral  /^""^  x^"^  {x^  —  1)  dx  be- 

1 

trifft,  so  ist  auch  hier  bloss  in  Betreff  der  obem  Grenze  die 
Entscheidung  nicht  so  unmittelbar  einleuchtend.  Denn  schreibt 
man  wieder 

fe-'  x^-^  {x^  —  1)  dx  =  Bf{x^*  —  1)  dxy 

so  wird  nun  für  o:  =  oo  das  Integral  in  einer  unbestimmten 
Form  sich  darstellen.  Integrirt  man  jedoch  von  einem  beliebig 
grossen  p  bis  zu  einem  beliebig  grössern  q,  so  hat  man 

Je--''  x"-^  (x^'  —  l)  dx  =  B  f{x^'  —  1)  dx 


=  B 


Und  dieser  Unterschied  wird,  weil  B  wegen  e~^  niemals  über 
jede  Grenze  hinaus  wachsen  kann,  mit  fortwährend  abneh- 
mendem h  eine  ebenfalls  unendlich  klein  werdende  Grösse 
ausdrücken. 

Aus  allem  diesem  aber  folgt,  dass  in  der  That  r{ä)  zu 
den  stetigen  Functionen  gehört. 

Die  Derivirte  r{a)  =  lim  ^^'L+^l-J:!^!    gelbst    findet 

sich  sogleich  durch  Differentiation  nach  a  unter  dem  Zeichen  f. 
Man  erhält  so 

r'(a)  =7*"^-^  x''-^  1  {x)  dx. 

Umgekehrt  hätte  man  übrigens,  die  Stetigkeit  der  Function 
jr(r/)  zunächst  als  Statt  findend  vorausgesetzt,  aus  der  End- 
lichkeit  dieses  Integrales  auf  die   Continuität  jener  zurück- 

schliessen  können.    Dass  aber  fe~'^x'*-^  lg  {x)  dx^eine  stets 

0 

endliche  Grösse  sein  muss,  ist  leicht  zu  zeigen.  Schreibt  man 
nämlich  r\a)  in  folgender  Form 
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00 

r'(«)  =  Je-'  x-  J 

0 


00 

dx 


und  bedenkt,  dass  für  o; = oo  —  in  Null  übergeht ;  so  muss  oflFenbar 

I  e-^  x"*  -^  dx  =  B  I  e-""  x^  dx 

p  p 

mit  wachsendem  p  und  q  zuletzt  unter  jeden  angebbaren  Wertli 
sinken,  und  demnach  wird  das  r\a)  darstellende  Integral  für 
die  obere  Grenze  nicht  sinnlos. 

In  Betreff  der  untern  Grenze  dagegen  schreibe  man,  um 
alle  Fälle  zu  umfassen, 

i  *  * 

j  e-^'x^-ng  xdx  =  B  I x^nxdx  =  B  [— J^  —  J], 
•  •  • 

-wo  lim  £  =  lim  s  =  0  und  lim  B  =  1  ist,  und  bedenke,  dass 

-ig(i) 

.r«  lg  o;  = f^^  für  o:  =  0  den  Werth  Null  erwirbt. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  endlich  wird  man  sich  über- 
zeugen,  dass  auch  F"(ö)  =  /^"*  ^"""^  (lg  ^Y  dx  nicht  ohne 

u 

Bedeutung  ist. 

§.  46. 
Minimum  der  Function  r{a). 

Die  stetige  Function  F(ö)  erhält  für  a  =  1  und  a  =  2 
den  Werth  1,  sie  muss  daher  zwischen  diesen  Grenzen  ent- 
weder ein  Maximum,  oder  ein  Minimum  besitzen,  und  folglich 
muss  ihre  erste  Derivirte,  weil  sie  niemals  unendlich  wird, 
innerhalb  dieses  Intervalles   wenigstens  einmal  mit  Null  zu- 

sammenfallen.   Giebt  man  nun  dem  Integrale  j er^ xf*~^  \xdx 

u 

die  Gestalt 

r(a)=   I  e-^  x^-^lxdx—   f  er-^  x^-^1  f~\  dx 

l  0 

und  berücksichtigt  gleichzeitig  die  für  ä  >  0  Statt  findenden 
Beziehungen 
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^«^_Ä_i  ^  ^jj«_i^    o;  >  1 

und 

^po+A-i  ^  ^-1^    0  <  a:  <  1, 

so  muss  von  diesen  beiden  stets  positiven  Integralen  das  erstere 
immer  wachsen  ^  das  zweite  hingegen  beständig  abnehmen^ 
wenn  dem  Argumente  a  grössere  Werthe  beigelegt  werden. 
Daraus  aber  folgt,  dass  nur  für  einen  Werth  von  a  diese 
Differenz  in  Null  übergehen  kann;  die  Function  r{a)  hat  also 
auch  nur  ein  Maximum,  oder  Minimum.  Ein  Grösstes  aber 
kann  sie  nicht  besitzen,  weil  die  zweite  Abgeleitete  von  r(^a) 
wesentlich  positiv  ist.  Diesseit  und  jenseit  ihres  augenschein- 
lich durch  einen  echten  Bruch  vorgestellten  Minimalwerthes 
aber  wächst  die  Function  Gamma  fortwährend,  und  ihr  Dif- 
ferentialquotient ist  auf  der  einen  Seite  dieses  Kleinsten  be- 
ständig positiv,  auf  der  andern  Seite  dagegen  immer  negativ. 

§.  47. 
Darstellung  von  — ^§ — —  durch  ein  bestimmtes  Integral*    An- 

da 

Wendung  auf  die  Gleichung 

dlg  B{a,b)  _  1  i„  r(a)  r{b) 
db  ~  dh    ö   r(a+'&)' 

Wenn  man  den  Ausdruck 

r{a  +  6)  -  na) 
b 

raif  r{h)  im  Zähler  und  Nenner  multiplicirt,  so  lässt  sich 
augenblicklich  die  Gleichung  bilden 

\n     r(fl  +  h)  rjb)  -  r (a)  r(b)  _  r(a  +  b)  r„.,.      ^,     ,., 

Daraus    aber   fliesst,   wenn  statt  der  Functionen  Fip)  und 
B{ay  h)  die  entsprechenden  Integrale 
1  1 

/(lg  ~)*"^  dx    \mA     jx^-^  (1  —  xy-^  d 
substituirt  werden,  die  andere  Form 

u 


X 
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Und  diese  giebt^  falls  b  ins  Unendliche  abnimmt  ^   die  neue 
Beziehung 

1 


0 

d.  h. 


•>/tn 


r'(ö)  =  r(<"    '  '      -         " 


a)  -J 


dXy 


1. 


d  lg  r(fl)      /  r    1       ^ 


/t  (4 


-a— 1 


da  f  .      / 1  \  1 — 07 


dx"^). 


0  \^/ 

So  unverfänglich  dieser  Gedankengang  auf  den  ersten  Blick 
auch  erscheinen  iliag^  so  ist  er  doch  bei  näherer  Betrachtung 
nicht  frei  von  Zweifeln.  Denn  f ür  rr  =  1  und  &  =  0  werden 
die  beiden  Integrale 

1  1 

f(\g.^y^^  dx    und      /  x--^  (1  —  x)^^  dx 

unendlich;  folglich  bedarf  zunächst  die  Frage  einer  Entschei- 
dung^ ob  ihr  Unterschied,  d.  h.  hier  ob  die  DiflFerenz 


i^ir 


-  a:«-i  (1  —  x)^^ 

mit  abnehmendem  b  auch  wirklich  in  eine  bestimmte  Grösse 
übergeht.  Dies  nun  ist  in  der  That  der  Fall,  und  zwar  über- 
zeugt man  sich  hiervon  sogleich ,  wenn  man  statt  des  Werthes 
X  =  1  zuvörderst  die  ihm  beliebig  nahe  liegende  Grösse  1  —  s 
schreibt  und  den  hierdurch  entstehenden  Ausdruck 
[_  lg  (1  ^  e)^i  -  (1  —  sy-^  €^1] 

nach  der  Binomialformel  sich  entwickelt  denkt.  Alsdann  be- 
ginnt die  so  erzeugte  Reihe  mit  einer  positiven  Potenz  von  s 
und  wird  mithin  für  ^  =  0  nicht  uuendlich,  wie  nahe  auch  e 
der  Null  liegen  mag.  Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass  für  a;=  1 

und  b  =  0  der  Unterschied  ( lg  ~)       —  x*^^  (1  —  a;)*-^  zu 

den  endlichen  Grössen  gehören  muss. 

Bezeichnet  ferner  a  einen  echten   positiven  Bruch,   so 


*)  Diese  Formel  rührt  von  Gauss  her,  a.  a.  0.    Nr.  35.    Werke, 
Bd.  3.    S.  159. 
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wird  f ür  o;  ==  0  die  Function  f unendlich ;  eine  Schwierig- 

1 — X 

1 

keit  erwächst  indess  hieraus  nicht,  weil  das  liitegral   j  ^"^  ^  dx 

0 

für  die  untere  Grenze  nicht  sinnlos  wird. 

Hätte  man  endlich  statt  des  Integrales  ^0:^-^(1 — xf  ^dx 


0 

1 


das  ihm  gleiche  J  xf*-^  (1  —  xY^^  dx  gewählt,  so  wurden  die 

0 

beiden  Integrale 


/-^  und   f^'-f~'  ix 


X 

0  0 


an  verschiedenen  Stellen  unendlich  geworden  sein,  und  folg- 
lich hätte  man  ein  ganz  unbrauchbares  Resultat  erzielt. 

Aus  dem  Gesagten  schliesst  man  nun  sogleich,  dass  bei 
Voraussetzung  der  Integrationsgrenzen  0  und  oo  in  Gleichung 
1."  für  B  (a,  b)  dasjenige  Integral  zu  wählen  ist,  welches  mit 
r(p)  für  denselben  Werth  von  x,  also  hier  an  der  untern 
Grenze  0  unendlich  wird.  Augenscheinlich  ist  dies  das  Integral 


00 


B(a,b)  =    r  ^^  '  If,, 


0 

und  demnach  wird  jetzt 

2.  ^JM^J^  =    fle-^ L_l  ^.*) 

Die  Abgeleitete  von  lg  r{d)  können  wir  übrigens  ohne 
Hülfe  des  Integrales  der  ersten  Art  finden.  Schreiben  wir 
nämlich  mit  Dirichlet  in  der  bekannten  Formel 

oo 


^  =    Ce-'"  a:»-!  dx 
"        J 


8 


fl  =  1,  und  integriren  wir  die  so  erzielte,  auch  unmittelbar 


*)  Von  Dirichlet  herrührend.    Grelle  Journal.    Bd.  15.  •' 
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einleuchtende  Gleichung  in  Bezug  auf  s  zwischen  den  Gren- 
zen 1  und  s\  so  kommt 

•  ^gs=f[e-'-er-"]^. 

Und  wird  diese  Beziehung  durch  e-^  s"~^  ds  multiplicirt 
und  hierauf  von  5  =  0  bis  5  =  oo  integrirt,  so  folgt 

«°  QO  ao  j 

Je-'  i-"-!  \gs  ds  =  J er-'  $^-^  dsf[e^'' —  e''"^] 
o  0  0  * 

00  so  00 

=  /'—  Fe-*    fe-'  s«"i  ds  —  /*6?-<i+^)*  s^-^  ds\ 
ü  0  0 

In  andern  Zeichen  aber  heisst  dies 

rw-r(,)/f[.--jji^]. 

0 

wodurch  also  Gleichung  2  von  neuem  bewiesen  ist.  Aus  ihr 
entspringt  durch  Vertauschung  von  7-j_-  mit  x  die  andere 
Formel 


0 

i-i 

e 


in  der  also  die  Grösse  — —  den  Logarithmus  in  dem  Integrale 

der  Gleichung  1  vertritt. 

Man  kann  jedoch   von  dem  Integrale  der  Gleichung  2. 
zu  dem  in  1.  ermittelten  gelangen,  indem  man  dieExponen- 

tialgrösse   e-^"^  ==  y  setzt  und      ,       wie   vorhin  mit  y  ver- 

X     I    X 

tauscht.  Und  von  der  Zulässigkeit  einer  derartigen  Operation 
im  vorliegenden  Falle  überzeugt  man  sich,  abgesehen  von 
dem  Obigen,  auch  leicht  in  folgender  Weise.  Da  nämlich 
die  Function 

1  r^« L_i 

"  L        a+a^rJ 

von  x  =  0  bis  a;  =  oo  niemals  anendlich  wird,  so  braucht 


•)  Dirichlet  a.  a.  0.    Sur  les  int.  Eul. 


—    126    — 


man  nur  zu  beachten,    dass  der  Unterschied   zwischen  den 
beiden  Integralen 


00 


00 


0  e 


dx 


X 


für  ein  der  Null  sich  näherndes  positives  e  unter  jeden  an- 
gebbaren Werth  sinken  wird.  Nun  nimmt  aber  das  letzte 
Integral  durch  die  angedeuteten  Substitutionen  die  Form 


.— » 


/dy    _     r^^T^  dy 
igi-    J    '-y 


0  y       1 

an,  und  diese  lässt  sich  wieder  mittelst  Addition  und  Sub- 
traction  des  Integrales 

1 

dy 


f 


. — • 


y 


in  folgender  Weise  darstellen 


/ 


i_ 


y 


o— 1 


u 


Ligi- 

y 


i-y 


^y 


J   igl' 


Augenscheinlich  aber  ist,  weil  — ~  innerhalb  des  Inter- 


igi 

y 


valles  von  e^*  bis  — 7^  zu  den  wachsenden  t\inctionen  ge- 
hört ^  das  zweite  Integral  kleiner  ^  als  die  mit  b  zu  gleicher 
Zeit  unendlich  klein  werdende  Grösse 


(i+s         ^    ')  lg(l+ 


«)• 


Das 


Integral     /"  [-^  -  f^^' 
0 


£fa;  unterscheidet  sich  da- 
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CO 


her   von    dem   Inteenrale    i     er' —    zuletzt    um 

0 

weniger,  als  jede  angebbare  Grösse,  und  folglich  muss,   weil 

iüT  x  =  l  die  Function  - — :; einen  endlichen  Werth 

Igi         1-^ 

X 

besitzt,  für  £  =  0  die  Derivirte  von  lg  r{a)  dem  Integrale 

1 

äx 


f\ 


X 
0 


Igll     1-^ 


gleich  sein. 

Die  Gleichung  3.  bietet  endlich  noch  das  Mittel,  in  sehr 
einfacher  Weise  die  von  Euler  auf  anderm  Wege  gefundene 
Relation 

J  {X-x)'-^  X»-»  lg  (l)  dx=^B  {a,  V)  J a^-»  ^-=^' dx 

u       ,  u 

zu  erhärten. 

Denn:  differentiirt  man  die  Gleichung 

0 

logarithmisch  nach  ^,  so  kommt 
J(l-a:)«-a^Uga.da.=[5|-5g^^]/(l-x)--':«*->rfx. 

Ü  U 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  3.  aber  lässt  sich 

rjw  _  r  {a+h) 

1 
och-^  ^^^—  dx  darstellen, 

0 

und  folglich  wird 

1  11 

/(l-_a;)a-i^-i  lg^l^^ar= /a;*-!^^^^ 

0  Ü  Ü 

*)  Dirichlet  a.  a.  0. 
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§.  48. 
Beweis  des  Gauss'schen  Fondamentalsfitzes. 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  1.  des  vorigen  Para- 
graphen das  Argument  a  nach  und  nach  mit 


«;«  +  -;«  + 


o 
n 


a  + 


w-l 
n 


WO  n  eine  positive^  von  a  unabhängige  ganze  Zahl  bedeutet, 
und  addirt  die  gewonnenen  Resultate;  so  entsteht  die  Be- 
ziehung 

v>[B')  r{'+-:) r{'+-T)] 


0  ^ 


X 


«— 1 


l~a:''-J 


dx, 


d.  h.,  wenn  in  das  Integral  statt  a;"  eine  neue  Variabele  x 
eingeführt  wird, 

..  ±^[i\->r{'+^) r(«+^)] 


Vi  -  ^"  J 

0  ^ 


rfo:. 


Andererseits  aber  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  1.   §.  47. 
für  das  Argument  na  die  Relation 


0  ^ 


also  durch  Multiplication  mit  n 

d  lg  r( 

ä 


2. 


1 


^a;. 


Und  zieht  man  diese  Gleichung  von  der  unter  1.  dargestellten 
ab;  so  hat  man  die  Beziehung 


129 


3.  ^Ig 


,,  D'^r{<)--r{"+"^ 


da   ^  r(na) 


/x"-^  —  1 
; —  ^^7 


0  X 


in  der  oflFenbar  die  rechte  Seite  eine  numerische  Constante 
r  ausdrückt. 

Aus  3.  aber  fliesst  weiter  durch  Integration  nach  a 

WO  5  die  Constante  der  Integration  bezeichnet.  Geht  man 
folglich  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über^  so  ge- 
winnt man  die  Gleichung 

r<"i>i) r(-^ =-:'-)    , 

^-  Tina)  ~  —P-^7 

wenn  der  Kürze  halber  e^  =  p  und  e'  =  q  geschrieben  wird, 

Um  nun  von  diesen  Grossen  p  und  q  zunächst  die  erste 

zu  bestimmen;  wird  man  bedenken,  dass  Gleichung  4.  für  jedes 

a  und  demnach  auch  für  ö'  ==  ö  H —  in  Kraft  bleibt.     Mit 

Benutzung  dieser  Substitution  aber  erhalt  man 

,r(-+^)r(«+!) r(-+--^)r<"+«_-i. 

Mithin  entspringt  durch  Division  von  4.  in  5.  und  mit  Rück- 
sicht auf  das  erste  Fundamentaltheorem 

1  n 

n-^=P       ; 

d.  h. 

p  =  n~". 

Und  sonach  schreibt  Gleichung  4.  sich  jetzt  so: 

r«r(^^)-r(-+=-:-) 

Ad ^N  / ^ ^    s=  w  — »»«     rj 

^  •  rina)  ^  '  ^• 

Die  Constante  q  aber  wird  nun  sofort  gefunden,  wenn 

MxTintf  bestimmte  Integrale.  9 
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man  wie  früher  a  =      setzt^  die  erzeugte  Reihe  nochmals  in 

umgekehrter  Folge  schreibt  und  beide  Gleichungen  durch 
Multiplication  mit  einander  verbindet.  Denn  so  folgt  wieder 
im  Hinblick  auf  die  Gleichungen 

r(*)r(i-ft)  =  ^,,o<*<iundJJsh/-;=^„^. 

1 

die  Relation 

J^     2  _  (2  nf-^ 

d.  h.,  weil  q  wesentlich  positiv  ist; 

»—1 


Wird  somit  dieser  Werth  in  Gleichung  4'*.  substituirt,  so  be- 
steht nunmehr  die  Beziehung 

yv)r("+o r('+^') 

Dirichlet  gebührt  das  Verdienst^  diese  schöne  Formel 
zuerst  mit  den  Hülfsmitteln  der  Integralrechnung  bewiesen 
zu  habeU;  und  zwar  stützt  er  bei  seinen  ersten^  im  15.  Bande 
des  Crelle'schen  Journals  mitgetheilten  Betrachtungen  den 
Beweis  auf  Gleichung  3.  §.  47.  Nach  Dirichlet  haben  dann 
noch  andere  Schriftsteller  ebenfalls  nur  auf  Integralrechnung 
beruhende  Beweise  des  Gauss'scheu  Theoremes  geliefert.  Von 
diesen  werden  wir  namentlich  den  Liouville'schen  Gedanken- 
gang, der  die  Behandlung  vielfacher  Integrale  voraussetzt, 
bei  ihrer  Untersuchung  wiederzugeben  versuchen.  Ausser- 
dem aber  werden  wir  in  dem  Nachfolgenden  einen  Theil  der 
Betrachtungen  mittheilen^  welche  einem  von  Stern  in  seinen 
7,Beiträgen  zur  Theorie  der  Euler'schen  Integrale"*)  ver- 
öffentlichten Beweise  der  obigen  Formel  I.  zu  Grunde  liegen. 


*)  Abgedruckt  ans  den  GÖttiuger  Studien,  Vandenhoeck  und  Rup 
rocht;  1847. 
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§.  49. 
narstellougr  von  lg  r{a)  durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn  man  in  der  von  Gauss  gefundenen  Gleichung 

'       -1 


1.  i!«-^-)  =  l'äa:        , 

statt  lg  -    z  schreibt,  so  nimmt  sie  die  Form  an 


1— j? 


CO 


u 

Hieraus  aber  entspringt  durch  Integration  nach  a  zwischen 
den  Grenzen  1  und  a  die  von  Liouville,  jedoch  nur  fiir  ein 
ganzes  a  gegebene  Relation 

QO 

2.         lg  r{a)  =J  ^l  [(a-l)e-  -  tZl^"y*) 

Eine  andere,  freilich  nicht  so  elegante  Gestalt  kann  man 
dieser  Gleichung  geben,  sofern  man  z  =  lg  (1 -f- o:)  setzt; 
dadurch  nämlich  wird 


ocr 


3.  .grw_/;^'^,[(«-,)  <:+.,-.  _  f+.>::=fl+-rr]. 


*)  Gauss  a.  a.  0.  Nr.  37,  Werke  Bd.  3,  Seite  160. 
**)  Integrirt  man  die  obige  Gl.  1  sofort  nach  a  von  «  =  1  bis  a  =*  n, 
BO  nimmt  die  Liouville'sche  Formel  2.  diese  Gestalt  an: 

X 

Vergl.  Lipschitz  in  CreUe's  Journal,  Bd.  56,  Seite  14. 

Liouville.    Journal,  t.  IV.,  p.  318. 

Liouville  leitet  die  Gleichung  2.  ans  der  Formel 


00 


^ da 


U 

ab,  indem  erz  =  l,2,3,...,a:  aetzt  und  die  einzelnen  Renultate 
addirt. 

9* 
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In  nicht  so  einfacher  Weise  aber  würde  diese  Form  gefunden 
sein,  wenn  man  daß  Dirichlet'sche  Integral 


d\gr{a)    ^ 

ca 

0 


oo 


in  Bezug   auf  a   zwischen    den  Grenzen    1  und  a  integrirt 
hatte.     Denn  so  wäre  zunächst  die  Beziehung 


QO 


ü 

zum  Vorschein  gekommen.  Und  um  nun  yon  hieraus  zu  der 
Formel  3.  gelangen  zu  können ,  müsste  man  mit  der  vor- 
stehenden Gleichung  die  folgende 

durch  Subtraction  yerbinden. 

Wie  man  übrigens  sofort  sieht;  liessen  sich  ohne  grosse 
Mühe  noch  andere  hierher  gehörigen  Darstellungsweisen  für 
lg  r{a)  aufzeigen.  Indess  beschränken  wir  uns  auf  eine 
Form,  von  der  wir  in  dem  Nachfolgenden  Gebrauch  machen 
werden.    Schreiben  wir  zu  dem  Behuf e  Gleichung  2.  wie  folgt: 


OD 


■«n«)-/f[.-(«-i)-./::,i;-'"'r-|]. 


0 

und  setzen  wir  der  Kürze  halber 


'  ^  1   _   4     +   /?; 


SO  können  wir  lg  r(a)  die  Gestalt  4.  geben : 


00 


4.  lgr(a)=  j  —  \e    -(a-1)-  ---  +       -       -^-    J 


0 

00 


+J  ^R  e-««-«' 

0 

d.  h.,    wenn  wir  das  erste   Integral  kurz   ö«_i,    das  zweite 
dagegen  l/a-i  nennen, 

4«.  lg  r(«)  =  G„-i  +  //«_i. 
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Ueber  die  Darstellung  von  lg  r(a)  durob  Beihen. 

§.  50. 
Theorem  Cauchy's« 

Die  Function  lg  r(a)  und  ihre  Derivirte  lassen  sich  mit 
ziemlicher  Leichtigkeit  durch  verschiedene  conyergirende 
Ileihen  darstellen.  Obwohl  es  nicht  in  unserer  Absicht  liegt, 
diese  für  die  numerische  Berechnung  der  Gammafuiictioii 
äusserst  wichtigen  Entwicklungen  einer  eingehendem  Be- 
leuchtung zu  unterziehen,  wollen  wir  doch  einige  der  hier 
nöthigen  Betrachtungen  wenigstens  anführen,  und  zwar  wollen 
wir  uns  zunächst  mit  der  Entwicklung  eines  Theoremes  be- 
fassen;  das  füglich  zu  einer  der  Grundlagen  für  die  jetzt  in 
Frage  kommenden  Erörterungen  gemacht  werden  kann". 

Die  Gleichung  1.  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist 
augenscheinlich  mit  der  folgenden  äquivalent 


dlgrja)  ^ 
da 


00 


/"[--Ä'-'-"-] 


und  diese  lässt  sich,  wenn  man  a  mit  a  -f-  1  vertauscht  und 

z 


=  1  —  ^  -\-  R  setzt,  auch  so  ausdrücken: 


TD  OD  QO 

da 


X  OD  QO 


In  andern  Zeichen  aber  heisst  dies 

und  daher  vrird 

2.  lg  r(l+«)  =  const.  +  a  (lg  «— 1)  -f  ^  lg  « 


0       ^ 


*)  Siehe  Liouville:  Journal  de  math.,  t.  IV.,  p.  320. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  4.   §.  49.   ergiebt  sich  folg- 
lich^ dass 

3.  •  C^«  =  const.  +  a  (lg  a — 1)  +  ~  lg  « 

sein  wird,  eine  Relation,  durch  deren  Hülfe   wir  mit  Stern 
in    sehr   einfacher   Weise   die    Constante   ermitteln   können, 

wenn   wir   den    besondern  Fall  a  =  ^  in.  Betracht  ziehen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  nämlich  wird  einerseits 

^^  ({)  =const.+  l  lg  [  +  l  lg  I  —  I  =const.+  lgi  -| , 

andererseits  hingegen  ist 

'sr(i)-'«G)+'«r(i)-i'»'+'»(o- 

üalier  die  Gleichung 

ilg^  +  lg(2)  =  const.  +  lg(;)  _^  +  y/(;), 
d.  h. 

4.  //  (^l^  =  ^-  [lg  ^  +  l]  -  const. 

Nun  ist 


ac 


U 

sonach 


«■=j'f^-[;t,-\+i] 


<x>  1 


"(0-/4--^-[;.Lt-:+i]. 

0 

und  diese  Gleichung  lässt  sich  nach  einigen  Reductionen  in 
der  folgenden  Gestalt  schreiben 


1 


"(i)=/n-:-'-r-''^] 


Denn  beachtet  man,  dass 

00  J^  QO 


/^-■[.A-f+l]-/*'-[?ti-i+>-i] 


C^  1  1  1     €-* 

und    ^—  = 


e^-—l         tf*-l         e^'-l  2z  z  2z 
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ist;  so  kann  man  If(-\  in  nebenstehender  Form  darstellen: 


»  1 


OO  —   ^2 


+J  r['  z } 2  J- 

Von  diesen  Integralen  aber  verwandelt  sich  das  erste  in  das 
zAveite,  wenn  man  2  mit  2  z  vertauscht,  und  folglich  ist  ^  (  o  ) 

mit  dem  dritten  Integrale  gleichgeltend. 
Integrlrt  man  jetzt  die  Gleichung 


oo 


=/ 


e-*  ^e-'' 


lg5  =   /  ^ dz 


nach  s  zwischen  den  Grenzen  —  und  1,  so  folgt 


1 

* z 


-;  '«2-1  -jf  [e-  - 1 .-. + i-^^~] , 


d.  h. 

1 


«•  -^z 


0 

Vermöge  der  in  4.  ausgedrückten  Beziehung  ist  daher 

I  lg  Ä  +  I  —  const.  =  I  —  -^  lg  2; 

d.  g. 

const.=  -  lg(2Ä). 


V 
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Uud  demnach  besteht  nuu  das  von  Cauchy  gegebene  Theorem 


aa 


l.lgr(l+«)=^Ig2;ta+a(lga-l)+ /  [^-i_— 1 +iJ'-~--Vr  *) 

§.51. 

Beweis  eines  Httifssatzes.    Bemerkangeu  ttber  die  Benutzuug 

unendliclier  Reihen« 

Die  GleichuDg  I.  zeigt  sich  in  einer  andern  Gestalt,  wenn 
man  statt  der  Function    - —  die  ihr  gleichgeltende  unend- 

liehe  Reihe .r  +  2    /,    -,-  r-^^,  -    substituirt.      Bevor 

wir  hidess  die  hieraus  entspringende  Form  des  obigen  Inte- 
grales selbst  vorführen,  wird  es  zweckmässig  sein,  zunächst 
von  der  Richtigkeit  der  so  eben  angedeuteten  Beziehung  uns 
zu  überzeugen  und  zugleich  einige  Bemerkimgen  über  den 
Gebrauch  der  unendlichen  Reihen  in  der  Theorie  der  bestinmiten 
Integrale  einzuschalten. 

In  Betreff  der  ersten  Frage   nun    erwähnen  wir,    dass 

man  durch  Zerlegung  des  *  Bruches  -^ —  in  PartialbrücAie 
mit  trinomen  Nennern  zuvörderst  die  Gleichung 


^  »-^fr:!      y  cos  LI  — i 
1    ^T  n 


— 1— ==-±--J: L±     >'  

y         *-  "^  r=:i     y*  —  2yC08 f-1 

n 

wird   erzielen.      Diese   aber   lässt   sich   mit   Beachtung   der 
Beziehungen 

Vr  ^  -^ |[y^-2ycos'J +l] + i[y^_  l],cos':;=l-28in^  ^f 

sogleich  in  folgender  Weise  ausdrücken: 


1 ^1  _JL_ n—i  •     Jl 


«-1 


V  y'-i 


nTi  (y-lj«  +  4y(^8m'^j 
und  hieraus  fiiesst  weiter,  dass 

*)  Vergleiche  Limbourg.  Theorie  de  la  fonction  Gamma.  Gand  1859. 
Cauchy.  Exerc.  d'anal.,  t.  II.,  page  386.   Paris  1841. 
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»—1  -ix  -\ 

n 


O+fX-  -+!-:  ^•"^^-•+-('"+x)(«^sy 


+1^ 


«— 1  4  a^H 


n 


^ip^  tan \  f   Bin  —    ^ 


1 


a?*  +  4  r«  »* 


gm  —    \  f  Bin 


Bin—- 
2n 


ist.    Lässt  man  nun  n  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen;  so 

geht  bekanntlich  (i+^j  in  e*  und  der  Ausdruck  rechts 
in  die  unendliche  convergirende  Reihe 

über;  und  demnach  ist 

00 

'     j.*_i        a?  2   "^  ^  ^  a;«  +  4  r«  ««•  ^ 

Die  Aufgabe  endlich;  bestimmte  Integrale  in  convergente 
Reihen  umzusetzen;  ist  dem  Principe  nach  sehr  leicht.  Man 
hat  dabei  nur  zu  beachten;  dass  die  zu  integrirende  Function 
oder  —  bei  einer  Zerlegung  derselben  in  zwei  Factoren  — 
der  eine  Factor  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  in  eine 
conyergente  Reihe  sich  muss  entwickeln  lassen.  Stellen  als- 
dann die  Grenzen  des  Integrales  zunächst  endliche  Grössen 
vor;  und  bleibt  der  andere  Factor  endlich;  so  ist  auch  jedes- 
mal die  durch  Integration  erzielte  Reihe  convergent  und  hat 
das  vorgelegte  Integral  zur  Summe.    In  der  That;  sei 

1.  q>{x)  =  t/j  +  W2  +  «'s  +  •  •  •  +  «^«  + 

die  für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  des  endlichen  Intervalles 
(flf;  b)  convergirende  Reihe ;  in  welche  der  Factor  <p{x)  der 
Function  tlf{x)  =  q>  (x)  f{x)  unter  dem  Integralzeichen  sich 
entwickeln  lässt.    Das  Restglied  dieser  ReihC;  also  die  Summe 


*)  Diese  Formel  findet  sicli  schon,  wenn  auch  in  anderer  Schreib- 
weise, bei  Euler.   Introductio  in  analjsin  inf.  §.  183. 
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ii»^i  +  u„^2  +  fff  /'"/.  wollen  wir  mit  r«  bezeichnen  5  alsdann 
können  wir  der  Gleichung  1.  die  Gestalt 

2.  (p(x)  =  w^  +  w^  +  1/3  -f-  .  .  .  4-  w„  +  r„ 

geben.  Wird  aber  Gl.  2.  mit  f{x)  dx  multiplicirt  und  darauf 
zwischen  den  Grenzen  x  ==  a  und  x  =  b  integrirt,  so  folgt 

b  h  b 

3.  f^{x)  f{x)  dx  =fui  f{x)  dx  +  fu2  f(x)  rfo;  +  .  .  . 

a  a  a 

h  h 

+  /  w«  f{x)  dx  -{-fr»  f{x)  dx, 

a  a 

Nun  kann  dem  BegriflFe  einer  convergenten  Reihe  zulolge 
keine  der  Grössen  t/,,  t/j,  .  .  . ,  w«  von  x  =  0  bis  a:  =  ^  jemals 
unendlich  werden,  und  r„  muss  mit  wachsendem  n  der  Null 
sich  nähern.  Bleibt  folglich  f(x)  innerhalb  des  Intervalles 
{a,  b)  fortwährend  stetig  oder  doch  wenigstens  endlich,  so 
müssen  offienbar  die  Grössen  w,  fix),  u^fix)^  .  . . ,  %i„f{x)y  r„f{x) 
und  demnach  auch  ihr  algebraisch  grösster  und  kleinster  Werth 
von  X  =  a  bis  a:  =  &  immer  endlich  sein.  Nennen  wir  also 
m^,  m2,  ,  .  .  ,  m„j  q„  die  zwischen  dem  Maximum  und  Mini- 
mum beziehlich  von  ?/j  f(x),  u^  fix),  ....  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  b  liegenden  Factoren  von  bekannter  Bedeu- 
tung, so  entspringt  aus  3.  die  neue  Gleichung 

b 
4.y^  {x)  dx=m^  (^— öf) +»«2  {b — a)  + ... +^«  (^~"ö)  +  Q^  (^ — öi)- 

a 

Daraus  aber  folgt  weiter,  weil  wegen  lim  r«  /"(x)  =  0 
auch  Qn  mit  wachsendem  n  der  Null  sich  nähert,  dass  für 
ein  unendlich  werdendes  n  die  aus  4.  entspringende  Reihe  zu 
den    convergirenden  gehören  muss.     Und   gleichzeitig   geht 

00 

liieraus  hervor,   dass,  wenn  <p{x)  =  £  Un  wirklich  für  alle 

1 

Werthe  von  x  =  a  bis  o:  =  ^  eine  convergente  Reihe  vor- 
stellt und  fix)  endlich*" bleibt  innerhalb  dieses  Intervalles, 
auch  die  Gleichung       7 

b  b  CO  «o        b 

J  q){x)  f(x)  dx  =Jf(x)  dx  2J  u„  >===  £  f  m«  f{x)  dx 

a  a  11« 

gilt. 

Geht  die  Reihe  9  {x)  =  £un  für  einen  der  Grenzwerthe 

1 

a,  b,  z.  B.  für  x  =  b  in  eine  divergirende  über,  so  wird  man 
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zunächst  diesen  Werth  von  der  Betrachtung  ausschliessen, 
also  von  x  =  «  bis  x  =  b  —  f  integriren,  so  dass  die  Reihe 

q>  {x)  =  2J  Un  für  alle  Werthe  von  x  =  a  his  x  ==  b  —  s  con- 
1 

vergirt.     Alsdann  ist  offenbar  dem  Obigen  zufolge 

h—a  OD        ff — c 

f  q)  {x)  f{x)  dx  =  S  J  Un  f{x)  dx. 

a  1  a 

Bleibt   nun    für   ein    der  Null    sich   näherndes   £  die  Reihe 

a>        b 

^  f  tinfix)  dx  convergent,  so  muss  auch 

h—t  X>       h — s 

lim  J ^{x)  f(x)  dx  =  lim  2J  fu„  f{x)  dxy 

a  1  a 

d.  h. 

h  IK  ff 

f  9  (^)  fi^)  dx  =  £  f  u„  f{x)  dx 

a  1  a 

sein. 

Werden  die  vorhin  gemachten  Annahmen  der  Endlich- 
keit von  a,  b  und  f{x)  nicht  mehr  erfüllt,  so  kann  sehr  wohl 
der  Fall  eintreten,  dass  die  Integration  auf  eine  völlig  un- 
brauchbare Reihe  führt.  Doch  darf  man  behaupten,  dass  für 
den  Fall  einer  unendlichen  Discontinuität  von  f(x)  zwischen 
a  und  b   die    aus  1.    durch  Integration   erzielte   neue  Reihe 

immer  con vergirt,   wenn  a  und  b  endlich  bleiben,  J fix)  dx 

a 

nicht  sinnlos  wird  und  f{x)  innerhalb  des  Intervalles  («,  b) 
niemals  das  Zeichen  wechselt*).  Denn  in  diesem  Falle  würde 
die  Reihe  4.  so  aussehen: 

h  h  f,  f, 

ft{x) dx  =  Wj //(oj)  dx  +  nir^J f(x)dX'\-,,,'{- Qnf  f{x) dx, 

a  ii  n  a 

WO  die  Grössen  /«, ,  »»2;  •  •  • ;  (>«  iii  Bezug  auf  w, ,  Wj?  •  •  •  ^i® 
bekannte    Bedeutung    besitzen,    und    folglich    muss    wegen 

lim  Qn  Jf(?c)  dx  =  0 

a 

b  <ti        b 


J  t  {x)  äx==  U  fun  f(x)  dx 


1  a 

sein. 


*)  Wenn  f{x)  an  einzelnen  Stellen  das  Zeichen  ändert,  so  hat  man 
augenBcheinlich  eine  Zerlegung  des  Integrales  vorzunehmen  und  den 
obigen  Gedankengang  zu  wiederholen. 
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Fasst  mtlu  sämmtliche  Einzelfalle  zusammen^  so  ergiebt 
sich  der  Satz^  dass  die  Benutzung  Hnendlicher  Reihen 
in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  immer 
gestattet  ist^  wenn  nur  die  durch  Integration  er- 
zielte Reihe  convergirt. 

Lässt  die  Function  q){x)  nicht  für  den  ganzen  Umfang 
des  Intel^alles  {a,  b)  auf  dieselbe  Weise  in  eine  convergirende 
Reilie  sich  entwickeln,  so  hat  man  natürlich  eine  Zerfälluug 
des  Intervalles  in  Theilintervalle  und  für  jedes  derselben  die 
Entwicklung  von  (p(x)  in  eine  convergente  Reihe  vorzu- 
nehmen.    Soll  z.  B.  das  früher  gefundene  Integral 


oo 


x""-^  dx 


J      1  +  ^'  sinaÄ 

ü 


,0<ö<l 


durch  eine  imendliche  Reihe   ausgedrückt  werden,   so  würde 
hier  eine  Zerlegung  des  Integrales  in  die  beiden  folgenden 


j 


1  00 

und 


a;"""*rfa?         :,     /  x^" '' dx 


1+^  Y      l+co 


eintreten  müssen.    In  dem  erstem  wäre  r^—  nach  steigen- 

den,  in  dem  zweiten  Integrale  hingegen  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  X  zu  entwickeln.     Man  erhielte  folglich  wegen 

ü  0 

J     1+x    ~JiLJ^      ^^    a+sU      1  +  x    —j^y—^)   iHm^ 
ü  Ol  0 


also 


OD 

n.  ccsec  ««  =  ^  (-1)'  [ah  +  ^]- 


0 

X 


Wollte  man  dagegen  das  Integral    /  ^r^  dx  =  ~  e-^^, 

0 

6*  >  0,  A'  >  0*)  in  der  Weise  behandeln,  dass  man  cos  c  x 


*)  Dieses  von  Laplace  gefundene  Integral  werden  wir  später  ent- 
wickeln. 


—     141    — 
durch  die  stets  eonvergireude  Reibe  cos  ex  =^  ( — 1)*  ^j 

0 

ersetzte ;  so  folgte  durch  Integration  ein  sinnloses  Resultat. 


§.52. 
UmformuDg  der  Canehj'sehen  Gleichung. 

Ersetzen  wir  jetzt  in  dem  Integrale 


it-Zi-i  +  l]^'^^ 


0 

den  in  der  Klammer  befindlichen  Ausdruck  durch  die  unend- 


30 


liehe  Reihe  2  ^  ^  ,  ^  ^  ^ ,  so  erhalten  wir  die  Beziehung 

1 

00  •  oo 


2^""*  dx 


/*     — «*  *»  CO  /* 

u  1  1  Ü 

Nun   folgt   aber  sogleich  durch    Vertauschung   von   x   mit 
2  r  n  x' j  dass 


oo 


u  0 

und  daher  wird 


•  00  * 

0  ^  ü 

Übergehen.  Vorläufig  machen  wir  natürlich  den  obigen  Be- 
merkungen gemäss  hierbei  immer  die  stillschweigende  Voraus- 
Setzung,  dass  die  erzeugte  Reihe  auch  wirklich  den  conver- 
girenden  zuzuzählen  ist.    Davon  aber  werden  wir  uns  sofort 

— iranx 

sehen  den  endlichen  und  positiven  Grenzen  p  und  q  nehmen, 
also  die  ihm  vorhergehenden  Integrale  ebenfalls  auf  solche 
Intervalle  beschränken.  Denn  dadurch  gewinnen  wir  die 
gewiss  richtige  Gleichung 
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^—iranx 


^   rnj      1  +  a:«  n  J    1  +  a:^  ^         ~r        ' 

und  hieraus  fliesst  mit  Beachtung  der  bekannten  für  0  <  m  <  l 
Statt  findenden  Reihe 

-ig(i-«)  =  ig~i-  =  «  +  i'  +  'i'  + , 

also 

lg 1 =  yez^ 

die  andere  Relation 


7     1         /    g—irattx  j        /'        .  I 

/j ^'J  1+^ ^^^  n  J  r+'i« ^  1  _ ^-s««^- 


/ 


Nun  bedenke  man  zuvörderst,  dass  in  Folge  der  Beziehung 

dx      ,      __  J: D  /     ^a? 

1  +  a;«    ö    1  _  e-2"«*  ~    ^J   1  +  x« 

mit  wachsendem^/?  und  q  das  Integral  rechts  zuletzt  ein  be- 
liebig kleines  Quantum  nicht  mehr  zu  überschreiten  vermag, 
dass  also  für  eine  unendlich  werdende  obere  Grenze  das  In- 

tegral  I  -^^_  ,  lg  — -27,;^  nicht  sinnlos  wird.  Und  anderer- 
seits erwäge  man,  dass  au^sh  für  unendlich  klein  werdende 
Grössen  p  und  q 

=  —  Ä  [a;  lg  (l  —  e-*'"")]  +  5.2««/  ?'*--  —  '^'^ 

c/    1  —  e 


%nnx 


unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken  wird. '  Alsdann  wird 
offenbar  das  Resultat  aller  dieser  Betrachtungen  in  der  Gleichung 
sich  aussprechen: 


X  OD 

2 
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Mit  Benutzung  dieser  Relation  nimmt  folglich  das  Theorem  I. 
nunmehr  die  Form 

QO 

IL    lg  r(l+fl)=l  lg  (2  7C  a)-\-a  (lg  a_l)+iy j^lg—^ 


an,  welche,  wie  Limbourg  in  seiner  „Theorie  de  la  fonction 
Gamma"  bemerkt,  von  Schaar  herrührt*). 

§.  53. 
Stirlingr'sche  Formel. 

Gestützt  auf  die  vorhergehenden  Betrachtungen  kann  man 
mit  grosser  Leichtigkeit  lg  F(l  +  ä)  in  die  bekannte  Stir- 
ling'sche  Reihe  auflösen.  Zu  dem  Behufe  bemerke  man  zu- 
nächst, dass 

-^^—  mit  1— a;'+a;*— aT6+...  +  (— l)'«-i:r"'-^+(— 1)'"  .Al_ 
gleichbedeutend  und  sonach 


1  /  -i^ig L_ 

u 


30 


l-  J*  '^•'«^  lg  j  _  ^-i:^  [1  -  .r'  +  . . .  +  (-  l)«"-«  a-«»'-''] 


n 

0 

00 


+  (-l)"'i/i$ilg--l-wr''- 


0 

ist.  Ersetzt  man  nun  hierauf  wieder  in  dem  ersten  Integrale  rechts 


—  tra/tar 


ist 


1  ...  XTTc"    ^^^ 

lg  -  ~  :::2«i^  durch  die  unendliche  Reihe    >^       ,    so    i 

jedes  Glied  desselben  ersichtlich  in  der  Form 

enthalten,   wobei  natürlich  die  ganze  Zahl  q  und  ra  positiv 
vorausgesetzt  sind. 

*)  MumoircB  de  l'Acadeniie  tle  Helgique,  tome  XII, 
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Definirt  man  aber  die  (^+1)*'*  BernouUi'sche  Zahl  durch 
die  Gleichung 

SO  ist 

fl*«+^       (2  «)^«+^  ^  r^^^  a^+^  (-^  ^  +  1)  (2  7  +  2)- 

Und  daher  wird  jetzt,   wenn   man  ^==0,  1,  ...,»i  —  1 
schreibt, 

III.    lg  r(l+«)=i-lg(2«a)  +  «(lga-l)  +  A  1-^1 

.  I   _^»_  1 I  / 1  \iii— 1  *» A_ 

'5.6a*        •  •  •  •  -T  ^        a;  (2»t-l)  .2»^*"^^ 


00 


ü 

Mit  der  grössten  Leichtigkeit  lässt  sich  jedoch  das  hier 
vorkommende  von  Schaar*)  gegebene  Restglied  ebenfalls  in 
einer  den  vorhergehenden  Gliedern  analogen  Form  ausdrücken. 

Ersetzt  man  nämlich  auch  hier  \s ,--—  durch  die  un- 

CO 

endliche  Reihe  ^     ,  so  erhält  man  die  Gleichung 


1 

00  00  00 


0  ^0 

Nun  ist  aber  dem  bekannten  Mazimum-Minimum-Satze  zufolge 

r^r^  e-^'^^  dx^^   I  er^'-^  a;««  dx  =  »  r(2m +  1) 
WO  «&  augenscheinlich  zwischen  0  und  1  liegt*,  mithin  wird 


*)  Auch  Bauer  (Grelle.  Journal,  Bd.  67,  Seite  272)  ist  auf  diese  Rest* 


form  geführt  worden. 


—    145 


»  J    1  +a;'  ^  1  „  e-ä"»'  "^  —  '^  ^ü».+l  2a».+l  ^2«+i  ^  r''"'+'' 


0 


(2  OT  +  1)  (2  m  +  2)  fläm+i 

und  sonach 

III«.     lgr{l-j-a)  =  llg(2na)+a{\ga-l)  +  f^^.  i_A.;^+... 

'^       ^^  (2m--l).2in  ^2«»-l    '     ^       ^    '^  (2fn  +  l 


w-f  1 J 

lK2;/i  +  2J  ^«»»H-i' 

Kaum  nothig  ist  übrigens  wohl  die  Bemerkung  ^  dass  diese 
letztere  Gleichung  unmittelbar  aus  dem  Theoreme  I.  hätte  er- 
zielt werden  können. 

Die  Formeln  III.  und  IIP .  gehen  in  die  nach  Stirling  be- 
nannte Reihe  über,  wenn  man  m  ins  unendliche  wachsen 
lässt.  Sie  besitzt  die  Eigenthümlichkeit;  dass  sie,  obgleich 
divergent,  zur  numerischen  Berechnung  der  Function  Gamma 
vorzüglich  geeignet  ist.  Ausführliche  Betrachtungen  hierüber 
können  in  Limbourg's  Theorie  der  Gammafunction  eingesehen 
werden.  In  dem  Folgenden  wollen  wir,  um  diese  Unter- 
suchungen nicht  gänzlich  mit  Stillschweigen  zu  behandeln, 
aus  Serret's  „Gours  de  calcul  differentiel  et  integral,  tome  IL" 
eine  hierauf  bezügliche  Entwicklung  entlehnen.*) 


*)  Man  vergl.  auch  Raabe's  üntersachungen  im  Crelle'Bchen  Jour- 
nale, Bd.  25,  Seite  146  ff.;  Bd.  28,  Seite  10  ff.  —  Femer  mögen  behufs 
weiter  gehender  Studien  erwähnt  werden  die  Arbeiten  von:  Jacobi.  Grelle, 
Journal.  Bd.  12,  S.  263.  Bessel.  Aatron.  Nach.  Bd.  16,  Nr.  361.  Foisson. 
M^moires  de  TAcad.  des  Bciences,  tome  6.  Binet.  Journal  de  Tdcole  pol. 
cah.  27.  Caucby.  Journal  de  l'^cole  poly.  cah.  28.  Cauchy.  Exerc. 
d'analjse;  t.  2,  livraison  24,  p.  396 --398.  Stern.  Beiträge  etc.  Malm- 
stän.  Grelle,  Journal.  Bd.  35,  S.  55.  Lipschitz.  Grelle,  Journal.  Bd.  5§, 
S.  11.  Bauer.  Grelle,  Journal.  Bd.  57,  S.  256.  Gatalan.  Gomp.  rend. 
1858,  Nr.  14.  Schlömilch.  Ueber  die  BernoulU'scbe  Function  etc.  in 
der  Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik,  Jahrgang  1,  Nr.  XL,  S.  193.  Gaspa- 
ris.  Giornale  di  mat.  1868,  p.  16.  Ossian  Bonnet.  Sur  la  formule  de 
Stirling.    Gompt.  rend.  L.  862. 


Mkykb,  bestimmte  Integrale.  10 
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§.  54. 

Nühernngsifeise  BerechnuBg  ron  lg  r{l -\-  a)  mittelst  der 

Stirling'schen  Reihe. 

Dass^  wie  oben  bemerkt,  die  Stirling'sche  Reihe  in  der 
That  den  divergirenden  zuzuzählen  ist^  ergiebt  sich  sofort  aus 
nachstehenden  Bemerkungen. 

Wir  haben  vorhin  die.;»''*  Bemoulli'sche  Zahl  durch  die 
Gleichung  definirt: 

«    2    1-2.3 (2to  — l)2»ir.    .1.1.       1__      2ml       ^ 

*"""       2w.2ä.2« 2«. 2«  [      '    2^'"        3*"'  '  "J      ^2^'"""^  n^""        ^ 

WO  S%,n  der  Kürze  halber  statt  der  Reihe  1  +  ~2ü  +  ~äm'i"*** 

gesetzt  ist.  Das  Glied  .  „fVö — 2/ii^  ^^^  Stirling'schen 
Reihe  wird  daher  in  der  Form 

1  2_        3^  VJLzlI        1      c 

sich  darstellen  lassen.  In  ihr  aber  nähert  sich  mit  stets  wach- 
sendem m  der  Ausdruck  - — =  S^»,  der  Grenze  - — ^ ,  während 

der  andere  Factor  mit  m  ins  Unendliche  wächst;  mithin  muss 
Stirling's  Reihe  zu  den  divergirenden  gehören.  Ihre  genauere 
Benennung  als  halbconvergente  Reihe  werden  wir  erst 
weiterSinten  begründen  können. 

Der  Rest  in  der  Gleichung  III*.  wird  numerisch  durch 

den  Ausdruck  -Ö*  jz, — t-^tto — ^7^^  -^^zo    vorgestellt.     Offenbar 

(2  OT  +  1)  (2  OT  +  2)  fl^"*+i  ® 

muss  daher  der  Fehler,  welchen  man  durch  das  Abbrechen 
der  Stirling'schen  Reihe  bei  irgend  einem  Gliede  begeht,  seiner 
absoluten  Grösse  nach  kleiner  als  das  erste  der  vernachlässig- 
ten Glieder  sein.  Vermehrt  man  folglich  den  ungenauen  Werth 
von  lg  r(l  -|-  a)  durch  das  erste  der  unterdrückten  Glieder, 
so  erhält  man  ersichtlich  einen  zu  grossen  Werth  für  \^I\\-\-a). 
Schreibt  man  also  z.  B.  statt  lg  F(l  -j-  ^)  bloss 

1  1 

~  lg  (Bäö)  +  ö  (lg  ö  —  1),      so  muss  wegen      ^,  =  — 

die  Beziehung  Statt  finden: 

lg  r(l  +  a)  <  I  lg  (2«a)  +  a  Og  «  -  1)  +  i^; 
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andererseits  aber  ist 

lg  r(l .+  fl)  >  I  lg  {2jta)  +  alga  -  a. 

und  demnach  ergiebt  sich  durch  üebergang  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  entsprechenden  Zahlen  der  wichtige  Satz 

1.     /2ä  a^  ^—  <  r(l  +  ö)<  /2ä  a"^  e  '^^^. 

Hierauf  aber  gestützt^  kann  man  sofort  zwei  Grenzen  be- 
stimmen, zwischen  denen  die  n'""  BernouUi'sche  Zahl  sich  be- 
finden muss,  und  von  denen  die  obere  für  die  nachfolgende 
Betrachtung  von  Wichtigkeit  ist.    Denn  setzt  man  in 

U       "^'  et 

für  die  Grösse  S^^  die  Einheit,  so  ist 

und  nimmt  man  in 

^  _^  2nl ^ 

anstatt  des  Quotienten  -^  ebenfalls  die  Zahl  1,  so  wird 

2nl  1 


Bn    < 


22«- 1  ^2n-2       6 


Mit  Berücksichtigung  der  unter  1.  dargestellten  Ungleichheit 
wird  daher  auch 

(2«)       2  (2«)        2 

sein  müssen. 

Endlich  folgt  noch  aus 

^iH-l   _   (2«-f  l)(2n  +  2)  S^n+^ 


^n  4  71*  S,, 


die  Beziehung 


3.  ,,  ^^r!;^  . ,,  <  ^'^ 


(27i-f  1)  (2n+2)    ^   4sr« 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  Un  den  absoluten  Werth  des 

10* 
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allgemeinen  Gliedes  ( —  1)"-^  (^i^nYn  "««-i  ^^^  Stirling'- 
schen  ß^ihe,  so  entspringt  aus 

u„  fl«    (27i+l)(2n+2)      ^„ 

mit  Rncksicht  auf  die  Ungleichheit  3. 

"it+l    ^   (2w  — l)2n 

und  folglich  ist  um  so  mehr 

'-^  <  -^  und  ^'  <  (f )'. 

So  lange  demnach  w  <  3«  ist,  so  lange  wird  auch  Un^\  <  t/„ 
sein.  Die  Stirling'sche  Reihe  wird  folglich  für  a  >  l  in  ihren 
ersten  Gliedern  Convergenz  zeigen,  und  zwar  wird  diese,  wenn 
a  eine  ganze  Zahl  a,usdrückt,  gewiss  bis  zu  dem  Gliede  währen, 
dessen  BernouUi'sche  Zahl  den  Index  3  a  besitzt. 

Setzt  man  z.  B.  «  =  10  und  --  =  r,  so  ist  r  <  1;  ferner 

aber  hat  man 

S  ^  (Sf  <  ^'  ™*^^^  "2  <  «1  n 
S  <  (ä)'  <  ''^  ^-  «•  "^  <  "^ '''' 

Die  Reihe  Wj  —  «2  "h  ^3  —  •  •  •  +  ^31  18*  ^'so  gewiss  klei- 
ner, als  die  geometrische 

^i(l  +  r  +  r2  +  .  .  .  +  r30)  =  „,  \^. 

um  die  erwähnte  Eigenschaft  der  Stirling'schen  Reihe  gleich 
im  Namen  anzudeuten,  nennt  man  sie  nach  Lagrange*),  wie 
überhaupt  die  Reihen  von  ähnlichem  Charakter,  halbcon- 
vergirend. 

Heisst  nun  Sn  der  Zahlenwerth  des  begangenen  Fehlers, 


*)  Siehe  Enke.    Grelle.  Journal  Bd.  28.    S.  214.    Vergl.  auch  Legen- 
dre.    Trait^  des  fonct.  eil.  etc.    T.  TL    p.  397,  428. 
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weuii  die  Stirling'sche  Reihe  nur  bis  zum  Gliede 

f_  l)n-l  _?! 

^  ^        (2n- l)2na^'^^ 

fortgesetzt  wird:  so  ist  dem  Frühem  zufolge 


d.  h.  wegen  der  Ungleichheit  3. 
Aber  nach  2.  ist 

^        .     1    (2n)^     -^-H-i^, 

(2«)^'— y 

folglich  muss  auch 

1 

sein.    Wählt  man  also  für  ein  ganzes  a  die  2ahl  n  =  3a^  so  ist 
d.  h. ,  weil  a  wenigstens  =  1  sein  wird, 


B^a<^(^\^e''e-^^a    ^ 


6  \n) 

Man  kann  diesen  Ausdruck  für  den  praktischen  Gebrauch  be- 
quemer schreiben,  wenn  man  beachtet,  dass 

1  /1\^^  /^  =  0,393409  .  .  . 
ist;  denn  nun  wird 


2 


«3«  <  0,393409  ...  er^'a 

Nimmt  man  z.  B.  «  =  10,  so  kann  man  lg  1^(1  -f  «)  bis  zur 
27.  Decimale  berechnen,  wenn  man  die  Stirling'sche  Reihe 
bei  dem  mit  ^30  multiplicirten  Gliede  abbricht. 

§.  55. 
Nähening^sformelii  fflr  r{a  +  n),  r(n  +  l)>  wenn  n  sehr  gross  ist. 

Das  Theorem  1.  des  vorhergehenden  Paragraphen   lässt 
sich  für  den  Fall  eines  sehr  grossen  a  in  einer  Gleichung  dar- 
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stellen,  aus  der  man  ohne  Mühe  die  bekannten  Näherungs- 
formeln für  r(fl  +  w)  und  r(n  +  1),  in  denen  die  ganze 
Zahl  n  sehr  gross  vorausgesetzt  ist^  wird  ablesen  können. 
Vertauschen  wir  behufs  Herleitung  dieser  Formeln  in  den  Un- 
gleichheiten 1.  das  Argument  a  mit  a  +  w,  wo  n  also  eine 
ganze  Zahl  bezeichnen  soll;  so  ist 


/2jr  («  +  w)         ^  e  ^^^""^'^  >  r(fl  -f  n  -f  1) 

>  }/2n  {a  +  n)    ''   ^  <?-<'^») 

Nun  nähert  sich  mit  wachsendem  n  die  Exponentialgrösse 

1 
^12 («+n)  j^^  Einheit,  und  daher  wird  man  offenbar  schreiben 
können : 

1.      r(a  +  n  +  1)  =  1/2%  {a  +  n)    "   *  e-i^)  [1  +  «J, 

wenn   man  unter  5„  eine   für  n  =  oc  in  Null  übergehende 

1 


Grösse  versteht.    Beachtet  man  aber,  dass  (a  -j-  ^)  mit 

n  /1-| —  )(^H )         identisch  ist  und  dass  für  n=oo 

wird;  so  kann  man  auch  in  folgender  Weise  Gleichung  1.  aus- 
drücken : 

2.  r(a  -f  n  +  1)  =  /2ä  tT^'^  e-"  (1  +  ««), 

wo  auch  hier  wie  immer  unter  f  „  eine  mit  unendlich  werden- 
dem n  verschwindende  Grösse  verstanden  wird. 

Ganz  auf  dieselbe  Art,  einfacher  indess  durch  Yertauschung 
von  a  mit  a  —  1 ,  findet  sich  femer  die  Beziehung 

2«.  r{a  +  71)  =  j/2^  n    "'^  e-«  (1  -f  «„). 

Da  nun  r(a  +  n)  =  (a  +  n  —  1)  (a  +  n  —  2)  ....  a  r(a) 
ist;  so  hat  man  für  ein  sehr  grosses  n  nahezu  die  Gleichung 

3.  fl(a  +  1)  (ö  +  2)  .  .  .  (a  +  «  -  1)  =  ^  n*^"»  e--. 


1 
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Und  setzt  man  in  Gleichung  2.  a==  0,  so  wird 

1  .  2  .  3  .  .  .  n  =  j/27t  n     ^  e-"  [1  +  £,]  , 
also  näherungsweise  wieder 

1  .  2  .  3  .  .  .  n  =  /2ä  n  '  ^  <?-«  =  j/liitn  n"  er-' 

gesetzt  wertlen  dürfen.   Unmittelbar  ist  jedoch  diese  Beziehung 
aus  dem  oben  in  §.  54.  entwickelten  Theoreme  1.  abzulesen. 

Wählt  man  endlich. für  a  den  besondem  Werth  — ,  so 

kommt  vermöge  der  Formel  3.  die  nahezu  richtige  Gleichung 

1.3.5...  (2»  —  1)  =  /2  (2n)»  «-». 

§.  56. 
Entwieklung  Yon  lg  r(l  -f  a}  in  eonrergirende  Reihen. 

Wie  schon  früher  angedeutet  wurde,  lässt  sich  lg  F(l+ör) 
ohne  Schwierigkeit  in  convergirende  Reihen  entwickeln,  und 
zwar  leistet  hierzu  das  oben  erwähnte  Cauchy'sche  Theorem 
vorzügliche  Dienste.  Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung 
namentlich  auf  Limbourg's  schon  angeführte  „Theorie  de  la 
fonction  Gamma^^  Abgesehen  hiervon  aber  kaon  man  auch 
in  folgender  Weise  zu  convergenten  Reihen  für  lg  r{a)  und 

?Jf  ZW  gelangen. 

Differentiiren  wir  z.  B.  die  Gauss'sche  Gleichung 


00 


0 

nach  a,  so  entspringt  die  andere 


00 


Oa^  J     1  —  C-* 

Nun  ist  aber 
also 


e  ^ 


QO 


a«  lg jr(«)  ^  v-y     1 

0 
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Es  ist  dies  die  für  jedes  a  eonvergirende  Reihe,  mit  deren 
Hülfe  Legendre  das  gleichfalls  von  ihm,  jedoch  später  ent- 
deckte Gauss'sche  Fundamentaltheorem  ableitet.  Wird  dieselbe 
nach  a  zwischen  den  Grenzen  1  und  a  integrirt,  so  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  1.  die  für  jedes  positive  a 
Statt  findende  Beziehung 


n  oo 


'•^'^är^— /[,.>.-!]— +2[i-i] 


0  0 


Augenscheinlich  bedeutet  in  ihr  das  Integral 


oo 


J{^-.  -  4)  -  - 

0 

eine  numerische  Constante,  die  man  ihrem  Entdecker  zu  Ehren 
die  Euler'sche  Constante  genannt  hat.  In  seiner  Differential- 
rechnung (Thl.  2.  §.  143)  hat  Euler  ihren  Werth 

C  =  0,5772156649015325 

gegeben  und  diesem  sind  später  von  Legendre  in  den  auf  die  15. 
Decimale  folgenden  Stellen  noch  die  Zahlen  8606  hinzugefügt*). 
Schreiben  wir  also  statt  des  Integrales  einfack  Cy  und 
integriren  wir  hierauf  Gleichung  3.  zwischen  den  Grenzen  1 
und  a\  so  bekommen  wir  eine  eonvergirende  Reihe  für  lg  F(ö), 
nämlich 


CO 


Für  a  =  2  ist  daher 

4-,        o_-c+_g[,-i-,-ig?-+;], 

und  folglich  wird,  wenn  man  diese  letztere  Gleichung  mit 
a  —  1  multiplicirt  und  das  entstandene  Resultat  von  4.  ab- 
zieht, 

5.    Ig  na)  =  2  [(«  -  1)  »«  -t-i^  -  1«  -  4^-1 
oder 


*)  Kinkelin  nennt  (Crelle*8  Journal,  Bd.  57,  Seite  128)  C  die  Masche- 
roni'Bche  Constante. 


—  im  — 


ao 


5".  lg  r(«)  =  ^^{a  -  1)  lg  (l  +  I)  -  lg  (l  +  "!')]• 

Bemerkens werth  ist  diese  Reihe  vorzüglich  desshalb,  weil 
man  von  ihr  sogleich  zu  der  Euler 'sehen,  von  Gauss  als  De- 
finitionsgleichung der  Gammafunctiou  benutzten  Formel  über- 
gehen kann.    In  der  That,   schreiben  wir  b",  in  der  Gestalt 


(Ml 


s 


lg  r(«)  =  2  lg  ^Ttirr-  +  lg  (1  +  ^s) ,      , 

wo  lg  (1  +  Bs)  das  Restglied  der  Reihe  bezeichnet  und  das 
ihrer  Convergenz  zufolge  für  s  =  oo  verschwinden  muss;  so 
ergiebt  sich  durch  den  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu 
den  entsprechenden  Zahlen  sofort  die  Beziehung 

/5-hiyi— 1 


r(a)==e     '  (1  +  «.)=«         '  (1  +  «.) 

oder 

r(a)  =    ,-i-  .T^l^--,    ,        .,  s"-i  (1  +  Bs)  (l  +  -V~V 

Beachtet  mau  aber,  dass  für  s  =  oo  der  Factor  ( l  -| j 

mit  der  Zahl  1  znsammenßlllt,  so  kann  man  einfacher 

^(«)  =  ^ia  -Fö^«-+V-  1)  ''-'  (1  +  *') 

schreiben ,  wo  also  jetzt  lim  d,  =  0  ist. 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden ,  dass  aus  4f.  die  Be- 
ziehung erwächst 

C  =  lim  [21  -  lg  «] ,   {lim  «  ==  »} 

und  dass  folglich  für  ein  hinreichend  grosses  s  näherungsweise 
mit  Euler 


1 


gesetzt  werden  darf. 
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§.57. 

Fortsetznngr. 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  lg  F(l  +  ä)  durch 
das  Symbol  ^(a  +  1) ,  so  erhalten  wir  dem  Tayler'schen  Theo- 
reme zufolge  die  Beziehung 

1.    ^(l  +  ö)=^(I)  +  a^'(l)+oV'"(l)  +  -+^r(l  +  an 

WO  ^  eine  zwischen  0  und  1  befindliche  Zahl  ausdrückt.  Nun 
folgt  aber  durch  n  — 2  malige  Differentiation  aus  der  Gleichung 

gng  r{\  +  a)  ^  V— J— — 

da^  ^{a  +  1  +  8)^ 

0 

die  andere 

ji^  y  lg  r{a  +  \)  ^  (-  ir  ^        i 

und  diese  bleibt,  sofern  n  >  1  ist,  für  jedes  zwischen  —  1 
und  einer  beliebigen  positiven  obern  Grenze  enthaltene  a  in 
Kraft.    Mithin  muss  für  a  =»  0 

oo 


1  * 


sein,  und  folglich  wird  für  hinlänglich  grosse  n  der  Quotient 


seiner  absoluten  Grosse  nach  gewiss  unter  1  liegen,  wenn  a 
eine  zwischen  —  1  und  +  1  befindliche  Zahl  vorstellt.  Daraus 
aber  fliesst  einem  bekannten  Satze*)  zufolge  sogleich  weiter, 


*)  Bezeichnet  u^,  u,  ...  un,  ...  eine  Reihe  endlicher  Grössen  von 
der  Art,  dass  für  sehr  grosse  n  fortwährend  ohne  Rücksicht  auf  das 
Zeichen 


^<  1, 

u  ' 

n 


80  ist 

lim  u^  SB  0, 

wo  Um  auf  ein  unendlich  werdendes  n  sich  besieht. 
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das3  ^(1  +  ö)  für  den  angeführten  Fall  immer  in  eine  con- 
vergirende  Reihe  sich  muss  entwickeln  lassen.  Bezeichnen  wir 
also  die  Summe  der  reciproken  n^^  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  kurz  durch  S^ ,  und  beachten  wir  ausserdem  noch^  dass 
^(1)  =  0  und  '^{V)  mit  —  C  gleichbedeutend  ist:  so  wird  jetzt 

2.  lgr(l  +  fl) flf7  +  |!s,-^5,  +  |-'s,-... 

Zwar  ist  diese  Reihe  für  die  numerische  Berechnung  der  Gam- 
mafunction nicht  sehr  zweckmässig;  weil  die  S  nicht  rasch 
genug  abnehmen,  indess  kann  man  mit  ihrer  Hülfe  sogleich 
eine  starker  convergirende  Reihe  erzielen  ^  wenn  wir  die  ein- 
zelnen Glieder  unserer  Reihe  mit  den  entsprechenden  der  fol- 
genden 

0 lg  (1  +  «)  +  «-?  +  f  -  ••  • 

durch  Addition  verbinden.    Dadurch  nämlich  entspringt 

3.  lg  r(l  +  fl)  =  fl(l  -  ^  -  lg  (!  +  «)  +  I'  (5j  -  1) 

und  folglich  ist  auch 

4.  lg  r(l-a)  =  _  a (1  -  ^  -  lg  (1  -  a)  +  I'  («3  -  1) 

+  |'(Ä3-l)  +  i(Ä4-l)  +  .--. 
Erwägt  man  jetzt  weiter ^  dass 

«r(a)  =  r(a+i),  r(fl) r(i - «)  =  ^ ,  o<«<i, 

also 

igr(i  +  a)  +  igr(i-«)  =  ig^^^ 

ist;  so  erhält  man  durch  Verbindung  dieses  Resultates  mit 
den  Gleichungen  3.  und  4.  die  Legendre'sche: 

5.  igr(i  +  a)  =  «(i-o-lig;-±-:  +  -i-igs^ 

-j(S3-1)-?(56-1)-y(«7-1)--.- 

In  ihr  braucht  man  nur  a  von  0  bis  —  zu  wählen ,  um 

mit  grosser  Annäherung  sämmtliche  Gamma  berechnen  zu 
können;  indem  ja  alle  übrigen  Gamma  auf  die^  deren  Argument 
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zwischen  0  und  -    liegt,  sich  zurückführen  lassen.    Die  vor- 

herige  Bestimmung  der  Grössen  S  ist  freilich  etwas  unbequem, 
doch  kann  man  diese  umgehen ;  wenn  man  sich  der  von  Le- 
gendre  in  seinem  „Traite  des  fonctions  elliptiques  et  des  in- 
tegrales Euleriennes,  tome  IL"  gegebenen  Tafel  bedient, 
welche  die  S  von  w  =  2  bis  n  =  35  bis  auf.  16  Decimalen  in 
sich  begreift. 

Auch  die  Euler'sche  Con  staute  hat  Legendre  mittelst  der 
Gleichung  5  von  neuem  berechnet,  indem  er  in  ihr  einerseits 

rt  =  1 ,  andererseits  hingegen  a  =  \  nimmt.    Und  endlich 

hat  er  sie  zur  nähern  Bestimmung  des  früher  erwähnten 
Minimums  der  Gammafunction  benutzt.  Dasselbe  findet  für 
a  =  1,4616321451105  .  .  .  Statt  und  wird  durch  den  Werth 
r(a)  =  0,8856032  .  .  .  vorgestellt. 

§.  58. 

Darstellung:  von  —  ^^^   durch  eine  endliche  Reihe  fllr  den  Fall 

eines  rationalen  Argumentes. 

Zu  den   vielen   interessanten  Eigenschaften  der  Gamma- 
function gehört  auch  diei,  dass     ^    ^     in  eine  endliche  Reihe 

sich  entwickeln  lässt,  wenn  das  Argument  a  eine  rationale 
Zahl  ausdrückt.    Addirt  man  nämlich  die  beiden  Gleichungen 


00 


aig 


0 


und 


OD 


0 


so  folgt 


^  lg  r(«) 


0 


und  hieraus  entspringt  durch  Einführung  der  neuen  Verän- 
derlichen X  =  e-^ 
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1.  2J?/i^"+C=     rS--^"-da:. 

da  '  J       \  —  X 


n 


Setzt  man  nun  fit  mit  dem  Quotienten       der  beiden  ganzen 

Zahlen  m  und  n  als  gleichbedeutend  voraus,  und  substituirt 
man  überdies  statt  x  die  Grösse  x** ;  so  erhält  man  augenblick- 
lich die  Gleichung 

0 
-g«— 1 ^w — ^1 

in  der  die  Function ^ —  augenscheinlich  einen  ratio- 

nalen  Bruch  vorstellt.  Das  Integral  ist  mithin  auf  Elemen- 
tarfunctionen  zurückführbar,   also   beispielsweise  für  a  = 

^-^^  +  ^ = 2  arc  tan«  i-  /3  -  lg  3  =  f  -  lg  3. 

Bezeichnet  endlich  in  Gleichung  1.  a  eine  ganze  Zahl,  so  wird 

1 
-•^^  +  C  =  J'[l +x  +  x^ +  ...-{-  x«-*]  dx 

0 

=  1  +  4  +  1  +  .. .  +  „-^,- 

§.  59. 

Stem'8  Beireis  der  Raabe'sclien  Formel 

1 

/'lgr(x+Ä+l)rfa;=(*+l)lg(Ä-+l)-(*+])  +  |-lg2«. 
Die  früher  bewiesene  Gleichung 


OD 


lg  r(.  +  1)  -  ßi  [^..  -  ;^  +  ^] 

gestattet  eine  interessante  Folgerung,  wenn  man  statt  x  -\-  l 
das  Argument  x  -{-  k  -^  l  wählt,  wo  k  eine  positive  Zahl  aus- 
drückt,  uiid  hierauf  lg  r{x  +  ^'  +  1)  nach  x  zwischen  den 
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Grenzen  0  und  1  integrirt.    Dadurch  nÄmlicb  erhält  man  die 
Beziehung 

'i,n^+*+i)^yf[^.(*+i)--^+^].  ■ 

Andererseits  aber  ist  nach  §.  49. 

0 

mithin  ergiebt  sich  durch  Subtractioa  der  zweiten  Gleichung 
von  der  ersten 


1 

/ 


OD 


lg  r(a;  +  Ar  +  1)  «fx  =  <?*+!- I J  ' f dz 

0  0 

=    Gk-^rX    -   I   lg    (^    +    1). 

Weil  nun  den  in  §.  50.  gepflogenen  Betrachtungen  zufolge  das 
Integral  GkJrx  mit 

I  lg  2«  +  (*  +  1)  lg  (Ar  +  1)  -  (*  +  1)  +  I-  lg  (*  +  1) 

äquivalent  ist^  so  muss  die  Relation  bestehen 


1 


/ 


lgr(a:+*+l)dx=i-lg2«  +  (A-+l)lg(A-  +  l)-(Ä-+l). 


.Gefunden ;  wenn  auch  nicht  in  der  Allgemeinheit  wie  hier^ 
ist  dieselbe  von  Raabe*)  und  bewiesen  in  der  hier  gegebenen 
eleganten  Weise  von  Stern**). 


*)  Grelle.   Journal.    Bd.  25,  S.  149;  Bd.  28,  Seite  12. 
**)  Zur  Theorie  der  Euler'schen  Integrale. 
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III.  Kapitel. 
Integrale,  welche  auf  Oammafünctionen  surückführbar  sind. 

§.  60. 

dx. 


Die  Integrale  /  x^^l— a;")         dx  und    f   — - — — 

J  ^     (l  +  ax  ) 

0  ^ 


iH-« 


Die  Gammafunction  verdient  nicht  bloss  um  ihrer  selbst 
willen  das  grosse  Interesse,  welches  die  Mathematiker  ihr 
zugewandt  haben.  Sie  zeichnet  sich  auch  noch  dadurch  aus, 
dass  Ton  ihrer  Kenntniss  in  letzter  Instanz  die  Losung  vieler 
und  nicht  bloss  der  Integralrechnung  angehöriger  Aufgaben 
abhängig  gemacht  wird.  Namentlich  aber  giebt  es  eine 
ganze  Reihe  auf  Gammafunctionen  zurückführbarer  Integrale, 
Tou  denen  einige  wieder  zu  den  feinsten  Betrachtungen  Ver- 
anlassung geben.  Einen  der  Hauptbelege  für  diese  Behaup- 
tung wird  hoffentlich  die  später  folgende  Darstellung  der 
äusserst  sinnreichen  Dirichlet'schen  Behandlung  gewisser  von 
Cauchy  zuerst  in  Betracht  gezogener  Integrale  liefern. 

Schon  früher  haben  wir  gesehen ,  in  welch'  innigem 
Zusammenhange  das  Euler'sche  Integral  der  ersten  Gattung 
mit  dem  der  zweiten  Art  steht.  Dieselbe  Bewandtniss  nun 
hat  es  mit  dem  binomischen  Integrale 

0  0 

in  welchem  p  und  q  positiv  und  n  als  ganze  Zahl  voifbus- 
gesetzt  sind.  Legendre  bezeichnet  dasselbe  mit  Euler*)  sym- 
bolisch   durch   /^ j  und    betrachtet    es    eigentlich    als    das 

Euler'sche  Integral  der  ersten  Gattung.  Wie  man  sieht  ^  ist 
dies  nur  eine  Verallgemeinerung  des  Integrales 

B  (jp,  q)  =rxP'^  {l  —  x)^^  dx 

*)  Integralreclmmig,  Kap.  9,  S.  287  des  ersten  Bandes.  (2.  Aosgabe. 
Petersborg  1793.) 


-     160    ~ 

oder,  wie  Legendre  schreibt,  [p,  g]*)>  Auch  kann  jenes  mit 
Leichtigkeit  auf  dieses  zurückgeführt  werden,  indem  man 
mit  dem  genannten  Forscher  nur  y  =  a: "  zu  setzen  braucht. 
Dadurch  nämlich  kommt  sofort 

J  xP-^  (l-o:«)"       ^^=  nj  y"       (1-2/r       äy, 

0  u 

und  demnach  ist 

Die  weitern  Eigenschaften  des  Integrales  |  — j  bedürfen 

daher  auch  keiner  eingehendem  Untersuchung.  Nur  einer 
nahe  liegenden  Folgerung  wollen  wir  gedenken,  die  sich  so- 
fort für  '^  '  ^  =  1  ergiebt.     In  diesem  Falle  nämlich  ist 


71 


^  '  n     ,     p 

Sin  -  Jt 
0  n 


Allgemeiner  noch  als  das  oben  betrachtete  Integral  ist 
endlich  das  folgende 


00 

dx 


flvp-hj'    ' 


in  welchem  «  eine  von  Null  verschiedene  positive  Constante 
bedeutet  und  das  durch  die  Substitution  a  o;"  =  Xy^  unmittel- 
bar die  Gestalt 


00  00 


na"     •/        (l+a-i)» 


u  0 


annimmt. 


wa" 


*)  Traite  des  foiict.  ellip.  et  des  integr.'  Eni.  T.  II.,  p.  414. 
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Sollen  0  und  1  die  Integrationsgrenzen  heissen,  so  setze 
man  wie  in  8.  31  a;  =    "^^;  alsdann  erhält  man  nach  den 

ö  y  1 

einfachsten  Reductionen 

00  1 

/X^^  dx      ^   ^       r  y^tHn-l)p-l  (1  _  y^y-1  ^y 
ü  0 

und  schreibt  man  jetzt  «  =  1,  «  =  ^  und  l  —  (i  =:  v, 

so  kommt 

1 

y^-^l-yf-^fty  ^  J_        1         Fip)  r(y)  *) 


§.  61. 
1 


f 

0 


Die  Integrale    /'a-'''')  d-a'*)  ••••_:.  jrf«  und 


1 

^«  11 J^\  (1 ^^\ 

dx. 


a?''(l— a?*)(l— a?*") 


/  iX-x)  lg  A 


Vertauschen  wir  in  der  Gleichung 


1 


J  \}h  '-v 


ajg  ri«+ii  _  /  (  .i._  _  _£:l^  ax 


0  ^ 


das  Argument  a  mit  a-j-^,  wo  6  eine  positive  Constante 
ausdrücken  soll^  und  subtrahiren  wir  von  der  resultirenden 
Gleichung  die  vorhergehende;  so  kommt 

1 


'  k  ",s±H  - /'»■ :?:  ä.. 


da  ^      r(a+\y   —J    **-      1-x 


Hieraus  aber  entspringt  durch  Integration  nach  a  zwischen 

den  Grenzen  0  und  a 

1 

'■    ■         'g  r(«+i) r(i+i)  -  /     ("i~,),gj.    "''' 


0  •*'* 


*)  Siehe  §.  80,  Gl.  7".  etc. 

Mbykb,  bestimmte  Integrale.  11 
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und  sonach  müssen  auch  folgende  Gleichungen  Statt  finden: 

,  r(a+b+c+l)       _     f(l^a:^)(l-x^)  ^^ 

'S  na+c+i)  r{ö+i)  -   I        (,__^)  lg  J_      ^^' 

0  ^ 

1 

^'        'S  r{a+b+l)r{a+c+X)  —    I  (l-o;)  Ig-L 

Wird  aber  in  Gleichung  1.  die  positive  Grösse  c  statt  a  ge- 
ifvählt  und  von  dem  erzeugten  Resultate  die  Beziehung  2. 
abgezogen;  so  folgt 

q       i^_r(«+H-l)r(«+c+l)r(&+r+l)__    /^(l-a^")(l-a:^(l-.r^) 

^-    •ö^;,+-,)2r6+i)r(r+i)r(«+Ä+c+i)— y       "  (i_^)  ig  1 

0  ^ 

Und  vertauscht  man  in  Gleichung  3.  a  mit  a-^d  und  sub- 
trahirt  nun  von  der  erzielten  Relation  die  unter  3.  dargestellte^ 
so  hat  man 

4  1^  na+h+c+\)  I\a+b+d+\)  T{a+e+d+l)  r(«+l) 

S  r^a+b-^-l)  r(fl+c+l)  iXa+d+l)  r(fl4-6'+e-t-rf+l) 
1 

/a?'(l-a:^)(l--x^)(l-a^^)     ^^^ 
{l-a:)lgl 


0  ^ 


Indem  man  aber  in  3.  die  Constante  a  durch  das  positive  d 
ersetzt  und  darauf  die  entstandene  Gleichung  mit  der  Be- 
ziehung 4.  durch  Subtraction  verbindet,  erhält  man  die  Formel 


-/ 


1 

(l-a7«)(l-a:*)(l-a?^)  (l-x^)  ^ 

~ —  dx. 


Wie  man  in  dieser  Weise  den  Process  immer  von  neuem 
vollziehen  kann^  bedarf  keiner  weitem  Erörterung.  Zur  Ent- 
wicklung des  allgemeinen  von  diesen  Integralen  befolgten 
Bildungsgesetzes  genügen  indess  schon  die  vorhergehenden 
Betrachtungen;  man  vergleiche  nur  darüber  Stern 's  „Beiträge 
zur  Theorie  der  Euler'schen  Integrale."     Auch   noch  andere 
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Folgerungen  lassen  sieh  ans  den  vorstehenden  Formeln  ziehen^ 
worüber  man  ebenfalls  genügende  Auskunft  in  der  genannten 
Abhandlung  Stern's  finden  wird. 

In  dem  Vorliegenden  beschränken  wir  uns  auf  die  Mit- 
theilung zweier  Relationen  (6  und  7)^  die  wir  später  in  ganz 
anderer  Weise  ermitteln  werden. 

Setzt  man  nämlich  in  Gleichung  2.  x^  statt  x^  wo  das 
neue  x  ebenfalls  positiv  sein  soll^  so  erhält  man 


=  lg 


0 

r(a+H-l)  r(fl-fr+l) 


r(fl+i)  r(«+A+r+i) ' 

und  folglich  wird  für  c  =  - 

Daraus  aber  fliesst,  wenn  2a+l=a  — l,2(a-(-i)+l=/S — 1 
gewählt  wird,  die  von  Kummer  gefundene  Formel 

Endlich  lässt  sich  mit  ziemlicher   Leichtigkeit  aus    der 
Gleichung  4.  die  andere  entwickeln 
1 

'^-       f~Y^-  <?x  =  lg  («  +  « + 1)  -  Q  lg  («  +  fl) 

U 

+  ...+  (-l)'Qlg(«  +  «+l-5)+...+  (-l)''lg(a  +  l) 

wenn  man  die  Exponenten  b,  c,  d,  ...  sämmtlich  =  1  nimmt 
und  die  Gammafunctionen  nach  der  Formel  T\a-\-^)  =  a  T(a) 

behandelt.     Schreibt  man  nun  1(7)  =  "  und  a-\-\=Py  so 

hat  man  zunächst  die  Beziehung 

11* 
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/^^-'";--^-^ =2  (-1)'  (:)  1«  («+p  -  *)• 


0  0 


Dieser  Ausdruck  aber  lässt  sich  in  einer  kürzern  Form 
darstellen^  wenn  man  sich  einer  bekannten  Formel  aus  der 
endlichen  Differenzenrechnung  erinnert.  Sind  nämlich  u^Ui, 
«2 ;  •  •  •  die  Werthe  der  Functionen  fix),  fix-^rK),  /"(a:-f-2Ä) , . . . ; 
so  besteht  die  Relation 

^«  tt  =  tt,  —   r\  W«-i  +  l\   Un-2  —   .  .   . 

oder  symbolisch  geschrieben 

Wählt  man  folglich   für  f{x)  die  Transscendente   \gp,    so 
hat  man 

^Igp^Qgp-iy)  =lg(p-j-„)_  Q  lg  (p+n- 1)  +  . . . 
und  sonach 


z 
ö 


Es  ist  dies  die  Gleichung,  welche  Laplace  auf  anderm  Wege 
in  seiner  ,,ThÄ)rie  analytique  des  probabilites,  3.  Edition  p.  165" 
abgeleitet  hat. 

Anwendung  des  Imaginären. 

00 

Bedeutung  der  Formel  I    c~***'  x""^  dx  =  — ^  für  ein  complexes  k. 

Yerhalteu  der  gewonnenen  (^Gleichungen  zu  einander. 

Ein  weit  grösseres  Interesse  als  .die  vorhergehenden  Inte- 
gralformen bieten  gewisse  andere,  mit  deren  näherer  Unter- 
suchung wir  uns  nunmehr  beschäftigen  wollen.  Dabei  wer- 
den wir  uns  in  sehr  ausgedehnter  Weise  des  Imaginären  be- 
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dienen^  weil  durch  eine  derartige  Benutzung,  wie  sich  zeigen 
wird,  bei  den  Erörterungen  ein  bedeutender  Grad  von  Ele- 
ganz und  Einfachheit  sich  erzielen  lässt. 

Bezeichnen  k  und  a  positive  Zahlen,  so  findet  bekannt- 
lich die  wichtige  Gleichung  Statt 


J  "        ^  k- 


ß-*yy«-irfy=  ^^""^ 


Gilt  aber  dieselbe  noch,  wenn  k  eine  complexe  Grösse  vor- 
stellt? Nehmen  wir  einmal  an,  es  sei  dies  wirklich  der  Fall, 
es  sei  also  für  die  complexe  Grösse  Ar+'ö^/,  deren  reeller  Theil 
natQrlich  wesentlich  positiv  sein  muss, 

OD 

I.  r^(A4^>a;«-i^a;  =  -^^^: 

so  folgt  hieraus  leicht  eine  Reduction  der  beiden  Integrale 

J  ß—hx  COS  -ö-a; .  a;"-*  dx  und  J  e^^*  sin  ^o;  oif^^  dx 

auf  einfachere  Formen.  Bedenkt  man  nämlich,  dass  jede 
complexe  Grösse  k-^-^i  in  der  P^orm  q  (cos  ^  -f-  i  sin  ^)  sich 

darstellen  lässt,  wo  der  Modul  q  =  ^k^  -f-  'ö'^  ist  und  ^  einen 
reellen  Bogen  bedeutet,  der  hier  zwischen  +  \  und  —  ^  ge- 
wählt werden  darf,  so  ergiebt  sich  aus  I.  zunächst 


00 


/ 


n«) 


^-*-^  .c«-i[cos'9'a;  — I8in^»r]rf.c=  ^ 

V{aS  [cos  afp  —  i  sin  //  yp\ 


(/fc2_|.^2) 

Mithin  wird 


ao 


1.  /    e?-^*  x^-^  cos  ^x  dx  =  —^-^ ^-  und 


0 


(*«+*«)* 


2.  /    e-*-a^-'smdxda:=^^"-^'>''* 


Ü 


(A-'+O-'J 


a 
~2 
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So  vorzüglich  indess  dieser  von  Euler*)  herrührende  Ge- 
dankengang auf  den  ersten  Blick  auch  erscheinen  mag,  so 
lässt    er    doch    begründete    Bedenken    zu.      Der    Ausdruck 

nämlich  ist,    um  nur    dieses  Punktes  zu  gedenken, 

(k+d'if  '  ^  ' 

durchaus  keine  bestimmte  Grösse**);  es  bleibt  daher  auch 
schon  aus  diesem  Grunde  völlig  unentschieden,  ob  in  der 
That  gerade  die  obigen  Formen  die  hier  in  Betracht  kommen- 
den lutegrale  vorstellen  werden.  Denn  dass  die  für  o;  =  oo 
zwischen  +  1  schwankenden  Factoren  cos  ^  x  und  sin  -d"  x 
keine  Unbestimmtheit  in  den  Integralen  hervorrufen,  ergiebt 
sich  sofort  aus  der  Betrachtung  der  Integrale 

p  p 

in  denen  /?,  q  und  |  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

In  Wahrheit  sind  nun  freilich  die  oben  gefundenen  Aus- 
drücke die  wirklichen  Werthe  der  beiden  Integrale 


*)  Integralrechnung,  Bd.  4. 

**)  Obgleich  wir  wegen  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  einfach 
auf  die  Elemente  der  Analysis  verweisen  könnten,  wollen  wir  trotzdem 
mit  einigen  Worten  des  Satzes  hier  gedenken.    Schreibt  man  nämlich 

wie  vorhin  k  -\-  d'i  in  der  bekannten  Form  q{cos  tf)  -\-  sin  'tjf)  =^  qc^*  y 
60  ist 

Q  =  j//c^  -|-  0"^^  —  ==  cos  ^,  —  =  sin  ^. 

Da  nun  k  und  q  positive  Grössen  ausdrücken,  so  kennen  wir  für  tf)  den 

k  d" 

kleinsten  Bogen  wählen ,  dessen  Cosinus  =  — ,  dessen  Sinus  «^  —  ist, 

'9  9 

also  einen  zwischen  Jh  x-  befindlichen  Bogen.    Der  allgemeinste  Werth 

entspringt  alsdann ,  wenn  wir  zu  diesem  Bogen  ein  ganz  beliebiges  Viel- 
faches von  2»  addiren,  d.  h.  A:  -f  -a-i  =  ^6^'^+^''^*  und  folglich 

setzen.    Hieraus  aber  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick,  dass  für  ein 

irrationales  a  der  Ausdruck  (k-}-d-i)~**  sogar  unendlich  viele  Werthe 
und  nur  für  ein  rationales  a  eine  beschränkte  Anzahl  derselben  dar- 
bietet. 
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00 


(sin  ^  X 


gleichwohl  kann  dies  nur  durch  eine  von  Unbestimmtheiten 
völlig  unberührte  Untersuchung  ausser  allen  Zweifel  gestellt 
werden.  Zu  einer  solchen  aber  eignet  sich  vorzüglich  der 
von  Poisson  zuerst  betretene  Weg,  dessen  Natur  durch  das 
Bestreben  charakterisirt  wird,  aus  den  vorhergehenden  Inte- 
gralen zwei  Dififerentialgleichungen  zu  erzielen,  deren  nach- 
herige Integration  unmittelbar  zu  den  verlangten  Resultaten 
führt.*) 

Bevor  wir  aber  zur  nähern  Erläuterung  dieses  in  der 
Dirichlet'schen  Behandlung  äusserst  eleganten  Verfahrens 
selbst  übergehen,  wollen  wir  in  Kürze  noch  der  Thatsache 
gedenken,  dass  jedes  der  Integrale  1.  und  2.  aus  dem  andern 
durch  Integration  nach  -d*  zwischen  den  Grenzen  0  und  d* 
und  folglich  auch  durch  Differentiation  nach  <&  sich  ableiten 
lässt.    Nehmen  wir  beispielsweise  das  Integral  1.  oder  lieber 


OD 


COS  ^x  dx 


dieses    /   ^— **  x"  cos  ^  x  dx  =     ^^  '     ^  ^  ^^    ^y  so  ergiebt 
sich  durch  Ausführung  der  angezeigten  Operation  zunächst: 

00  ^  00 

==  fe-^"^  x"  dx  /cos  ^x  d^  =  (  e-^'^  x"-^  sin  d-x  dx. 

O*'  0*^  0'' 

Andererseits  ist  wegen 

cos  (a+ 1)  ^  =  cos  a  rlf  cos  V'  —  sin  a  ^  sin  ^ 

k  .  %" 

=  COS  a  ^  -; —  sin  a  ^ 


und 

kdd- 


d  sin  a  if  ^=  a  cos  a  ^ 


A'-fa- 


<  • 


*)  Journiil  de  Tdcoie  polytechnique ,  cah.  16,  pag.  216. 
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pyr     I  i\  /*      ainfl'^^.rf^ Jn(a4"0     «in  c^ 


4-2 


r(fl)  sin  öi^  ^ 

daher  die  GleichuDg 

'-'■'  af-^  sin  »o:  dx  =  ZM^«.«. 
•6  (k^+9*f 


f 


§.  63. 
Sirenge  Begründung  der  Euler'scben  Formeln« 

Indem  wir  nunDiehr  in  der  angedeuteten  Weise  zur  tie- 
fem Begründung  der  Euler'schen  Formeln  schreiten^  setzen 
wir  vorerst  der  Kürze  halber 

00  00 

u  =Je-^^  a;^— ^  cos  ^x  dx,  v  =  /"e— **  rc*-^  sin  ^x  dx  und 

00 

5  =  r^^+'^O^x«-*  dx. 

Dadurch  gewinnen  wir  die   bequemere  Form  5  ==  «  —  vi  der 
Gleichung 

fe-i/c-^^o^oc»-  ^dx=fe-^''x^-^coHd'xdx  —  ife-^^'x^^  Äu^xdx, 

0  0  o 

welche  durch  Differentiation  nach  %^  ohne  Mühe  zu  der  Be- 
ziehung fuhrt 
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Andererseits  aber  folgt  ebenso  leicht  durch  partielle  Integra- 
tion des  Integrales  s: 


OD 


i  u 

wenn  vorläufig  die  positive  Gonstante  ^  >  0  vorausgesetzt  wird. 
Werden  beide  Gleichungen  mit  einander  verglichen  ^  so 
zeigt  sich,  dass 

du         ,  dv  ai      r  .n 

5*  - '  5*  =  -  *+*;■  t«  -  *"1 

ist.*)    Und  hieraus  entspringt  durch  Trennung  des  Beeilen 
und  Imaginären 


1. 
und 

2. 


du    y^     dv 

d^  d&  fl-d" 


««+!)«  k*+»* 


dv  du 

u  — —  —  V 


dd"  d&  ak 


Die  Derivirten  der  hier  vorkommenden  Functionen  von  u 
und  v,  d.  i.  von  d" ,  sind  also  endlich^  ja  selbst  stetig;  diese 
Functionen  müssen  daher  zu  den  continuirlichen  Functionen 
von  d"  gehören;  ausserdem  bezeichnet  auch  s,  weil  die  Inte- 
grale ^  und  ^  dem  Obigen  zufolge  endliche  Grössen  vor- 

steUeU;  eine  stetige  Function  von  <9-. 

Multiplicirt  man  jetzt  die  Gleichung  1.  durch  die  Zahl  2 
und  schreibt  die  Nenner  der  zweiten  in'  den  Formen 

so  zeigt  sich  sofort  ^  dass 

dd-  ^  d& 

und 

d  arc  tang  -  d  arc  tang  -~ 

M  k 

rf*  ~^  d9 

ist.     Und  daher  gelten  die  neuen  Gleichungen 

*]  Die  directe  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  §.  107  ge- 
geben. 
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3.  lg  (w«  +  v'^)  =  -  a  lg  (Ä'2  +  a-^)  +  lg  const. 
und 

4.  arc  tang  -  =  a  arc  tang  -r  +  const. 

Nun  bedeuten  u,  v,  «,  ky  -9-  sämmtlich  reelle  Grössen,  folglich 
gewinnt  man  aus  der  Beziehung  3.  die  andere 

in  der  c  oflFenbar  die  Bedeutung  einer  positiven  Constanten 
besitzt.  Um  sie  zu  bestimmen,  setze  man  in  der  voran- 
gehenden Gleichung  i^  =  0  und  bedenke,  dass  durch   diese 

Annahme  u  =  — ^  wird  und  v  sich  auf  Null  reducirt.    Als- 

dann  findet  man  augenblicklich,  dass  c  =  \r{a)^  und  demnach 

t^2  _^  e;2  =  [r{ä)f  {k^  +  ^2)-« 

ist.  Hieraus  aber  erkennt  man  sofort,  dass  wegen  der  be- 
stimmten Grosse  r{a)  für  endliche  Werthe  von  d"  die  Func- 
tionen u  und  V  nie  gleichzeitig  zu  Null  werden  können. 

Um  jetzt  die  Gonstante  der  Gleichung  4.  zu  bestimmen, 

wollen  wir  den  Bogen  rechts  zwischen  —  —  und  +  ^  wäh- 
len  und  von  arc  tang  -  voraussetzen,  dass  für  j;  =  0  auch 

arc  tang  —  zu  Null   wird.     Alsdann  ist  offenbar  const.  =  0, 

weil  für  '9^  =  0  Gleichung  4.  nunmehr  in  0  =  0  +  const. 
übergeht.     Da  nun  k  positiv  ist  und  ^  endlich   bleibt,    so 

kann  in  arc  tang  ^  die  Tangente  auch  niemals  durch  das 
Unendliche  gehen,  und  demnach  ist,  wenn  wir  der  Kürze 
wegen  arc  tang  x  =  ^  schreiben,  dieser  Bogen  immer  zwi- 
schen +  —  befindlich,  also 


2 


y-  =  tang  a  ^. 


Oben  aber  fanden  wir 

«2  -j-  t;2  =  [r(a)Y  {k^  +  ^2)-% 
mithin  wird  jetzt 


2 


u  =  ±  r{a)  {k'^  -f  ^^)    ^    cos  ö  1^ 
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und 

a 

v  ==  +  r{a)  {fc^  +  ^2)~  2  sin  a  ^. 

Um  über  die  Vorzeichen  der  Functionen  u  und  v  Kennt- 
niss  zu  erhalten,  bedenken  wir,  dass  eine  stetige  Function 
nur  ihr  Vorzeichen  ändern  kann,  sofern  sie  durch  Null  geht. 
Mithin  müssten  bei  Annahme  eines  solchen  Falles  beide  Func- 
tionen u  und  V  gleichzeitig  den  Werth  NuU  annehmen,  was 
—  wie  wrr  wissen  —  unmöglich  ist.  Ein  Wechsel  im  Vor- 
zeichen der  Functionen  u  und  v  kann  demnach  nicht  ein- 
treten. Erwägt  man  nun  aber,  dass  für  <&  =  0  auch  ^  =  0 
wird  und  dass  die  Grössen  k  und  r{a)  beide  positiv  sind; 
so  folgt  augenblicklich,  dass  hier  das  Zeichen  plus  gilt.  Und 
somit  finden  in  der  That  die  Beziehungen  Statt: 


00 

0 


L^     ^    \  o.      j  -T'Cfl)  C08  a  rb 


und 


00 


/ 


0 


e-"'  x-^  siu  »X  dx  =  ^^"^  ^. 

a 

•    -  §.64. 

Ffir  ein  ganzes  a  genügt  zur  Uerleitang  der  Euler'schen  Formeln 

die  partielle  Integration. 

Nicht  ohne  Interesse  dürfte  die  Bemerkung  sein,  dass 
unter  Voraussetzung  einer  ganzen  Zahl  a  die  Entwicklung 
der  Integrale  u  und  v  nur  die  theilweise  Integration  erfordert. 
Dabei  erscheinen  freilich  nicht  unmittelbar  die  obigen  elegan- 
ten Ausdrücke,  doch  kann  mau  dieselben  leicht  erzielen,  wenn 

man  in  den  Endformen  -^ —  =  cos  ^,  -, =  sin  if' 

schreibt  und  sich  der  bekannten  Beziehungen  erinnert: 
cosa ^=cos ^^ —  (    jcos ^-^sin  i^^-|-  j    jcos^-^sin ^^ — etc. .., 

siua^=/    j  cos ^"^ sin V' — j    jcos^-^sin^^4"*-- 
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Dem  Principe  nach  bedürfen  daher  die  hier  angedeuteten 
Rechnungen  auch  keiner  Erläuterung^  gleichwohl  wollen  wir 
einige  Augenblicke  bei  ihnen  verweilen,  weil  sie,  in  gewöhn- 
licher Weise  vollzogen,  höchst  langweilig  sind,  durch  Um- 
kehrung des  Weges  aber  sich  ziemlich  vereinfachen  lassen. 

Unterwerfen  wir  beispielsweise  das  Integral 


^-Ar*  ^-1  ^g  ^^  ^^ 


einer  zweimaligen  partiellen  Integration,  so  finden  wir  nach 
einigen  leichten  Beductionen 

I  er^'  x^^  cos  d'x  dx  =  .,v7,   /  ^-*'  a;*"*  cos  da;  dx 


OD 


(«=gi^)  re-^x»^coa»xdx, 


k*+»* 


7 


eine  Gleichung,  der  wir  behufs  der  gleich  folgenden  Betrach- 
tung die  leicht  verstandliche  symbolische  Form  geben 

1-  «-  =  1^*  [2  *  (")  «-»  -  2  (2)  «--*]• 

Setzt  man  nun  nach  und  nach  a  =  a  —  l,  a  —  2,  ...  3, 
d.  h.  n  =  a  —  2,  «  —  3,  ...  3,  so  ergiebt  sich  mit  Beachtung 
der  Beziehungen 


OD  00 


j  ß-**cos#^a:.a;rfa;=TT02At)i  ^^^   /  e-*^  cos&xdx===  ^^^^^ 
0  0 

schliesslich  der  Werth  des  Integrales  w.  Wegen  der  müh- 
samen Berechnung  dürfte  es  sich  jedoch  empfehlen,  .von  un- 

00 

ten  nach  oben,  d.  i.  von  uq  =  j  e-^^'  cos  d'x  dx  ^=  j^^^-^ 

u 

00*  ^ 

e-^*cos'd'a;.a;rfxzuf/2=  I  ^"-**a:'cos#a;rfa:=1.2^j^-Y-^^ 

u.  s.  w.  fortzuschreiten,  indem  man  stets  die  obige  Recursious- 
formel  1.  im  Auge  behält  Auf  diese  Weise  folgt  nämlich 
leicht 
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Nimmt  man  jetzt  an,   dass  für  die  ganze  Zahl  n  Un-i  durch 
folgende  Formel  dargestellt  wird: 

"--■iqSr^[*"-(D*-*'+C)'^'*'-  Q  *■"■*•+■  •  ■]  ■ 

in  der  das  allgemeine  Glied 

heisst,  so  wird 

«-  =  *4p  f  *  (")  ««-»  -  2  (2)  «-*] 

-/t"- 1»* _(_l)i^i  C""^")  *«-«i^»flip-«+a  — ...1 

Nun  gelten  aber  in  Bezug  auf  Binomialcoefficienten  folgende 
Formeln: 

0=(:)+U) 

und 
Mithin  ist 

("2/)  °°  (2p)  -  (spll)  +  (2A2)  ^  (2p-3)+-+(o)' 

~~Up-2/  "  ~~  \2i»-2/         V2p-3J~""~\0/' 

d.  g. 

~  \^P  )         \2p-2/  ~  ~  W/         \2p-l/  ■ 

Folglich  wird 
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\2p)  ~\2p)  '^  \2p-2j  ^  \2p)  "•"  \2p-l)  "^{ip)' 

f-"'[^(;)-(V)+(;-0]-<-')'-(t> 

und  daher  hat  man 

Die  Formel  gilt  mithin  allgemein.     Daher  die  Gleichung 

l^-ka:  ^-1  cos  ^Xdx=  -^^^^  -„l^—  (")  ^-^^'*+  ("')  k^-^  »* 

0 

- . . .  +  (-1)^  (^^)  k'-'^p  »*"  +  •••}, 

die  man  nun  leicht  in  die  frühere  Form     -     ^^^  ^      umsetzen 

kann,  wenn  man  den  oben  angedeuteten  Gedankengang 
innehält. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wurde  man  offenbar 

QO 

fe~^^  af~^  sin  d^x  dx 

behandeln  können^  einfacher  jedoch  wird  man  den  zu  suchen- 
den Ausdruck  durch  Differentiation  der  vorstehenden  Gleichung 
nach  -O"  erzielen.  Man  erhält  nämlich  auf  diesem  Wege 
zuvörderst 


00 


J  (*»+*•)"+' Li  \2/ 

0 

_  (_1)P  2p  -^^-1  A-«~2;.  /«\   +  .  .  .  jl 

Nun  ist  allgemein 
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indem 

<-'"K;)+g;;' )-(;-.)] 
='-"'[(;)+G^)] 

gleichbedeutend  ist.     Wird  sonach  wieder  a  —  1   statt  a  ge- 
schrieben^ so  gilt  schliesslich  die  Beziehung 


OD 

,-ka:  ^«-1  sjjj  ^^  ^^ 


/ 


Die  Ealer'schen  Formeln  unter  der  Voraussetsung  k  =  0, 

§.  65. 

Bedingongen ,  unter  denen  die  Integrale  «,  «  bestimmte  Grössen 

bezeichnen. 

Die  vorhergehende  Untersuchung  setzte  als  nothwendige 
Bedingung  die  Beschränkung  voraus,  dass»Ä:  nicht  =  0  wurde. 
Indess  behalten  die  obigen  Integrale  noch  Gültigkeit,  wenn 
auch  k  den  Werth  Null  annimmt,  nur  darf  für  das  Cosinus- 
integral -d"  mit  k  nicht  gleichzeitig  Null  sein.  Augenschein- 
lich gehen  nun  durch  die  Substitution  A*  =  0  die  vorhin  be- 
handelten Integrale  in  die  folgenden  über: 


00  go 


y  COS  ^x  .  x°~^  dx  und  /sin  d'x .  a:*~*  dx, 

in  BetreflF  deren  also  vorerst  die  Frage  zu  beantworten  ist, 
ob  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  einen  Sinn  besitzen. 

Wie  man  sieht,  bedürfen  nur  die  Fälle  ö  <  1  einer  Erörterung, 
indem  für  a  =  1  die  beiden  Integrale  bekanntlich  ohne  jed- 
wede Bedeutung  sind.  Zur  Untersuchung  jener  andern  Fälle 
aber    empfiehlt    sich    der    schon    früher    bei    dem    Integrale 

f  cos  (x^)  dx  befolgte  Gedankengang,  die  lutegrale  in  ihnen 

0 
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äquivalente  unendliche  Reihen  umzusetzen^  deren  Convergenz 
oder  Divergenz  man  leicht  zu  beurtheilen  im  Stande  ist. 
Von  der  Zweckmässigkeit  dieses  Weges  überzeugt  man  sich 
—  ganz  abgesehen  von  dem  frühem  speciellen  Falle  —  so- 
gleich;  wenn  man  erwägt,  dass  innerhalb  des  Intervalles  von 
0  bis  oo  die  goniometrischen  Functionen  sin  und  cos  unend- 
lich oft  das  Zeichen  wechseln  ^  also  durch  Zerlegung  unserer 
Integrale  in  Theilintegrale  mit  solchen  Grenzen ,  zwischen 
denen  der  Sinus  oder  Cosinus  das  Zeichen  nicht  ändert^  jedes- 
mal eine  unendliche  Reihe  gewonnen  werden  kann^  deren 
Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind. 

Um  einen  bestinunten  Fall  vor  Augen  zu  haben^  betrachten 

SP 

wir  zuvorderst  das  Integral  /  sin  d'x  .  af^^  dx.    Zerfallen  wir 

dasselbe  in  der  angedeuteten  Weise,  d.  h.  schieben  wir  zwi- 
schen 0  und  oo  Vielfache  von  ^  ein,  so  kommt  ersichtlich 

unsere  Frage  auf  die  Betrachtung  eines  Integrales  von  der 
Form 


sn 


fsin^x  ,  x^"^  dx 


zurück.     Heisst  hier  der  zwischen  dem  Maximum  und  Mini- 
mum von  x^-^  innerhalb  des  Intervalles    ^,       »        liegende 

Factor  von  bekannter  Bedeutung  My  so  ist 

/  ^ixi^x . xf"-^ dx= M  j  Hmd'x,dx  =  M\       a~~\ 

Sit  sn  sn 

_  V  -(-1)'+H(-1)'  _  2J»f  (-1)' 

Nun  bezeichnet  ^  den  Minimalwerth  von  x\  der  Factor  M 

wird  daher  grosser,  oder  kleiner,  als  y^J       s«in,  je  nach- 
dem a — 1  >  0,   oder  <  0.     Setzt   man   folglich    anstatt    M 

so  liegt  das  Integral  numerisch  über,   oder  unter 


(V)" 
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der  Grösse  o.  (  ^  )      j  ^^^  demnach  wird  für  a  —  1  >  0  das 

Integral   sinnlos  *) ,   für  « —  1  <  0  dagegen  hat  es  eine  Be- 
'  deutung.     In  diesem  letztern  Falle  liegt  das  folgende  Integral 

2  r      w>~^ 

unter  -^    (5+1)«:        y  wie  man  sofort  erkennt^   wenn  man 

das    erstere  Integral   zwischen    -~ä        ^^^    ^~»        nimmt. 

Für  a  —  1=0  endlich  würde  man  eine  oscillirende  Reihe 
erhalten ;  indem  je  zwei  auf  einander  folgende  Integrale  nur 
dem  Zeichen  nach  verschieden  sind. 

Aus  dem   Obigen  ergiebt  sich  also  unzweifelhaft ^  dass 

OD 

das  Integral  f^~^  sin  d-x  dx  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  wenn 

0 

a  —  1  eine  negative  Zahl  bezeichnet. 

OD 

Um  das  Integral  J  xf^^  cos  'd'a:  ^o:  in  ähnlicher  Weise 

zu  behandeln  y  müsste  man  offenbar  in  das  Intervall  von 
0  bis  cx>  ungerade  Vielfache  von  — ^  einschalten,  also  schrei- 

"^"  ^y  2-e''  2-6-^  2^' 2«-       '        2<^       ' ^^' 

dann  kann  in  einem  Intervalle  *2a-  ^^  ^2#^  ^^^  ^  ^ 
niemals  das  Zeichen  ändern,  und  man  erhält  jetzt 


(2* +3)«  (2*+»)« 


2^  2* 


Xaf-^  cos  %^x  dx  =  M  I 
fi)Ä  p*- 


cos ^ 


2^  2^ 

Ist  nun  a — 1  negativ,  so  nehmen  auch  hier  die  einzelnen 
Theilintegrale  beständig  ab,  und  folglich  muss,  da  sie  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind,  die  entstehende  Reihe 
zu  den  convergirenden  gehören. 

§.  66. 
Yerallgemeinemiig  der  vorbergelieiiden  Untersachangeu. 

Die    vorhin    gepflogenen  Betrachtungen   wollen   wir   in 
der  Art  verallgemeinem,  dass  wir  statt  der  Potenz  x^-^  in 

*)  Für  ein  über  jede  Grenze  wachsendes  s  natürlich. 

MsTSR,  bestimmte  lutegrale.  12 
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00 

ysin  d  X  ,  x^-"^  dx  eine  Function  /'(x)  substituiren,  die  stets 

0 

positiv  bleiben  soll,  übrigens  aber  entweder  zu  den  wachsen- 
den, oder  abnehmenden  Functionen  gehören  kann.  Das  jetzt 
in  Frage  kommende  Integral 

(J±l)rt 


I  f{x)  sin  %x  dx 


sn 
9 


M 

liegt  folglich,  abgesehen  von  dem  Factor  ^  ( —  1)',  zwischen 

^  \»]  ^^^  ^  »  v  ^®^  ^^^  ^^®  Function  eine  wachsende,  so 
werden  dieTheilintegrale  nicht  der  Null  sich  nähern,  und  sonach 

OD 

besitzt  das  Integral  f  f{x)  sin  ^x  dx  keinen  Sinn.   Nimmt  aber 

0 

f{x)  mit  wachsendem  o;  ab,    so  bezeichnet  / 11  ^^^ 

kleinern   Werth   für   das  Intervall  von  ~   bis  ^— ^— 5   und 

setzen  wir  voraus,  dass  die  Function  mit  wachsendem  s  nume- 
risch immer  kleiner  wird  —  wie  dies  bei  einer  negativen 
Potenz  eintritt  — ,  so  nähert  sich  mit  immer  grosser  werden- 
dem s  jedes  Theilintegral  der  Null.  Da  nun  die  einzelnen 
Theilintegrale  abwechselnde  Vorzeichen  besitzen,  so  ist  die 
entstehende   Reihe    eine   convergirende,    d.   h.    das   Integral 

00 

J fix)  sin  ^x  dx  besitzt  einen  Sinn. 

Wie  man  sofort  erkennt,  lässt  sich  eine  ähnh'che  Be- 

00 

trachtung  bei  dem  Integrale  j  f{x)  cos  d'x  dx  anstellen,  nur 

0 

sind  hier  natürlich  wieder  ungerade  Vielfache  von  ~  zwischen 
0  und  oo  einzuschalten. 
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§.  67. 
Stetig^keit  der  Integrale  u  lud  v.    Allgemeiner  Satz* 

Durch  die  vorhergelienden  Betrachtungen  ist  ausser  allen 

oo 
0 

ihre  Bedeutung  nicht  verlieren ,  nur  dies  geht  aus  der  Unter- 
suchung nicht  hervor,   ob  die  Integrale  für  ä:  =  0  den  Aus- 

r'         /cos  WÜ) 
(a)  1^.^  ^  ^ 

drücken ^^"  ^     gleich  sind.    Denn  für  das  Statthaben 

dieser  Gleichungen  ist  offenbar  die  nothwendige  Bedingung 
die,  dass  für  unendlich  kleine  Werthe  von  k  und  folglich  ge- 
radezu für  Ä-  =  0  die  Integrale  stetige  Functionen  des  Para- 
meters k  bleiben.  Denkbar  ist  ja  immer,  dass  ein  Integral, 
obgleich  die  zu  integrirende  Function  mit  einem  darin  ent- 
haltenen Parameter  stetig  sich  ändert,  doch  für  unendlich 
kleine  Werthe  des  Parameters,  oder  wenn  man  diesen  geradezu 
mit  Null  identificirt,  eine  endliche  Differenz  darbietet.  In  der 
That  haben  wir  ja  auch  ein  solches  Beispiel  schon  vorgeführt*), 
und  später  werden  wir  noch  andere  Fälle  dieser  Art  kennen 
lernen.  Niemals  kann  dies  jedoch  eintreten,  wenn  —  wie 
hier  —  die  fragliche  Constante  einer  Exponentialfunction  an- 
gehört. Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachzuweisen, 
betrachten  wir  das  Integral  % 

J  er-^»  f(x)  dxy 

0 

in  welchem  k  positiv  ist  und  das  nicht  nur  für  A:  >  0,  son- 
dern auch  für  /:  =  0  einen  wirklichen  Werth,  nämlich 

a  =  Jf{x)  dx 

0 

darbieten  soll.  Integriren  wir  nun  zunächst  f{x)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  o;,  d.  h.  bilden  wir  die  Gleichung 


■ 


f(x)  dx  ==  9(0;), 
so  wird  q>  (00)  =  a.    Mit  Benutzung  dieser  Werthe  aber  folgt 


♦)  Vergl.  S.  82. 

12 
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aus  fe~^'^/'{x)  dx  durch  theil weise  Integration 

0 

OO  OD 

J e-^'^  fix)  dx  =  k  f  e-^""  q){x)  dx. 

Diese  Gleichung  besteht  nach  unserer  Annahme  für  jedes  end- 
liche, wenn  auch  noch  so  kleine  positive  k.  Sie  wird  aber 
auch  für  k  =  0  noch  Geltung  besitzen,  wenn  sich  zeigen  lässt, 


dass  die  Grenze  von  k  J  e-^*  g){x)  dx  für  ein  ins  Unendliche 

0 

abnehmendes  k  durch  das  Integral  jf{x)  dx  dargestellt  wird. 


Würden  wir,  um  hierüber  nun  Aufschluss  zu  erhalten, 
unsern  bekannten  Mittelwerthsatz  in  Anwendung  bringen,  so 
würden  wir  zu  keinem  Resultate  gelangen.  Denn  von  fp{x) 
wissen  wir  nur,  dass  (f{oo)  =  «  ist,  die  Function  (f(x)  selbst 
kann  abwechselnd  positiv,  oder  negativ  sein  zwischen  0  und  oo. 
Mithin  erhielten  wir 

q  q 

kj  ^-**  q){x)  dx  =  Mk  fe-^'  dx  =  Mler-P""  —  e-^*], 
p  p 

also  wegen  der  gänzlichen  Unbekanntschaft  mit  der  fernem 
Natur  von  q){x)  etwas  völlig  Unbestimmtes,  wenn  auch  nichts 
Falsches. 

Daher  müssen  wir  zur  Entscheidung  unserer  Frage  einen 
andern  Weg  einschlagen,  und  hierzu  wählen  wir  den  folgen- 
den. Wir  zerlegen  nämlich  unser  Integral  in  eines  von  0 
bis  A,  wo  A  natürlich  zu  den  positiven  Grössen  gehört,  und 
in  ein  anaeres  von  A  bis  oo,  vnx  bilden  also  die  Gleichung 

J e-^^  f{x)  dx  =  k  j e-^'  9(^)  ^^  +  ^  j  ^~**  9^(3?)  ^^• 
u  u  X 

Liegt  nun  V  zwischen  0  und  A,  so  wird  immer 

X  X 

kj  e-**  q>{x)  dx  =  q>{k')kj  er^'  dx  =^  {l  —  e-^^)  tp{k') 

gesetzt  werden  können,  und  ebenso  wird  man  die  Gleichung 
bilden  dürfen 

k  /*g-**  ip{x)  dx  =  —  (p{k")fd{€r'^')  =  e~^^  g?(A"). 

Sonach  gewinnen  wir  die  vorläufig  für  jedes  Ar  >  0  geltende 
Beziehung 
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fe  *•"•/■(.«;)  dx  =  (1  —  e--*^)  9)(A')  +  e-*^  y(/l"). 

0 

Bedenkt  man  aber,  dass  )^  ganz  nach  Willkür  in  Bezug 

auf  k  ffewählt  werden  kann,   also  z.  B.   den  Werth  -^  an- 

Vk 

nehmen  darf,  so  lässt  sich  die  Voraussetzung  machen,  dass 
mit  abnehmendem  k  die  Grösse  A  zwar  wachse,  das  Product 
kk  aber  ins  Unendliche  abnehme.  Unter  dieser  erlaubten  An- 
nahme wird  folglich ,  da  mit  immer  grösser  werdendem  k  noth- 
wendig  auch  die  zwischen  X  und  oc  liegende  Zahl  X'  ins  Un- 
begrenzte wachsen  muss  und  sonach  g?(A")  dem  a  sich  nähert, 
der  erste  Theil  der  vorstehenden  Gleichung  die  Null,  der 
zweite  hingegen  die  Grösse  a  zur  Grenze  haben.  Das  heisst, 
wenn  das  Zeichen  lim  auf  das  Abnehmen  des  positiven  k  sich 
bezieht,  so  ist  in  der  That 


QO  QO 


lim  j  ^'-**  fix)  dx  =  J fix)  dx  =  fl. 


0  0 


und  somit  muss  das  Integral  Je~^^f(x)  dx  eine  stetige  Function 

0 

des  positiven  Parameters  k  ausdrücken. 

Hätten  wir  k  constant  gelassen ,  so  würden  wir  zu  keinem 
Schlüsse  gekommen  sein.  Und  Unbestimmtes  würden  wir  er- 
zielt haben,  wenn  mit  wachsendem  k  das  Product  kk  gleich- 
falls immer  grössere  Werthe  angenommen  hätte,  oder  constant, 

z.  B.  /tA  =  ^^  geblieben  wäre;  denn  weil  wir  durchaus  nicht 

behaupten  können ,  dass  mit  wachsendem  k  nothwendig  auch 
A'  zu  den  ins  Unendliche  zunehmenden  Grössen  gehören  muss, 
so  können  wir  auch  nicht  schliessen,  dass  q)  (A')  mit  lim  tp[k'')=a 
zusammenfällt. 


§.  68. 

oo 

/*       n—\  i^öS  &X 

Die  Integrale    1  a?      <  .    ^    »dx* 

Nachdem  wir  uns  nunmehr  überzeugt  haben ,  dass  unsere 
früheren  Formeln 
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00 


fe-"'  a^-i  cos  %x  dx  =  m^^  ^ 
0  (*»  +  *')^ 


00 


^x  ^rt— 1  gjn  ^x  dx  = 


r{a)%matp 


a 
"2 


0  (Ä«  +  «•«) 

auch  noch  für  ä:  =  Ö  Gültigkeit  besitzen,   erhalten  wir  die 
neuen,  schon  von  Euler  gekannten  Integrale 


y*  T^/  \  .  r(n)  cos  ö  — 

0  /^A*^  * 


und 


a:-^  sin  »xdx=^  rw_«^n^  =  +  ^ ?_  *). 

0  («•«)  2 

Denn  da  ^  =  arc  tg  -r  ist,  so  wird  für  k  =0  ^  =  +  ^^  J^ 
nachdem  #  ^  0  ist. 

In  BetrefiF  des  Sinusintegrales  möge  die  Bemerkung  eine 
Stelle  hier  finden,  dass  es  für  sehr  kleine  Werthe  von  O*  vom 
ausserordentlich  grossen  Werthe  eines  Zeichens  zum  sehr 
grossen  Werthe  vom  andern  Zeichen  überspringt,  je  nachdem 
man  ^  das  Zeichen  plus  oder  minus  beilegt. 

Was  endlich  die  Bezeichnung  (+  '9")'»  für  {d'^)  *  anlangt, 


*)  Andere  Formen  sind: 

oo 

/cos  »X    ,  (+  ^)""~^         n  1   >^        >^    /x  j 

0  2 


/ 


oo 

»1-1 


— -—  dx  =  --^r'/-. ,  2  >  n  >  0: 


^^""^      2  sin  '*'' 


ü  2 

man  erhalt  dieselben,  wenn  man  a  —  1  =  —  n  setzt  und  sich  der  Formel 

r(«)  r(l  —  a)  =  -.^^,  0  <  a  <  1 

erinnert. 


—     183    — 

so  ist  wohl  als  selbstverständlich  anzusehen  ^  dass  der  absolute 
Werth  der  Potenz  von  0*  in  Betracht  zu  ziehen  ist,   da  für 

ein  negatives  ^  und  ein  a  von. der  Form    ^  "^     die  sämmt- 

liehen  Elemente  jedes  der  Integrale  doch  reell  bleiben,  also 
das  Integral  selbst  eine  reelle  Grösse  repräsentiren  muss. 
Gleichwohl  kann  man  nicht  unmittelbar  -9^  schreiben,  weil 
dies  0"  als  positive  Grösse  voraussetzen  würde.  Ziun  Ueberfluss 
kann  mau  auch  von  folgender  Betrachtung  Gebrauch  machen. 

Da  nämlich  der  Ausdruck  {k^  +  ^^)  *  ^^^  Modul  der  com- 
plexen  Grösse  k  -{-  d-i  =^  q  (cos  ^  +  ^  sin  rli)  vorstellt,  dieser 
aber  stets  absolut  zu  nehmen  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass 
für  /r  =  0  die  a'*"  Potenz  des  Moduls  -d*  als  numerische  Grösse 
auftritt. 

§.  69. 
Folgerang^en. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  «  =  — ,  so  gewinnt 

man  mit  Beachtung  der  Gleichheit  jf  ( —  j  =  "/tc  die  Glei- 
chungen 


QO 


1. 


/cos  &X    j 


y^  C08 1-        y\ 


2  /_i    AN  a 


0  (±  ^) "  (±  ^) 


/ein  ^x    , 


2  m        DIU     1/  tc       .  I 


Und  diese  gehen  für  ^  =  1  in  die  folgenden  über 

GO  00 

/*  COS  crdx  i/ Tt  /*8in  x    ,_ 

0  0 

Wenn  man  jetzt  '^x  mit  x  vertauscht,  so  kommt  man 
zu  dem  Werthe  des  früher  betrachteten  Integrales  /cos  (o;^)  dx\ 
wir  gewinnen  nämlich  die  Beziehung 
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<x>  ao 


/COS  (pc^)  dx  =   -  y  ^  ^=    I   sin  (.r^)  dx , 
0 

welche  also  einen  speciellen  Fall  der  folgenden  darstellt: 


OO  OD 


/  COS  {»x^  <^a;  =  y  y^  =    /  sin  («-a;')  dx,  »>0, 

0  0 

und  ans  der  wir,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  die  Formel 


OO 


0 

erhalten. 

/'sin  iE  / 

-y=-  dx  =  y  ^ 

mit  i  und  addiren  das  so  gewonnene  Resultat  zu  der  ersten 

OD 

J'fi'^^^  y-2'  ^°  ^«^«t 


ü 

00 


0 

Schreiben  wir  aber  hierin  a;  =  Ay*,  und  beachten  wir,  dass 
wegen  des  positiven  x  die  Constante  A  nothwendig  positiv  sein 
muss;  so  entspringt  sogleich  f ür  y  >  0  die  andere  Form 


CO 


2j'^^dy  =  /^[l  +  r], 


0 

aus  welcher  unmittelbar  wieder 


OO 


JVv'rfy  =  /^  [1  +  ,] 
fliesst*). 


^oo 


*)  Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Formel  in  der  nachstehenden 
Gestalt: 

00 


fe^,^äy^y\e^\ 


—   OD 

n 


weil  (I  + 1)  t/1  -  e* 
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Mittelst  dieser  Gleichung  aber  werden  wir  eine  sehr  wich- 
tige, von  Euler  gegebene  Formel  erzielen,  sofern  wir  y  mit 
X  -\-  ^  vertauschen,  wo  ft  eine  positive  oder  negative  Con- 
stante  bezeichnet.  Vollziehen  wir  nämlich  die  angedeutete 
Substitution,  so  folgt  augenblicklich 


—    QO 


und  hieraus  entsteht  wieder,  da  unserer  Voraussetzung  zufolge 
Ifjk  eine  beliebige  positive  oder  negative  Constante  vorstellen 
kann,  also  l(i  =  v  gesetzt  werden  darf. 


/ 


00  ** 


giiai^r^)i  ax  ==  j/^  e    ^     [1  +  i]. 


QO 


Diese  Gleichung  aber  liefert  unmittelbar  die  beiden  Formeln 


OD 


/  cos  [Aa;^  -|-  2vx]  dx  =  V^    cos  ^  +  sin  j 


—  CO 

und 

QO 


/   sin  [kx^  +  2vx]  ^^  "^^  y  ^i  l^^ir  —  ^"^  i  h 


—    00 


Beziehungen,  welche  sich  indess  vereinfachen  lassen,  wenn 
man  den  Cosinus  und  Sinus  der  Summe  Ix'^  -\-  2vx  in  be- 
kannter Weise  auflost  und  bedenkt,  dass  die  Ausdrücke 
sin  i^x^)  sin  2va:,  cos  (Art*)  sin  2 i/o:  zu  den  ungeraden  Func- 
tionen von  x  gehören  und  um  dieser  Eigenschaft  willen  die 


00  oo 


Integrale    /  sin  (Ao;*)  sux2vxdx  und    1  cos  (A;r*)  sin2i;a;^a; 

—  00  —  30 

mit  Null  gleichbedeutend  sind.    Mithin  hat  man  jetzt 


QO 


/   COS  (Ao;^)  cos  2vx  dx  =  y  ^^   cos  y  +  sin  y 


—  00 

imd 

00 


f   sin  (Ao;*)  cos  2vx  dx  =  y  wj  U^^  y  —  sin  y  l 


—  00 
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Und  weil  nun  links  nur  gerade  Functionen  zu  integriren  sind, 
so  folgt  weiter 


00 


/  cos  {Xx'^)  cos  2vx  dx  =  yV  ¥1  n^^  T  "I"  ^^^  T  P 


oo 


/  sin  (Aa;2)  cos  2vx  dx  =  -ttV  Ti  r^^^  T  —  ®"^  T  i 

0 

Da  für  das  Intervall  von  0  bis  oo  die  Function  sin  2vx  ein 
Nullwerden  des  Integrales  ^sin  (Ix^)  sin  2vx  dx  z.  B.  nicht  her- 


u 


vorrufen  kann^  so  könnte  man  statt  cos  2  i/o:  jetzt  sin  2  i/o;  setzen 
und  nun  das  Integral  /sin  (A.r^)  Bm2vx  dx  auf  einfachere 

0 

Functionen  zurückzuführen  suchen;  allein  ein  derartiges  Be- 
ginnen würde  völlig  unausführbar  bleiben  müssen,  weil  ein 
solches  Integral  eine  neue  Transscendente  vorstellt.  In  dem 
Integrale 

X 


00  r' 


/ 


^(ZrH-2rar)t  ^^ 


—  00 


sind  folglich,   wenn  man  will,   Transscendenten  sui  gencris 
enthalten,  die  sich  aber  annulliren. 

§.  70. 
Die  Enler'schen  Formeln  für  a  <  0« 

Da  für  ein  negatives  a  das  Integral  r{a)  seine  Bedeu- 
tung verliert,  so  setzen  die  Gleichungen  1.  und  2.  §.  62.  die 
Constante  a  nothwendig  grösser,   als  0  voraus.    Sehen  wir 

r        (COS  atp 

jedoch  von  den  Ausdrücken  sir^av  ^y^^  ^^^  erinnern 

wir  uns,  dass  für  die  obere  Grenze  die  Integrale 


oo  00 


f  cos  d^x  .  x^^^  dx    und    J  sin  d^x  .  x^^^  dx 

0  0 

nicht  sinnlos  werden,   sofern   überhaupt  a  —  1  <  0  ist,    so 
lasst  sich  offenbar  behaupten,  dass  um  so  mehr  die  allgemeinen 
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oo 


y*  ( cos  Q'x 

^-Ar*  ^«-1  I  dx  iUr  die  obere  Grenze  ihre 

0 

Bedeutung  nicht  verlieren ,  wenn  auch  a  negative  Werthe  an- 
nehmen sollte.  Zweifelhaft  bleibt  dies  jedoch  für  die  untere 
Grenze  0.  Gewissheit  darüber  werden  wir  indess  erlangen, 
wenn  wir  nachsehen,  ob  für  die  unendlich  klein  werdenden 
positiven  Grössen  S  und  e  die  Integrale 

j  er^*  cos  %x  x^-^  dx    und    j  er^''  sin  -ö-a; .  x'^'-^  dx 

9  « 

unter  jeden  angebbaren  Werth   sinken.    Da  nun  das   erstere 

d 
der   Integrale   bekanntlich  ==  e-*^  cos  -ö*?  /  x^~^  dx   gesetzt 

werden  kann,  und  da  wegen  des  endlichen  Werthes  von  •9' 
numerisch  ^  >  — ^—  ,  d'  >  -,  also  absolut 

f  ^^"^  ^^^^  ^'^  äx  <  d'  I  x^  dx 

9  9 

ist;  so  zeigt  sich  sofort,   dass  nur  für  das  letztere  Integral 

die  Constante  a  negative  Werthe  annehmen  kann,  aber  nur 

solche,  die  grösser  als  —  1  sind.     Denn  lim  e^'^  cos  -O*!  =  1, 

d 
limf  x"*—^  dx^^oo  —  cx>,  a  <  0  und 


x""  dx  =  lim T--* —  =  0, 


d 
lim 

wenn  das  negative  a>  —  1.     Für  a  =  —  1  und  bei  dem 
Coeinusintegrale  für  a  =  0  hätte  man 

d 


dx  i      9 


d.  h.  eine  völlig  unbestimmte  Form.     ^ 

Um  nun  für  ein  negatives  a  >  —  1  die  Werthe  der  In- 
tegrale 


00  00 


J  er-^  x^^  sin  %'x  dx    und    J  oc^~^  sin  Q-x  dx 

0     ^  0 

ohne  Mühe  zu  erzielen,  ersetzen  wir  zuvörderst  in  dem  ersten 
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a  durch  a  —  1,  wo  jetzt  1  >  «  >  0  ist,  und  berücksichtigen 
die  unmittelbar  einleuchtende  Formel 


OD 


C e-"'  sin  #.c  .T«-^  dx  =   ^^"\  "^  ^"  -  ''t,  «  >  1 

0  (A«  +  -8"«)    ^ 

_    r(fl)  sin  (1— i)^  ^   _^ 

—   i_-«  7;-l,  a  <  1*). 

Daraus  folgt  alsdann  für  A'  =  0 

/  V^  sin  %x  dx  =   ^^"^  '^  ^'-^l""-, 

0 

eine  Gleichung,  die  auch  noch  iüi  a  =  i  Geltung  besitzt; 
denn  man  hat 


OO 


0 

je  nachdem  -ö*  ^  0**). 


—r-  ^^  =  ±  2' 


*)  Man  beachte,  dass 


J 


00 


/,-     «    1      •      Q.      ^  ^(«  +  1)      sin  arp 


2 


u  (ifct  _j.  ^t) 

und  setze  hierauf  ß  =  n  —  1,  wo  l>n>0.  —  Für  Ar  =  0  hat  man 
2  >  n  >  0  — . 

Wendet  man  übrigens,  wie  dies  später  geschehen  wird,  die  Relation 
a  r{a)^=^r{a'\-\)  als  allgemeingültig  an,  was  ja  bei  Zugrundelegung  der 
Euler'schen  Gleichung  für  r{a)  wirklich  der  Fall  ist;  so  folgt  wegen 

r(«-l)  =  ^^  aus   r^^r^^sin^xdx^''^''-''^  "°  ^g^ 

die  obige  Formel  unter  allen  Umständen  sofort. 

**)  Ganz  unabhängig  von  dem  Obigen  läast  das  Integral 


/ 


OO 

sin  d'x  j  I     n 

dx  =  -\- 


X  -^2 

sich  auf  folgende  Weise  ermitteln. 

Durch  partielle  Integration  findet  man  leicht,  dass  für  Ar  >  0 
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§•  71. 


00 


Das  Cauchy'sche  Integral    /  -'  *  '^^ ♦). 

J   (k  +  ^iY 

—  oo 

Unsere   vorhergehenden  Untersuchungen  haben  uns   ge- 


00 


lehrt,  dass  in  der  wichtigen  Gleichung   I 


^Aa:  ^-1  ^^  ^  na) 
u 

die  positive  Constante  eine  complexe  und  selbst  eine  reine 
imaginäre  Grösse  vorstellen  kann ,  nur  muss  für  den  Fall  eines 
complexen  Werthes  von  k  der  reelle  Theil  wesentlich  positiv 
sein.  Durch  diese  Betrachtungen  erhielten  wir  nämlich  vor 
allem  die  nähere  Bestimmung  der  vieldeutigen  Potenz 
{k  -|-  '9'i)-«;    wir    sahen  ^    dass    der    völlig  bestimmte  Werth 

—    — ^,  wo  ^  einen  zwischen  —  -  und  +  ö  ^^^8®^^®'*  ß^' 
gen  ausdrückt,  statt  des  unbestimmten  Ausdruckes  (Je  -{-  '^'0 


00 

j  e-^'  cos  ^x  dx  =  ^,  ^^j, 

0 

und  hieraus  folgt  wieder  durch  Integration  nach  ^  zwischen  den  Grenzen 
0  und  Q^i 

00  ^ 

r   .  dn  »X  ,        r  kdd-        r    .      »1^       .      » 

U  .    ü 

Für  A  =  0  ißt  daher 


oo 


J    • 

Ü 


*)  Man  sehe:  „Recherche  d*une  formule  g^n^rale  qui  foumit  la 
valeur  de  la  plupart  des  integrales  defioies  connues  et  eelle  d'nn  grand 
nombre  d*autres;*'  par  M.  A.  L.  Gauchy  in:  Gergonne.  Annaies  de  math^- 
matiques  pures  et  appliqu^es,  tome  XYII.,  pag.  109.  Der  specielle  Fall 
c  =B  1  findet  sich  schon  bei  Poisson.  Journal  de  l'^cole  polytech. ,  cah. 
19,  p.  480—481  —  und  Laplace:  Theorie  analytique  des  probabilitds, 
page  134  (vergleiche  LiouviUe  in  Crelle's  Journal  Bd.  13,  S.  231). 


—     190    —  • 

gewählt  werden  musste  und  erlangten  auf  diese    Weise  die 
Gewissheit  von  dem  Bestehen  der  so  fruchtbaren  Beziehung 


00 
0  ILA     \     A2\2" 


_    r{a)  e-^^' 


Dieser  Wahrheit  werden  wir  indess  der  Bequemlichkeit  halber 
in  den  nachfolgenden  Untersuchungen  die  ursprüngliche  Form 


oo 
U 


^(A4^,>  ^-1  dx  =         ^^""^ 


{k  +  ^t)" 


geben ;  dabei  aber  unter  {k  +  -ö"!*)"""  stets  den  völlig  be- 
stimmten  Werth verstehen. 

a 

Multipliciren  wir  nun  genannte  Gleichung  durch  e^^\  wo 
c  eine  positive  oder  negative  Constante  bedeutet,  und  inte- 
griren  in  Bezug  auf  %^  zwischen  den  Grenzen  —  cx)  und  +  c»; 
so  erhalten  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  sich  er- 
gebende Ausdruck  nicht  sinnlos  wird,  die  Beziehung 

1.  /   C*'  d»  I   ^(*-K'>  x'-^dx  =  r(ä)   I  -^^^-. 

—  00  0  —  00 

Und  wenn  wir  links  die  Ordnung  der  Integration  vertauschen, 
so  kommt 

2.  /  e-**  a;«~i  dx  (  e<^-*)^'  d^  =  r{a)   f  J^J±- . 

0  30  00 

Zur  Bildung  beider  Gleichungen  sind  wir  ohne  Zweifel 
berechtigt,  wenn  wir  den  Nachweis  zu  liefern  vermögen,  dass 

nicht  ohne  Bedeutung  ist 

für  unendliche  Grenzen  und  dass  zweitens  die  durch  Um- 
kehrung der  Integrationsordnung  hervorgerufene  Unbestimmt- 
heit nur  scheinbar  ist*). 


•)    y  e(«-*)^'  d^  =  f  d^  [cos  (c  —  ar)  -f  i  Bin  (c  —  a;)  J. 


00  —00 
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Was  zunächst  die  erste  Frage  betrifiPt,  so  ist  fOx  a  >  1 
leicht  zu  sehen,  dass  das  Integral 


a 


(jk?  -f.  ^«) 

von  —  oo  bis  -f-  cx)  integrirt  werden  darf.    Denn  ist  a  >  1, 
so  verhält  sieh  für  sehr  grosse  Werthe  von  d'  der  Ausdruck 

OD 

2  .        /  0.0x2  -       —  •  ^         ^^ 


ibi/ 


(^2  ^  ^2)^  ^e  {d'Y  =  (+  d'Y',  mithin  bleibt 

'oo      (*«    +   &) 

eine  bestimmte  Grösse,  weil  die  Integrale 


oo  oo 


fBincd^'d-''dd'    und    f  cos  cd^  ^*' dd' für  a  >  1 


00  00 


im  Unendlichen  nicht  sinnlos  sind*).  Setzen  wir  daher  vor- 
läufig ff  >  1  voraus,  so  dürfen  wir  ohne  Zweifel  Gleichung  1. 
bilden,  die  wir  auch  als  eine  Combination  der  beiden  folgen- 
den Beziehungen  auffassen  können: 

oo  ao  oo 

3.  /    e"»'  d»    I   «-«+»■>  x«-^  dx  =  ria)    1  -5^^*1 , 

U  0  0 

0  00  n 

4.  /    e'^d&    I   e-(*+*0*  x—i  rfa;  =  TfaV  /   -^^-. 

—  00  0  —00 

Diese  aber  bezeichnen  offenbar  für  ein  der  Null  sich  näherndes 
positives  £  die  Grenzwerthe  der  Gleichungen 

00  00  00 

3«.    I  ^»'e-^d»  I  e-i''+»'^x"-^dx=r(a)   j  ?—iI^^J± 
J  J  J      (* +  *«)'' 

0  0  0 

und 

0  00  0 

J  J  ^  V     (Ä  +  '^O"   ' 

—  00  0  —  00 

deren   linke   Seiten    augenscheinlich   durch   Umkehrung   der 


*)  Der  Werth  -ö- =  0  kommt,  weil  ä>0,  hier  natürlich  nicht  in 
Betracht. 
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Integrationsordnung  zu   völlig  bestimmten  Werthen    führen. 
Und  daher  stellt  Gleichung  1.   die  Grenze  der  folgenden  vor 

00  0 

0  —  00 

0  0  —^ 

d.  h. 


OD  OD 


—  00  0 

weil  vermöge  unserer  frühem  Betrachtungen  oder  auch  kraft 
der  Gleicliung 

€r-^-Hc-s:)»i  d%'  =  — — y~r —   ,.  +  const. 
die  Beziehungen  gelten 


OD 


Die    weitere  Untersuchung   ist  somit  durch  Einführung  des 

Hülfsfactors  e-'^  auf  die  Ermittlung  der  Grenze  des  Integrales 
rechts  in  der  fileichung  1«.  für  ein  ins  Unendliche  abnehmen- 
des £  zurückgeführt. 


§.  72. 

OD 

Das  Integral    /  dx  ^-**  a:^^  -T-r4^ ^i  f^  *«»  FaU  «  >  l. 

0 

Setzen  wir  in  dem  Integrale 


OD 


J  6*  +  (c  —  a?)« 

u 

die  Gonstante  c  zunächst  negativ  voraus  ^  so  wird  offenbar  der 
Zahlenwerth  von  c  —  x,  weil  c  und  — x  dasselbe  Zeichen 
führen,  niemals  kleiner,  als  c  sein  können,  selbst  für  x  =  0 
nicht.    Mithin  ist  {c  —  xy  wenigstens  =  c^  und  demnach  der 
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Bruch  -=-j  -, -.«  stets  kleiner,  als  -,.    Daraus  folfft,    dass 

das  obige  Integral  immer  kleiner,  als  — ^  •  -^  ist,  und  folg- 

k         ^ 

lieh  wird  für  ein  negatives  c 


OD 


"7' 


lim  /  ^-*^  x^-^  -Y-rr^ — Ni  <^a;  =  0. 


Bezeichnet  dagegen  c  eine  positive  Grosse,  so  muss  x 
nothwendig  einmal  c  gleich  werden;  alsdann  aber  stellt  der 

Bruch    ,  ,   .  _  -^  wegen  des  sehr  kleinen  £  einen  sehr  grossen 

WertH  vor,  und  dies  findet  selbst  noch  in  der  Nähe  von  c 
Statt.  Wir  scheiden  daher  behufs  der  Discussion  diese  be- 
sondere Stelle  in  dem  Intervall  von  0  bis  cx)  von  dem  übrig- 
bleibenden Theile  desselben  aus,  d.  h.  wir  schieben  zwischen 
0  und  oo  zwei  Werthe  ein,  von  denen  der  eine  unter,  der 
andere  über  c  liegt  und  untersuchen  für  jedes  der  hierdurch 
erzielten  Theilintervalle  uoser  obiges  Integral.  Mit  andern 
Worten,  wir  zerlegen  unser  Integral  in  die  folgenden 


U 

00 


/ 


9  c 
p — kx  rw»a — 1   z_ fi^ 


und  sehen  nach,  was  aus  denselben  wird,  falls  die  positiven 
Grossen  a,  8  und  d,  sämmtlich  der  Null  sich  nähern. 

Da  nun  die  Function  -,  ,~ -^  innerhalb  der  vorkom- 

menden  Intervalle  niemals  das  Zeichen  wechselt  und  da  die 
zwischen  0  und  oo  stets  positiv  bleibende  Grösse  e~**  ^"^ 
wegen  «  >  1  nie  unendlich  wird,  unzweifelhaft  aber  einen 
grössten  Werth  M  erwirbt;  so  sind  offenbar  das  erste  und 
dritte  der  vorstehenden  Integrale  beziehungsweise  kleiner,  als 

c — d  oo 

und  das  mittlere  Integral  wird  gleich  sein  dem  Producte  aus 

MrrxB,  bestimmte  Integrale.  13 
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^F   C    ^r  'V* 

in  einen  zwischen  dem  Maximum  mid  Minimum 


J  8^  +  (c^xy 

c-d 

von  ß-**  x^-^  innerhalb  des  Intervalles  [c  —  d,  ^  +  *i]  be- 
findlichen Factor  R.    Nun  ist 


/ 


-=—7-7 r^  =  2  arc  tanff ^  const. , 


und  dieser  arc  tang  wird ,  weil  wir  den  Bogen  zwischen  —  - 

und  +  ^  zu  wählen  berechtigt  sind,  beziehlich  für 

a;  =  0,    aj  =  c  —  S j    X  =  c  -\-  S^,        x  =  oo 
die  Werthe  annehmen: 

—  arc  tang-,    — arctg-,    arc  tang-,         iE. 

C  C  CO 

Da  wir  aber  über  die  Grössen  S  und  dj  ganz  nach  Will- 
kür verfügen  können,  so  dürfen  wir  ohne  Zweifel  die  auf 
mannigfache  Weise  zu  verwirklichende  Annahme  machen,  dass 

mit  abnehmendem  £  die  Quotienten  —  und  -  ins  Unendliche 

wachsen.  Alsdann  aber  vereinigen  sich  augenscheinlich  das 
erste  und  dritte  unserer  Integrale  zur  Null,  und  das  mittlere  In- 
tegral wird  =2» e-^^  c*—^;  denn  für  lim  d=  lim  d^  =  lim  £=0 
fallen  zwischen  c  —  d  und  c  -\-  S^  das  Maximum  und  Mini- 
mum von  e^^^  xf^^y  sowie   R  mit  e^^*^  &^^  zusammen,  und 

2    arc  tg  —  -f-  arc  tg  -    geht  in  2n  über. 

Ist  c  endlich  mit  Null  gleichbedeutend,    so  nimmt  die 

Function    ,  ,     ,  in  der  Nähe  der  Null  einen  sehr  grossen 

Werth  an.  Mithin  werden  wir  jetzt  unser  Integral  in  die 
beiden  zwischen  0  und  8  und  S  und  oo  zerfallen  und  nun  d 
langsamer,  als  b  abnehmen  lassen,  so  dass  schliesslich  das 

r-kx  ^ff-1    ^       ^  dx  über  das  ganze  entscheidet. 

Ü 

d 
Da  hier  R  offenbar  den  Werth  Null  bekommt  und  /   ^--^=% 

wird,  so  hat  man  jetzt 


Integral    / 
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lim  /  e-^  xf"-^  TX^  ^^  =  ^j 

dies  aber  stellt  einen  besondem  Fall  von  2%  er^^  c^-^  vor, 
und  folglich  ist  die  Unterscheidung  zwischen  c  ^  0  nunmehr 
überflüssig. 

Aus   allem   diesem   ergiebt   sich   sonach  für  a  >  1  das 
Schlussresultat: 


CO 


J    ik  +  Q'i) 

CO 


-  =  0,     wenn  c  <  0, 


und 


fi 


00 


d»  2% 


, — ; =  -wr-\  ^^"^  ^^^7  sofern  c  >  0  ist. 


QO 


Das  Integral  erleidet  also  bloss  eine  Formänderung^  wenn 
c  vom  Negativen  durch  Null  zum  Positiven  sich  bewegt;  es 
wird  f ür  c  >  0  nur  eine  Function  von  c,  während  es  vorher 
eine  Gonstante,  nämlich  die  Null  ausdrückte. 

§.  73. 
Der  Fall  0  <  «  ^  1. 

Bei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  wir  a  >  1 
angenommen.  Wie  aber  gestalten  sich  die  in  Betracht  kom- 
menden Fälle^  wenn  das  positive  a  gleich  oder  kleiner^  als  1 


ao 


c^^'J-8" 


ist?   Soll  unter  dieser  Voraussetzung  das  Integral  F(fl)  /  ' 

nicht  bedeutungslos  werden,  so  darf,  wie  ohne  Mühe  erhellt, 
€  den  Werth  Null  höchstens  nur  für  ö  =  1  annehmen.    Denn 

ist  folglich  ö  <  1,    so  wird  dieser  Ausdruck   für  unendlich 
werdende  Integrationsgrenzen  völlig  unbestimmt.    Für  a  =  l 

^  ^^  /  kA-%'  ^^^  hieraus 

folgt  wegen 

13» 
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00  00 

Da  nun  lg  {k^  +  d"^)  für  die  unendlichen  Grenzen  unbe- 
stimmt ist,  so  hat  man;  falls  dem  Integrale  jetzt  noch  eine 


oo 


/*    d» 

Bedeutung  beigelegt  werden  soll,    f ür  ö  =  1  unter    1   rr;-^. 


—  oo 


nur  den  reellen  Theil  desselben  zu  verstehen;  dieser  aber  ist 
der  Zahl  jc  gleich. 

Besitzt  aber  c  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  so 
entspringt  sogleich  durch  theilweise  Integration 


OD  00 


,1    (k4-9i)"         c  J    {k-\-9{f+^' 

—  00  —  00 

das  giebt,  weil  «  -|-  1  >  l  und  demnach 


oo 


^^*  d&  I    '     ^ 


ist; 


00 


/ 

—   OD 


r\«) 


Lässt  man  hier  c  continuirlich  vom  Positiven  zum  Nega- 
tiven übergehen;  so  wird,  wenn  ö  <  1  ist,  das  Integral  in 
der  Nähe  der  Null  ausserordentlich  grosse  Werthe  annehmen, 
alsdann  unendlich  werden  und  schliesslich  für  ^  <  0  den 
Werth  Null  besitzen,  für  ö  =  1  dagegen  von  n  zu  Null 
überspringen.     In  beiden  Fällen  findet  also  Unstetigkeit  Statt. 
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§.  74. 

—  00 

dargrestellt. 


(k+^iy 


Wählen  wir  jetzt  «  =  1^  so  gewinnen  wir  die  Beziehungen 


00  oo 


fe'^'d»  _    r(k-9i)e''^'d»        (0.  «  <  0 


—  00  —00 


Hieraus  aber  folgt;  weil  das  Integral  einen  reellen  Aus- 
druck darbietet;  dass  der  imaginäre  Theil  der  Null  gleich 
sein  muss.    Mithin  entspringen  die  Gleichungen 


j 


k^  +  ^^ 

und 

00 


OD 

*A?  sin  c  ^  —  -ö"  cos  c  &   ,  <> /\ 


/kcosc^  +  d-  sin  c^     ,  <v   (0,  c  <  0  ^^ 

*'  +  ^'  ***  ""  i2»e-^c>0.    '' 

—  00 

Um  in  beiden  Fällen  c  >  0  schreiben  zu  können,  stellen 
wir  uns  das  negative  c  in  der  Form  —  c  vor,  wo  jetzt  c  eine 
positive  Grösse  bezeichnet;  alsdann  gewinnen  wir 


/ 

—  00 


00 

A:co8c^~-^8in_£^^^^Q^  C  >  0. 


A«  +  -^« 


Und  diese  Formel  giebt  nun  in  Verbindung  mit  der  andern 
für  c  >  0  geltenden  Beziehung  die  beiden  zuerst  von  Laplace 
bestimmten  Integrale 


00 


/ 


1.  I^^ä»^^<^>", 


k^  +  J^i    -^  k 


00 


*)  Für  c  ==  0  stellt  dies  Integral  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
0  und  2«  vor,  es  ist  also  =  «.  Vergl.  §.  73.  —  Die  erste  Formel  liefert 


00  00 


die  evidenten  Gleichungen    /  f^£^,  rf«-  =    /  ^,^^^  ^f  d&  =  0;  denn 

J   k^+&^  J    k^-\-^^ 


oo  —  00 


die  einzelnen  Elemente  sind  immer  paarweise  einander  gleich,  aber  mit 
verschiedenem  Vorzeichen  behaftet. 
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CO 


2-    .  /1^|^^*  =  «-*^ 

—  00 

aus  denen  wieder  die  einfacheren  Gleichungen 


00 


/ 


ü 

Üiessen.'*')  Augenscheinlich  sind  die  beiden  ersten  (1.  und  1".) 
continuirliche^  die  Integrale  2.  und  2"*.  dagegen  unstetige  Func- 
tionen des  Parameters  c.  Denn  für  ein  der  Null  unendlich 
nahe  liegendes  positives  c  weichen  jene  nur  unendlich  wenig 

von  ihren  für  c  =  0  erscheinenden  Grenzwerthen  ^,  -^  ab, 

k'   2k        ' 

während  bei  den  Integralen  2.  und  2".  endliche  Differenzen 
sich  ergeben.  Für  ein  der  Null  ins  Unendliche  sich  nähern- 
des positives  c  würden  jetzt  nämlich  7t  und  ^  ^^^  bezüglichen 

Grenzen  der  Integrale  vorstellen,  für  c  =  0  sind  auch  sie 
=  0,  und  für  ein  imendlich  kleines  negatives  o  unterscheiden 

sich  die  Integrale  unendlich  wenig  von  ~  n: ,  —  ~.    Denkt 

man  sich  also  c  als  Abscisse  und  den  jedesmaligen  Werth 
der  Integrale  als  die  zugehörige  rechtwinklige  Ordinate ,  so 
würden  die  den  Integralen  1.  und  1*.  entsprechenden  Curven 
zu  den  stetigen  gehören ,  die  geometrischen  Bilder  der  Inte- 
grale 2.  und  2''.  aber  von  tc,  y  zu  —  x,  —  y  überspringen. 

Die  genannten  Integrale  bieten  folglich  ganz  dieselben  Eigen- 
thümlichkeiten  dar  wie  die  trigonometrischen  Reihen,  und 
dies  hann  nicht  befremden,  weil,  wie  wir  später  sehen  wer- 
den, sie  besondere  Fälle  der  Fourier'schen  Integrale  aus- 
drücken. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  setzen  die  Constanten 
c  und  k  wesentlich  positiv  voraus.     Tritt  aber  eine  Aenderimg 


*)  Nouveau  Bulletin  de  la  socidtö  phüomatique  Nr.  43  et  49;  siehe 
Poisson:  Journal  de  Tdc.  pol.  cah.  16,  p.  233.  Laplace.  Theorie  anaL 
des  probabilit^s. 
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hierin  eiii^  wäre  z.  ß.  c  negativ,  so  würde  mau  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  sofort  die  jetzt  geltenden  erzielen 
können^  indem  man  das  positive  c  durch  —  ( —  c)  ersetzt 
und  in  dem  Schlussresultat  für  —  c  einfach  c  schreibt;  man 
würde  also  beispielsweise  finden 


—  00  —  00 


In  ganz  ähnlicher  Weise  hätte  man  offenbar  zu  verfahreu^ 
wenn  das  positive  k  negativ  werden  soll. 

§.  75. 

OO  00 

Die  Integrale   /  ^^^^^p^^,  a^  und  j  -^—  d».*) 

0  0 

Bevor  wir  andern  Untersuchungen  uns  zuwenden,  mögen 
in  Betreff  der  Laplace'schen  Integrale  noch  einige  nahe  lie- 
genden Bemerkungen  nicht  unterdrückt  werden. 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichungen  1.  und  V".  zu- 
nächst nach  c^  so  bekommt  man  ersichtlich  die  Beziehungen 
2.,  2".  Eine  nochmalige  Derivation  aber  würde  jetzt  zu  sinn- 
losen Resultaten  fuhren.*)  Die  Anwendung  des  Leib- 
nitz'schen  Satzes  erfordert  also  nicht  bloss  die 
Continuität  der  zu  differentiirenden  Function,  son- 
dern sie  verlangt  auch,  dass  ein  nicht  bedeutungs- 
loses Integral  das  Ergebniss  der  Differentiation 
bildet. 

Bezeichnet  hingegen  k  den  Parameter,  nach  welchem 
derivirt  wird,  so  darf  nun  ohne  Zweifel  eine  beliebige  Wieder- 
holung der  Operation  eintreten.  Beschränken  wir  uns  für 
den  jetzt  vorliegenden  Fall  auf  die  Integrale 

•)  Vergl.  Liouville's  Journal  Bd.  6,  8  und  Serrefc.  Cours  de  cal.  diff. 
et  int.  i  II.;  Schlömilch.  Beiträge  zur  llieorie  der  best.  Integrale. 
**)  Die  Integrale 


—  00 


<^  COB  C^     ,  o.  J      C^^  COS  C  d     ,  a. 

IFT^  rf#  und  ^  -^r+-^  ä^ 


sind  ohne  Bedeutimg,  weü  /cos  c^  d^  vca  Unendlichen  unbestimmt  ist. 
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*  COB  C  &  d 


-  —  —  p-^<'  und    r^  ™  ^  ^  d»  —  —  fr-^ 


/       ifc«  +  -§•«     ~  2Ä:  "         ^^    /    Ä«  +  -ö-« 


SO  erhalten  wir  nach  und  nach  die  Relationen: 


oo 


/'  cos  c  'O-  rf  'g'  n  i^^  rc_    ,    JL_"| 

J     (*«  4.  <^«)«   ~  1  .  2«  [ä«  "T"  AH»  J 

0 


I 

/ 

I 

/ 


OD 

•  COB  C  -O"  rf  -9" 


(A«  +  '^*)»  1  .  2  .  23 


2  .  23  *^         L*«     "^  Ar*  ^  A^  J 


COB  c  ^  rf  «•  n  ^j.^    _ 


(A:t  4.  <a.2)4  1.2.3.2* 


r c»     ,    6r«    ,    16c    ,    151 


oo 

rf-O-  «    e-^Tc"-*   ,   n(n— 1)0"-^  ,   (w+l)w(n— l)(n— 2)  c"" ^ 


Lf-O-«)"        ^('»)  2'*  L  * 


fc"-^   ■   w(n— l)c"-'  ,   (w+l)w(w— l)(n~2)c''-^    ,       T 
[*"    "*"       2       ik«H-i"''  2.4  Ä«+2 "*"*"] 


und 

oo  CD 


ao 


J>8inc»rf^  7g    e-^*^  p"-^    I    (n->-l)  («—2)  c*~^    .  l 

Das  Gesetz,  nach  dem  hi^r  die  Coefficienten  der  einzel- 
nen Glieder  in  den  eingeklammerten  Ausdrücken  rechts  fort- 
schreiten^ ist  ersichtlich  folgendes.  Der  Coefficient  des  ersten 
Gliedes  heisst  stets  1,  der  irgend  eines  andern,  des  a;*®°,  Glie- 
des dagegen  wird  gefunden,  indem  zu  dem  Coefficienten  a.« 
des  ihm  entsprechenden  Gliedes  im  vorigen  Ausdrucke  das 
Product  hinzuzufügen  ist,  dessen  Factoren  der  Exponent  y 
von  k  und  der  Coefficient  a^^x  des  diesem  letztern  Gliede 
vorhergehenden  Bruches  sind.  Mit  andern  Worten  heisst 
dies,  der  zu  bildende  Coefficient  Ca  wird  definirt  durch  die 
Gleichung 
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Selbstverständlich  ist  dabei  für  das  letzte  Glied  a«  s»  0. 

Demnach  muss  z.  B.  der  zweite  Coefficient  im  allgemei- 
nen Integral  mit  1  +  2  +  3  + +  fi  —  1  +  n=  ^Mli^, 

der  des  dritten  Gliedes  hingegen  mit 

1.2.3     ,     2.3.4     ,  ,     («— 1)  w  (w+l)  (>i+2)(w+l)n(7i— 1) 

2         ■>  2         "r---h  2  ~  2.4 

gleichbedeutend  sein.  Die  Zahl  n  drückt  hierbei  für  das 
Cosinusintegral  die  Anzahl  der  Differentiationen  ^  für  das 
Sinusintegral  aber  die  um  1  yermehrte  Anzahl  derselben  aus. 
Gestützt  auf  das  vorhin  entwickeRe  Gesetz  lässt  sich  übrigens 
mittelst  vollständiger  Induction  sofort  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 

(n+w)  {n-^-m — 1)  .  .  .  {n — wi+l) 

2 .4  .  6  ...  2m 


Wä 


nachweisen^  wenn  iw  =  0,  1,  2,  .  .  .  n  und  Co  =  1  genommen 
wird.  Denn  nehmen  wir  an,  dass  bis  zur  n — 1*'"*  Differentia- 
tion inclusive  die  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder  dieser 
Formel  gemäss  gebildet  sind;  dass  also  z.  B. 

(n+in— 2)(w+m— 3)...(w— w+l)       («— l+/«)(n+m— 2)...(n— w)  ^ 

a„^\—  2.4.6...(2»i— 2)  '^"•~  2.4.T...2S^  » 

SO  ist 

^ {n-^-m — l)(w+m — 2)(w+ffl — 3)...(w— m-f-1)     i    (»»+»« — l)...(n  —  m) 

^'^  2.4.6...(2w— 2)  '  2.4.6...2ro 

"2X67.. (2m— 2)       L      '     2m  J  2. 4. 6. ..2m  * 

Ihrer  Ableitung  gemäss  gelten  die  vorhergehenden  For- 
meln nur  für  ein  ganzes  absolutes  n.  Ohne  grosse  Mühe 
können  wir  dieselben  jedoch  von  einem  Integrale  abhängig 
machen ;  in  welchem  n  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet 
und  das  für  den  Fall  eines  ganzen  n  unmittelbar  in  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  übergeht 

Multipliciren  wir  nämlich  die  Euler'sche  Gleichung 


i 

00 


1         /• 


dx 


(A+^0«     ^^"v 

mit  ^(<^+y)^'  %'P-^  äd'y  vfo  c  und  y  beide  grösser,  als  Null  sein 
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sollen;  und  integriren  wir  dieselbe  zwischen  0  und  oo,  so  er- 
halten wir  die  Beziehung 

CO  00  CO 

Zu  ihrer  Bildung  sind  wir  offenbar  berechtigt^  wenn  wir 
die  positive  Constante  p  als  echten  Bruch  voraussetzen;  denn 

nun  wird  das  rechts  befindliche  Integral  re^*+i^-*)^*ö*^*  ^/O 

durch  die  bekannten  Ausdrücke  vorgestellt^  und  folglich  bleibt 
das  Doppelintegral  eine  völlig  bestimmte  Grösse^  die  wir  der 
Kürze  halber  durch  G  +  Hi  bezeichnen  wollen. 
Multipliciren  wir  anderseits  die  Gleichung 


CO 


(k-»(f      r{n)j  J       y 

u 

mit und  inteffriren  wir  auch  hier  von  ^  =  0 

bis  d-  =  oo,  so  bekommen  wir  die  Formel 

I  - — =  ^   /  e-^y  y«-i  dy    1 — —  d^, 

das  heisst 


OD  CO 


/ 


=  rr;n)Tj*^"^^''-^(^  +  ^'*)^^^ 


(k^+&^r  ^ 


Hieraus   aber   entspringt   durch   Trennung   des    Reellen 
und  Imaginären  die  specielle  Gleichung 


oo  oo 


und  da  diese,  wie  aus  dem  Frühem  leicht  erhellt,  selbst  für 
p  =zO  noch  Geltung  besitzt,  so  hat  man  auch  die  folgende 
Beziehung 

<*>    sine  d"  5» 

— i— -rfd=j^Vrif    1  e^i'y  y-^  H  dy. 


—    203    — 
Wird  dieselbe  uach  c  derivirt,  so  entsteht 

2. 


00  00 


Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  1.  f ür  p  =  0 

je  nachdem  c  -\-  y  —  o;  ^  0.    Mit  andern  Worten  heisst  dies : 

0  c+u 


und  sonach  wird 

de 

Substituiren  wir  aber  diesen  Werth  in  den  oben  gefundenen 
Ausdruck  2.;  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

•  00 


[=|r«-*<'+J')(c+y)»-i+e-*<'^)(c+y)"-»l=3re-*<*+i'>(c4-y)— '. 


/-(*^  '^  -  im?/^'"'  (^+^)"-  ^"-'  ''*'' 


ü      '      •       '  0 

die  wir  auch  so  schreiben  können 

ce  OD 


Für  ein  ganzes  n  lässt  sich  das  Integral  rechts  mit 
Leichtigkeit  in  Gammafunctionen  umsetzen;  denn  jetzt  hat 
man  mit  Benutzung  des  Binomialtheoremes  und  der  Formel 

j^  =  (n-I)  (n-2)  . .  .  («-r),  n  >  r: 

g^       /*    C08C»     ^^^     «e-^^    '^        r(2n— r~l)        (2c)^     ^t^. 
•^    (Ä'+«"«)*  a^"" ^r(n)^   r(r+l)  r(n— r)  Ar^"- '^** 

*)  Einen  andern  Beweis  dieser  Formel  sehe  man  bei  A.  Enneper  in 
Schlömilch*8  Zeitschrift  für  Mathematik  and  Physik.    Jahrg.  6.   S.  289. 

**)  /V^-^IX        ,       5       ,^  /«— 1\  ,r.        r(2ii~r— 1) 
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Und  hieraus  entspringt  wieder  durch  DiflFerentiation  nach  c: 

.      fd'^c^.  ne-^'    ^^     r(2n-r-l)^      (2  cf    f.       rl 

Dass  diese  Formeln  aber  von  den  oben  gegebenen  nur 
in  der  Schreibweise  verschieden  sind^  bedarf  keines  Beweises. 

Setzt  man  endUch  noch  y  =  -^  (a; — 1),  so  wird 

Je-^ky  (c+y)«-i  y«-i  dy 

mit  dem  Integrale 


ao 


(±\^  ^  <^'  fe-^^ix^  —  iy-^äx 


identisch;  und  demnach  gilt  auch  diese  Relation : 


00 


r   C08C»    ^^_    jrc^^        ( e-^c. ^^^ ^xy-i  ax*) 

Wenn  man  will;  so  kann  man  femer  noch  folgende  Gleichung 
bemerken: 


J*  Bin  c  ^  d»_  _  —  n  e""^^  ^     2'"         r(2n— r— 1)    f  ^  ,  r   ^_^.         ,  r !  1 
,    __n ?CT  _2l       r(2n~r+l) 

r   o2n-lTi/^N     >/^,    i.r4-l    P^r-l-ll  Fr«— i 


r(n)  ^   ä:»^^   r(r+l)  r(n-r)  jfc2«-r-l 

oder  besser  geschrieben 

J^'sin  f »    rf^  ^       _7r_       ^  2^'m«-r— 0         1  _   ,^ 

0  ® 

[l  _  ^.  (er  +  I  0-  +  .  .  .  +  ^-:)]. 

Sie  ergiebt  sich,  wie  auf  den  ersten  Blick  erhellt,  aus  Glei- 
chung S''.  durch  Integration  nach  c  zwischen  den  Grenzen 
0  und  c. 


*)  Man  vergleiche  hierüber  die  oben  genannten  Abhandlangen  von 
Catalan  und  Serret  in  Liouville*8  Journal  t.  V,  VIII;  ausserdem  Serret: 
Cours  de  calcul  diff.  et  integral,  tome  IL 
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§.  76. 


OD 


00 

poBitiye  a  und  b*) 

Die  in  den  Paragraphen  71. — 73.  geführten  Untersuchungen 
setzen  uns  in  den  Stand;  aus  unserer  frühem  Gleichung 


OD 


/ 


i\fl 


neue  Folgerungen  zu  ziehen,  wenn  wir  sie  mit  .  mul- 

(1  ±  -ö- 1) 

tipliciren  und  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  oo  integriren. 
Dabei  setzen  wir  die  Grösse  1  als  eine  positive  Constante 
voraus  und  machen  auch  vorläufig  die  Annahme ^  dass  die 
Constante  b  ebenfalls  zu  den  positiven  Grössen  gehört. 

Die  wichtige  Frage  nuU;  ob  und,   falls  es  möglich  sein 
sollte^  unter  welchen  Bedingungen  dem  Integrale 


OD 


1» 


(k+d'iY'  il±»if 


eine  Bedeutung  zukommen  wird;  entscheidet  sich  hier  augen- 
blicklich dahin,  dass  zu  diesem  Behufe  nur  die  Summe  der 
Exponenten  a  und  b  einen  die  Einheit  überschreitenden  Werth 
besitzen  muss.  Denn  nach  der  Bedeutung  der  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Potenzen  leuchtet  unmittelbar  ein,   dass 

im  Unendlichen  der  Nenner  des  Bruches    ,  wie 

der  Ausdruck  (+  ^)**"*~*  sich  verhält. 

Nehmen  wir  nun  vorerst  in  dem  Ausdrucke r  das 

obere  Zeichen  von  ^,  so  folgt  augenblicklich 

00  00  QO 

.—■x9i 


r{a)  f ^ ^  l'e-'"x«-'dx  1  d» 


e 


*)  Oergoniie's  Annalen,  Bd.  17,  S.  109. 
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Dem  Vorhergehenden  zufolge  aber  gut  die  Gleichung 


00 

/ 

—  » 


00 


(1+^0 


:\b 


weil  X  positiv  und  folglich  —  x    mit  dem  frühem  c  <  0 
zusammenfallt.    Daher  hat  man  • 


oo 


1.  r — -.  =  0,  a  +  ft  >  1. 


—  oo 


In  ebenso  einfacher  Weise  -werden  wir  zu  dem  Werthe  des 


00 


7  £^elans?en,  wenn  wir  bedenken, 

—  00 

dass  durch  die  Substitution  von  —  «d*  an  die  Stelle  von  d' 
unsere  frühere  Gleichung 


oo 


«-**•■  d»  0. «  <  0 


—  00  ^  r\a)  '     ^ 


in  die  folgende 


00 


-00  ^  na) 


I\a) 


übergeht.     Mit  Benutzung   dieser  Beziehung   gewinnen  wir 
nämlich  sofort  die  Gleichung 


00  00 


•—00  () 


das  heisst 


00 


■  f 


d^  In         r(a+b—l)  ■    ^  ^    i 


(ik+^-)«(i_^,-)*      (*+!)«+* -1  r(fl)r(6; 


—  00 


Wie  man  sieht,  ist  der  Ausdruck  rechts  völlig  symmetrisch, 
links  aber  ist  nur  insofern  Symmetrie  vorhanden,  dass  man 
in  Folge  der  Bedeutung  der  vorkommenden  Potenzen  die 
Grössen  0-  und  —  %•  mit  einander  vertauschen  darf,  weil  der 
imaginäre  Theil  des  Integrales  nicht  in  Betracht  kommt. 
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§.  77. 
Allgemeingrfiltigkeit  der  Gleictaan;  2.  fOr  <i  -|-  A  >  1. 

Wie  wir  gesehen,  ist  die  Bildung  des  Integrales 


/ 


00 

de- 


{k+d'iy  {]—&()' 


bloss  an  die  Bedingung  a  -|-  ^  >  1  geknüpft.  Daraus  folgt 
offenbar^  dass  eine  der  Constanten  a  und  b  negative  Werthe 
annehmen  darf,  wenn  nur  die  Forderung  a  +  &  >  1  befrie- 
digt wird.  Zweifelhaft  aber  bleibt  es,  ob  auch  in  einem  der- 
artigen Falle  das  Integral  noch  auf  Gammafunctionen  zurück- 
führbar ist;  denn  dass  die  Form  der  Gleichung  2.  ihre  An- 
wendbarkeit verliert;  wenn  die  bis  jetzt  festgehaltene  Bedeu- 
tung der  Gammafunction  als  bestimmtes  Integral  nicht  in 
irgend  einer  Weise  modificirt  wird,  leuchtet  unmittelbar  ein. 
Um  zu  einer  Beantwortung  unserer  Frage  zu  gelangen,  müssen 
wir  also  einen  andern  Weg  aufsuchen,  und  hierzu  wählen 
wir  die  partielle  Integration.    Diese,  auf  das  Integral 

d» 


J    {k- 


angewendet,  zeigt  nun  sogleich,   dass  wegen  a  -\-  b  >  l  die 
Beziehung  gilt: 


CO  OD 


C{k-\-»i)-«  (1-^,)-*  d^ —.   f r^, sn > 


OO  OO 


das  giebt,  wenn  wir  den  Ausdruck  links  als  bekannt  voraus- 
setzen , 


OD  OO 


y* d» =^illl    C  ^^ 


—  CO  — OO 


Bezeichnen  demnach  auch  bloss  a  und  b  positive  Grössen,  so 
hat  man  noch  immer  die  folgende  Gleichung 


OD 


—  00 


d&  fl— 1  2«  r(/i+6— 1) 


(k+^iY-^  (i_^t)H-i        b    '  (;k_|_/)«+*-i  •  r(fl) .  r{b) ' 


Diese  Beziehung  aber  würde  sich  vereinfachen,  wenn  wir 
die  Annahme  machen,  dass  die  ßeductionsformelrtn[«)=F(a-f-l) 
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jetzt  überall  gilt,  also  auch  {a — 1)  r{a — 1)  =  r(a)  ist.     Denn 
alsdann  wäre 


/ 


00 

dO-  2n  r(a+b—l) 


{k+Q'i)''-^  (l-Jdi)^^        {k+iy^^-^  r(«-l)  r{b+l) 


00 


Der  Ausdruck  hätte  somit  ganz  die  frühere  Form,  nur  hiessen 
hier  die  Argumente  a  —  1  und  b  -^  1.  Daraus  aber  würde 
weiter  folgen,  dass  er  für  irgend  ein  a  und  b  in  Kraft  bliebe, 
wenn  nur  der  Bedingung  a  -\-  b  >  1  Genüge  geleistet  wird. 
Wäre  also  b  negativ,  so  würde  man  vermöge  der  Formel  von 
der  Combination  a  b  allmählich  zu  einer  Combination  a — n, 
b-\-n  übergehen  können,  in  der  beide  Elemente  zu  den  posi- 
tiven Grössen  gehören.  Dazu  ist  offenbar  erforderlieh,  dass 
n  die  kleinste  ganze  Zahl  ausdrückt,  welche  zu  b  hinzugefügt 
ein  positives  Resultat  liefert;  denn  hat  ;«  die  angegebene 
Bedeutung,  so  bezeichnet  die  Verbindung  b  -\-  n  entweder  die 
Null,  oder  sie  ist  ein  positiver  echter  Bruch,  und  folglich 
muss  a  —  n  einen  unechten  positiven  Bruch  vorstellen. 

Aus  allem  diesem  ergiebt  sich  mithin  der  Satz,  dass 
beim  Bestehen  der  Bedingung  a  -\-  b  >  \  Gleichung  2.  selbst 
dann  noch  Geltung  besitzt,  wenn  auch  eine  der  Constanten 
negativ  sein  sollte,  sofern  wir  nur  unter  der  Function  Ganmia 
eine  Grösse  verstehen,  für  welche  die  Relation  an[fl)=H(a+l) 
allgemeingültig  ist.  Hierzu  aber  sind  wir  in  der  That  be- 
rechtigt, weil,  wenn  wir  mit  Gauss  die  Gammafunction  durch 
die  Euler  sehe  Gleichung 

definiren,  die  genannte  Beziehung  immer  eine  unmittelbare 
Folge  dieser  Definitionsgleichung  ist. 


§.  78. 
Folgerungen« 

Die  Gleichung  2.  des  Paragraphen  76.  vereinfacht  sich, 
wenn  man  l  =  k  voraussetzt;  alsdann  nämlich  erhält  man 
sogleich  die  Relation 
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00 


/ 


^(»-a)V;t^^  2g  r(a+&~l)  I     ;    ^   1 


und  diese  führt  zu  den  andern  beiden 


00 


(*'+^«) 


—  00 

00 


2  /^nn{b—a)'iffdd'  __^  ^ 

Ton  denen  die  erste  sofort  die  einfachere  Gleichung 


OD 


o  y  008(6— fl)^rfa' n^  _  ri(fl+6— 1) 

liefert. 

Eine  andere  Gestalt  aber  nehmen  diese  Integrale  au 
durch  die  Substitution  &^=k  tang  ^  oder  einfacher  0'=tang^^ 
wenn  in  denselben  zuvor  A:  »=  1  geschrieben  wird.  So  nämlich 
bekommt  man  von  k  befreite  Formen^  in  denen  an  die  Stelle 

des  Unendlichen  ^  tritt  und  in  denen  cos  ^f«+*-*  dt/ß  anstatt 

d'd' 

des  Ausdruckes  j:i  erscheint.     Und  da  nun  die  Con- 

stauten  a  und  b  nur  an  die  Bedingung  a  -\-  b  >  l  geknüpft 
sind,  so  dürfen  wir  auch  a  -^  b  —  1  der  positiven  Grosse  p 
gleic^etzen,  für  2^  —  a  dagegen  die  beliebige  Grösse  q  sub- 
stituiren. 

Das  Ergebniss  aller  dieser  Rechnungen  wird  alsdann  in 
den  Gleichungen  sich  aussprechen: 


■ß 


1*.  /  cos  tP-^  co^qi)  dilf  =    ^  ^ 


^'  r(ai±-')i  c+F) 


MsTBR,  bestimmte  lutegrule.  14 
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ft 
2 


/" 


3«.     /  cos  i>^^  cos  qtlf  di;  =  —  ^^^^ 


0 

n 


"  n^)  r(i+H' 


2*».  /  cos  i;P-^  sing  i^  d  i;  =  0^ 


2 


von  denen  die  ersteren  ersichtlich  jedesmal  der  Null  gleich 

sind,  so  oft  ^— |  —  eine  ganze  negative  Zahl  vorstellt,   oder 

mit  Null  zusammenfallt. 

Setzt  man  p  ==  1  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 


IL 

2 


•/  /  (.+ ;')  1  (-  i) 


QIC 


sin -17- 


und  folglich  kann  für  positive  Argumente,  d.  h.  für  0  <  J  <  1 
in  der  hier  angegebenen  Weise  d^s  Integral 


^ 


00 


ermittelt  werden.*) 

Drei  andere  besonderen  Fälle  liefern  die  von  Poisson**) 
gefundenen  Integrale 


2^ 


/co8^''cos(p-2n)^rf^  =^^i  £^i)^.(p-«+i)^  n  <  p  +  1, 


2 


/  COS  '^P  cos  (/>-|-2w)  tl^  d  tIj  =  0^  n  ^  1 

0 


*)  Vergl.  Binet  in  Journal  de  T^c.  polyt.,  cah.  27,  page  166. 
♦•)  Journal  de  Tt^cole  polyt.,  cah.  19,  page  490. 


—    211    — 


und 


71 

T 

COS  ^P  COS  p  V'  ^  V'  =  ^, 


in  deren   ersten  beiden  n  eine  ganze  ^   den  angezeigten  Be- 
dingungen unterworfene,  ganze  Zahl  ausdrückt.*) 

Schreibt  man  femer  die  Gleichungen  1*.  und  2^.  in  der 
nachstehenden  Form 


n 

1*. 


. p,^^^^(^--^a^^^-^^^^^^ 


7t 


2*.  Tsin  ^'^i  sin  q  U>— 1'\  e/  V'  =  0 

0 

und  multiplicirt  nun  das  erstere  Integral  einerseits  mit 
cos  q  ^,  andererseits  mit  sin  q  -,  während  man  bei  dem  zwei- 
ten Integrale  diesen  Fällen  entsprechend  umgekehrt  verfährt; 
so  gelangt  man  durch  Combination  der  erzielten,  in  der  ge- 
nannten Weise  einander  entsprechenden  Resultate  ohne  Mühe 
zu  den  Beziehungen 

7t  7C 

Tt  COS  q  —  „,   ^ 

2  r(p) 


4.     /  shiipP~^  cos qiljdilj= 

j  ^ 


■  rc+f  0  /T'*p)' 


'ß 


7t  Jf 

n  ^vcLq  — 

sin  ^P  -  ^  sin  q'^  d'^=  ^^ 


Zu  andern  interessanten  Folgerungen  werden  wir  noch 
geführt;  wenn  wir  die  Gleichungen  1.  und  2.  §.  76.,  also 


*)  Bei  dem  ersten  dieser  Integrale  bemerke  man,  dass  es  sich  in 
nebenstehender  Gestalt  schreiben  lässt: 


n 

2 


fcos  r  cos  (;,  -  2«)  ^dt  =  ^-r  r^^i^rtf-Vh 


14 


4r 
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00 


/; 


g-(*Vi+«V')«rf^ 


=  0 


'loo    (**-K')'     (/«-K«)* 


und 


00 


j(*Vi-«V)«d^ 


2n       .  r(a+&-l) 


mit  einander  verbinden.    Aus  ihnen  nämlich  folgt  leicht 


,a  +  b>  1 


00 


6. 


0       (*M-*»)*  (P-l-**)* 


00 


7. 


/COB  (^>  'Vyj  —  fl  -^(y)  ^  »  TT  r(^a+&— 1) 


und  diese  beiden  Integrale  liefern  auf  dem  Wege  der  Addi- 
tion und  Subtraction  die  neuen  Beziehungen 


00 


8. 


/cos  a  ■^1»  coa  ft  ■^i  df^  
1.             T 
0       (*»+♦«)"  (/«+*')* 


«  r(a+&— 1) 


00 


9. 


/sin  ^/1/y  Bind '^1  (f^   ■  n Via-^h—l) 


welche  noch  besonders  einfach  für  b 
man  hat  jetzt 


l  z.  B.  werden.    Denn 


00 


8". 


und 


/cos  a^lf  dd" «        ^v 
^^^                    ~  2  1  (Ä+O" 


(Ä«+^*)*  (^-K*) 


^)  Einen  besondern  Fall  dieses  Integrales  bildet  das  von  Abel  ge- 
gebene : 


00 


/ 


rf«- 


(narctg^) 


cos  (  n  arc  tg 


1  +  ^«  Ji 

Oeuvres  compl^tes  de  N.  H.  Abel,  t.  IT.,  p.  87. 


2     (a:  +  a)' 
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00 

/sin  a'tff      d" 
0      (**+*•)' 


Q  g  DXU    CA    1^  V    d  v  TC 


Setzen  wir  aber  /»»O^  so  entspringen  die  Integrale 


eo 


8*. 


/COB  a^     d^ 


»  V  T{ar\4>—\.) 


9». 


n  r(a+&— 1) 


/ain  fl  ^     d^ 


2*^-1  Bin  ^  J^Wrw 


in  Betreff  deren  jedoch  Folgendes  nicht  zu  übersehen  ist. 

Bekanntlich  stützen  sich  die  Integrale  6.  und  7.  auf  die 
Formeln 


00  OD 


Cali^  =  0  und  ffi:^  =  A«  ^..  ^-x, 


und  diese  waren  wiederum  eine  Folge  der  Gleichung 

r(A) 


/ 


e~('+^«>  a:*-i  rfa:  =  - 


(/-R/)*' 


Von  ihr  aber  wurde  früher  gezeigt,  dass  för  /  =  0  die  Con- 
stante  h  numerisch  den  Werth  1  nicht  erreichen  darf;  ja, 
fOr  das  Cosinusintegral  muss  selbst  h  einen  positiyen  echten 
Bruch  ausdrücken,  und  nur  für  das  Sinusintegral  kann  6  <  0 
werden.    Im  Hinblick  auf  diesen  letztem  Fall  aber  kann  das 

Integral  y  sin  %^  x  a:*~*  dx  leicht  in  der  zweckmässigen  Form 


00 


^Vi^xdx         ^*~^         n 


dargestellt  werden,  wo  das  jetzige  b  zwischen  0  und  2  liegt. 
Und  daher  ergiebt  sich  nun  der  Satz,  dass  ausser  der  den  beiden 
Integralen  8^.  und  9^.  gemeinsamen  Bedingung  a  4-  ^  >  1  in  dem 
Cosinusintegrale  die  Constante  b  einen  zwischen  0  und  1  liegen- 
den Werth  besitzen  muss,  während  sie  in  dem  Integrale  9^.  alle 
zwischen  0  und  2  befindlichen  Zahlen  durchlaufen  kann. 


—    214    - 

In  anderer  Form  zeigen  sich  übrigens  diese  Integrale, 
wenn  man  auch  hier  k  =  l  und  d'  =  tang  ^  schreibt;  man 
gewinnt  so  die  nachstehenden  Formeln 


7t 


COS  ib"*-^  cos  a  ilf  cotg  tjj^  dilf  =  — ^ n  "Tw^TIv  > 

2 


/ 

0 

n 
Y 

/'cos  r- sin  «  ^  cotg  V^  rf  ^  = -^  ^^±|g>, 

0  2 

aus  denen  durch  die  besondere  Wahl  der  Constanten  einige 
nicht  uninteressanten  Beziehungen  erwachsen.  So  ist  z.  B. 
für  «?  =  1 


2" 


/sin  fl  1^  COB  t/»"   ^  ^  ^ ^ 
sin  1/»  2 ' 

0 

was  Liouville  zuerst  gefunden  hat.*)    Nimmt  man  dagegen 
a  =  2,  so  kommt 


•rt  n 

T  2 


/cos2^cotg^*fif^=  -  —  , — ,   /  sin2^cotg^'^^=   -~'     . 
2co8_    /  2  sin''-'' 


0  ^      0 


Und  setzt  man  a  als  ganze  Zahl  voraus  ^  so  hat  mau  wegen 

r(rt)  i  .2.3.  ..(fl— 1) 


/cosr-*cos«^cotg^  d^  =  ft(*+i)--(«+*iig) ? — 
n  2 


0 

3 


/cosr-'sina^cotgV/rf*  =  --^^'+V'"i^  ^— • 

^''~"^^'  2  8ini^>7r 

0  2 

*)  Grelle.  Journal  Bd.  13,  S.  232.  Berlin.  1835.  Vor  Liouville  ist 
vielleicht  schon  Abel  im  Besitz  dieses  Integrales  gewesen ;  es  findet  sich 
im  2.  Bande  seiner  1839  herausgegebenen  Werke,  S.  88. 
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Behufs  einer  näheliegenden  Folgerung  möge  die  letztere 
Gleichung  mit  r^  multiplicirt  werden,  wo  r  eine  zwischen 
+  1  befindliche  Grösse  vorstellt.  Alsdann  bezeichnet  auch 
r  cos  ^  eine  zwischen  +  1  liegende  Grösse,  und  folglich  er- 
hält man,  wenn  ö  =  1,  2,  3,  .  .  .  m  inf.  gesetzt  wird,  durch 
Summation  der  einzelnen  Integrale  mit  Berücksichtigung  der 
Gleichungen 

r  cos  ^  sin  ,(,  +  (r  cos  ^)^  sin  2  t/- +  . .  .  =  j-^1^5|2|^*), 
schliesslich 

n 

T 

^r.        r    coig  ip'^^  dtlJ       ^        1 n  |i>r>-l 


Benutzung  unendlicher  Reihen. 

§.  79. 
Ableitung  eines  Hülfssatzes  aus  der  Reihenlehre. 

Schon  in  dem  allgemeinen  Theile  der  vorliegenden  Dar- 
stellung der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  deuteten  wir 
die  Wichtigkeit  an,  welche  dem  Theoreme  von  der  Vertau- 
schung der  Integrationsordnung  bei  Doppelintegralen  mit 
Constanten  Grenzen  in  Bezug  auf  die  Ermittelung  und  Trans- 
formation einfacher  Integrale  zugeschrieben  werden  muss. 
Und  in  der  That,  gerade  die  vorhergehenden  Untersuchungen 
dürften  an  einer  Reihe  von  Beispielen  diese  weitgreifende 
Bedeutung  des  genannten  Lehrsatzes  recht  anschaulich  ge- 
macht haben.  Aber  auch  dies  schon  dürfte  aus  den  obigen 
Entwicklungen  erhellen,  dass  die  Differentiation  eines  bestinmi- 
ten  Integrales  nach  einem  Parameter  gleichfalls  für  die  Er- 
mittelung einfacher  Integrale  nicht  ohne  grosse  Bedeutung 
ist.  Reicht  auch  der  Einfluss  dieser  Operation  nicht  so  weit 
als  der  des  oben  erwähnten  Theoremes;  so  werden  wir  doch 


*)  Cauchy.    Algebraische  Analysis,  Kap.  9,  S.  197. 
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in  später  folgenden  Erörterungen  noch  Gelegenheit  haben, 
uns  von  der  mehr  als  gewohnlichen  Brauchbarkeit  des  Leib- 
nitz'schen  Satzes  in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
hinlänglich  zu  überzeugen.  Eines  Hülfsmittels  ist  indess  bei 
den  vorhergehenden  Betrachtungen  fast  gar  nicht  gedacht 
worden,  obwohl  auch  diesem  ohne  Zweifel  eine  grosse  Bedeu- 
tung hier  zukommt.  Wir  meinen  die  Benutzung  unendUcher 
Reihen  zur  Herleitung  bestimmter  Integrale  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  wir  convergirende  Reihen,  deren  Summen  im  Voraus 
bekannt  sind,  in  bestinmite  Integrale  umzusetzen  versuchen. 
Die  hierauf  bezügUchen  Untersuchungen  nun  werden  sich 
auf  ein  Lemma  stützen,  dessen  Inhalt  und  Richtigkeit  wir  mit 
wenigen  Worten  berühren  müssen.     Sei  nämlich  in  dem  Inte- 

grale  j  X  f{x^  k)  dx  X  eine  stetige  Function  von  Xy  f{Xfk) 

eine  Function  von  x  und  der  ganzen  Zahl  Ar,  ferner  bestehe 
die  Gleichung 

1.  JXf{x,  k)  dx  =  BkJ Xf{x,  0)  dx, 


<(  ii 


in  der  Bk  eine  bekannte  Function  von  k  ausdrückt.     Conver- 
girt  alsdann  die  unendliche  Reihe 

2.     A,  fix,  0)  +  A,  fix,  1)  +  A,  fix, 2)  -f  .  .  .  =  q>ix)     ' 

für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  der  Grenzen  a  und  b\   so 
folgt  augenblicklich 

fXq>ix)dx  =  A^f  Xfix,  0)  dx  +  Aj  Xfix,  l)dx  +  etc.»). 


a  41 


das  giebt  mit  Benutzung  der  Gleichung  1. 

b  h 

fX(pix)  dx  =fXfix,  0)  dx  K  ^0  +  ^1  ^i  +  ^2  ^2  +  •••]• 


«  u 


Und  daher  ist,  so  lange  die  in  der  Klammer  befindliche  Reihe 
convergirt, 

fX  q>(x)  dx 

I.  Aq  Bq  -\-  A^  B^  -\-  A^  B^  -f-  .  .  .  =  ^ . 

fXf{x,^)dx 

a 

Diese  Gleichung  bleibt  in  Kraft  selbst  dann,  wenn  die 


*)  Yergl.  die  in  §.  51  angestellten  Betrachtungen. 
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Reihe  2.  für  a;  =  0,  oder  ä  =  *,  oder  auch  für  beide  Werthe 

in  eine  divergirende  übergehen  sollte,  sofern  nur  die  Reihe  I. 

•  b 

zu  den    convergenten   gehört   und  JXq){x)dx   eine  yoUig 

bestimmte,  endliche  Grosse  bedeutet. 

In  der  That,  nehmen  wir  an,  dass  für  die  Grenzwerthe 
a  und  hj  die  wir  vorerst  beide  endlich  voraussetzen,  die  Gon- 
vergenz  der  Reihe  2.  unterbrochen  wird;  so  folgt,  wenn  wir 
2.  durch  X  dx  multipliciren  und  darauf  zwischen  den  Grenzen 
a  —  e,  b  —  B  integriren,  ganz  wie  vorhin 

fXq>{x)  dx=fÄf{x,0)  dx  K^o+^i^i+^2^2  +  --]- 

Bleibt    nun    j4q  Bq  -\-  A^  B^  -^  .  .  .    convergent    und    stellt 
h 
f  X  q){x)  dx  eine  endliche,  bestimmte  Grösse  vor,  so  muss 

nothwendig 

limy  'xq>{x)dx=fXq){x)dx = [^0  ^0+^1^1+-]  ^rxifXf{x,0)  dx 

u — •  a  a — • 

sein. 

Wird  endlich  eine  der  Grenzen,  z.  B.  2^,  unendlich,  so 
ist,  immer  Gleichung  1.  als  bestehend  vorausgesetzt,  die  Be- 

dingung  unerlässlich,  daas  f  X  q){x)  dx  nicht  sinnlos  wird; 

a 

ausserdem  aber  muss  natürlich  Aq  Bq  -^  A^  B^  -^  .  .  .  zu  den 
convergenten  Reihen  gehören.     U.  s.  w. 

§.  80. 
Kummer'sche  Theoreme  *)• 

Die  Gleichung  1.  wird  offenbar  erfüllt,   wenn  wir  nach 

k 
Eummer's  Vorgange  unter  dem  Integrale  J  Xf{x^  k)  dx  die 

a 

00 

Function    r{a  -{-  k)  =  /^"^  oc^-^  dx  verstehen;    alsdann 
nämlich  ist 


*)  Kummer.  De  integralibus  definitis  et  seriebus  infinitis.  Grelle.  Jour- 
nal Bd.  17.  S.  210  etc.  Ausserdem  vergleiche  man:  Limbourg.  Theorie 
de  la  fonction  Qamma.   Gand  1859. 
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Jr=^'*a;«-S  f{Xyk)=a^  und  ^a=(ö+A:— l)(a+A:— 2)...är. 
Besitzt  folglich  die  Reibe 

eine  Summe  g)  {x) ,  so  bat  man  nun  vermöge  der  Gleicbung  I. 
die  Beziehung 

I«.    A,  +  aA,  +a{a  +  1)  A^  +  a{a+l){a  +  2)  A^  +  ... 

00 


fT^  I  ^-*  a:«-^  q)  (x)  dx. 


0 

Wird  beispielsweise  bier  ^  (x)  =  cos  {x  tang  w)  gesetzt; 
so  lässt  sieb  bekanntlich  cos  {x  tang  u)  durch  die  unendliche 
Reihe 

.  a?«  tang  u«     ,     j?«  tapg  u*  . 

^  r72  T"  1727374  ~  ^^^• 

darstellen;  und  folglich  ist 

A  —1     A  =0    A  =~  ^g^''    A  =0    A  =  ^  u  s  f 

Da  nun  die  Reihe 

1  ^  ^(^  +  ^)  to  «2  +  ^-ii^+i^l^-+A)J^+il  tff  t.«  -  .        . 

1.2        *«**i  1.2.3.4  ^  

stets  convergirt,  so  lange  der  Zahlen werth  von  «  <  x  bleibt 

und  unter  dieser  Bedingung  die  Grösse  (cos  t/)*  cos  au  vor- 
stellt*), so  entspringt  sogleich  die  Formel 

oo 

4.    fer-^  x"-^  cos  {x  tang  u)  dx  =  (cos  u)"  cos  aw  /^(ö). 

0 

Wählen  wir  hingegen  für  q)  (x)  den  Ausdruck  sin  (x  tg  u), 
so  folgt  jetzt 

a  tang  m  —  —  ";    ^  -ß—-^  tang  «/^  +  etc. 


00 


e-*  a:*»-^  sin  {x  tang  w)  (?a;, 


d.  g.,  weil  diese  Reihe  für  —  ^   <  «  <   ^    der    Function 
(cos  w)*  sin  au  gleich  ist*), 


*)  Man  vergleiche  hierüber  Cauchy's  Analysis,  Seite  210  und  Note  8 
(in  Huzler's  Uebersetzung). 
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oo 

5.    J  er^  oc^^^  sin  (x  taug  u)  dx  =  (cos  uY  sin  au  F(ö). 

0 

Dass  übrigens  beide  Integrale  unmittelbar  aus  den  Euler'- 
sehen  Gleichungen 


/ 


isin  %'x  « 


abgelesen  werden  können^  bedarf  keines  Beweises;  doch  dürfte 
dieser  Weg  dem  obigen  vorzuziehen  sein,  weil  er  den  Inte- 
gralen eine  grössere  Ausdehnung  zuschreibt. 

Ein  anderes  interessantes  Beispiel  der  Entdeckung  eines 
bestimmten  Integrales  mittelst  des  Theoremes  I*".  liefert  der 

Fall  q){x)  =  cos  2]/xd^.  Führt  man  die  Rechnung  aus  und 
wählt  speciell  «  =  — ,  so  erhält  man 


00 


^       1  ^  1.2      1.2.3  ^•"~"  T^(A\   I         — y^ —      ' 


d.  h. 


00 


i) 


^_,  co82^  dx  =  }^  e-\ 


Gewöhnlich  stellt  man  dieses  von  Laplace*)  gefundene  Inte- 
gral  unter  einer  Form  dar,  die  man  sogleich  erzielt,   wenn 

man  x  mit  o;*  und  j/d^  mit  -9*  vertauscht;  man  bekommt  so 
die  Gleichung 


oo 


6. 


folglich 


/  e-^  cos  2%'x  dx  =  ^  yit  <r-^', 


00 


/ 


e-"^  cos  2%'X  dx  =  j/n  e-^\ 


OD 


Dieses  Integral  werden  wir  später  auf  auderm  Wege  wie- 
derfinden und   daraus  alsdann    noch  einige   andere  Formeln 

*)  Vcrgl.  Theorie  analytique  des  probabilit^s. 
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ableiten.  Für  ansem  jetzigen  Zweck  begnügen  wir  uns  damit, 
nach  Kummer  ein  zweites,  schon  von  Euler  gekanntes  Theorem 
aus  der  Gleichung  I.  zu  entwickeln,  das  uns  sehr  interessante 
Resultate  darbieten  wird*). 

Aus  den  frühem  Erörterungen  nämlich  ist  bekannt,  dass 
für  &  >  ö  >  0 

'x^-^  (1  -  o:)*— 1  dx  =  ^^^^ff)"""^ 

"0 

und 

0  U 

ist.    Mithin  gelten  die  Beziehungen: 

JC^x^^  (1  -  x)^-^\    /•(«,  k)  —  x^, 

^     _  fl(a+l)(a  +  2)...(fl  +  A:-l) 
^*  b(b  +  l)(b  +  2)  ...  (6  +  A-l)' 

und  daher  hat  man,  wenn  die  Summe  der  convergirenden  Reihe 
Aq  -^  AiX  -^  A^x'^  -^  ,'..  wieder  q)(x)  genannt  wird, 

T*      >/   -L.  ^  >^  J-  ^i£+  ^^  J  JL  g(g  +  l)(a  +  g)   j     I 

1   .      ^^  -I-   ^   ^j  -I-  b(b  +  l)  ^2  i-  b(b  +  l){b  +  2)  "^3  ■+■ 


1 

Behufs  einer  ersten  Anwendung  dieses  fruchtbaren  Theo- 
remes  wollen  wir  q){x)  mit  dem  Binome  (1  —  t/aj)7*'  identi- 
ficiren,  wo  u^  <i  1,  c  aber  jede  beliebige  Zahl  bezeichnen 
möge.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  bekanntlich  (1 — «a:)"^, 
weil  X  zwischen  0  und  1  liegt,  durch  die  convergirende  Reihe 

darstellbar,  und  folglich  hat  man  die  Beziehungen 
A  =1     A  —-U     A  —  ^^^+^^  1/2 

Mithin  geht  jetzt  die  Gleichung  P.  in  die  folgende  über 

*)  Euler's  lutegralreclmnng,  Bd.  1;  vergl.  Binet:  Memoire  sur  les 
integrales  Euldriennes  etc.  in  Journal  de  Täcole  polyt.  cah.  27,  p.  313. 
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^   ,    a  c^    j_a(H-l)c(£+l)    2  ,  ■   a{a+i)...{a+n—l)e(c+l)...(e+n—i) 

"•"6  1      """i (6+1)     1.2    ^  ~^"''^b(,b+l)...(b+n—l)        1,2.3...» 


7.^ 


Specialisirt  man  dieselbe  in  der  Weise  ^  dass  man  c  =^b 
nimmt,  so  erhält  man  das  für  t/^  <  1  geltende  Integral 
i 

0 

Und  hieraus  folgt  wieder  ohne  Mühe  die  von  Abel  gegebene 
Formel 


/ 

0 


x"-^  (1  -  x)^-^  ,         r{a)  r(ß)        1       *s 


*]  Oeuvres  complätes,  Tome  I.  p.  95.   Die  vorsiehenden  Integrale 
lassen  sich  Übrigens  als   Gonsequenzen  der  hübschen  und  für  manche 
Untersuchungen  sehr  brauchbaren  Transformationsformel 
1  1 

J'xP-^ (l-x)«-i  (A+^x)-Äc= Ai>+«(A+^)«+- rÖiz^^ 

darstellen,  die  Schlölnilch  im  6.  Jahrgange  seiner  Zeitschrift:,  S.  207 
gegeben  hat;  die  Grössen  p,  q^  l,  fi^n  sollen  dabei  beliebige  Gonstanten 
bezeichnen.  Schlömilch  gelangt  zu  dieser  Transformation  des  links  vor- 
kommenden Integrales ,  indem  er  \,  =  y  setzt. 

A  -f-  fix 

Wählt  man  nun  n  =  —  (p  H~  ?)  i  ^^  hat  man  sogleich 
1 

Nach  meinem  Dafürhalten  ist  die  vorhin  genannte  Transformations- 
formel Schlömilch's  jedoch  nur  unter  folgenden  Bedingungen  zulässig. 

Die  Gonstanten  p  und  q  müssen  mit  Ausnahme  der  Fälle,  in  denen 
das  gegebene  Integral  eine  Betafunction  (B) ,  oder  ein  Integral  von  der 

Form  J x^~~^  äx  darstellt,  in  welchen  also  —  bei  positivem  n  natürlich  — 

die  eine  oder  die  andere  der  Grössen  p  und  q  auch  gewisse  negative 
Werthe  erwerben  kann,  immer  positiv  sein.    Denn  da  innerhalb  der 

Grenzen  0  und  1  der  Factor  a^^  (1  -^  x)^'^^  niemals  das  Zeichen  wech- 


/ 
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Die  in  der  Gleichung  7.  vorkommende  Reihe  stellt  be 
kanntlich  die  hypergeometrische  Reihe  vor;  diese  aber  con- 
vergirt  stets,  wenn  u^  <  1.  Für  u  ==  1  dagegen  gehört  sie 
nur  dann  zu  den  convergirenden  Reihen,  wenn  das  positive 
b  >  a  -\-  c  ist;  a  und  c  können  dabei  übrigens  jede  endliche 
Grösse  besitzen*).  Setzen  wir  daher  diesen  Fall  auch  hier 
voraus,  und  bedenken  wir,  dass  nunmehr  unser  Integral  mit 

rrl— ^"~      gleichbedeutend   wird,    so  gewinnen  wir  die 
schöne,  von  Gauss  gefundene  Formel**) 


seit,  80  folgt  zunächst  für  positive  l  und  (i  nach  dem  Maximum-Miui- 
mum-Satze,  dass 

/aJ"-^  (1— a;)«-^  {l+pLx)"  dx=^{l  +  i^hT  f  ^"^  (1— a?)«^^  dx-, 

0  0 

mithin  müssen,  wenn  das  Integral  nicht  sinnlos  werden  soll,  die  Con- 
stanten p  und  q  die  angeführte  Eigenschaft  besitzen.  —  Sind  femer  die 

beiden  Grössen  X  und  fi  negativ,  so  gebe  man  (X  +  f*^)"  ^^  Gestalt 

A^fl+ja?)   ,  wodurch  der  Fall  auf  den  ersten  zurückkommt;  alsdann 

darf  n  ersichtlich  keine  Bruchzahl  mit  geradem  Nenner  vorstellen. 
Besitzt  endlich  das  Binom  {X  -|-  ^lx)**  die  Form 

{X  -  iix^  =  r/i  -  ^  x\\  ti>o, 

so  wird  für  ein  beliebiges  n  imd  1  >  0  dem  vorgelegten  Integrale  im 
Allgemeinen  nur  dann  eine  Bedeutung  zukommen,  wenn  ^x<il.    In 

spedellen  Fallen  könnte  freilich  auch  ^  a;,  d.  h.  ^  >  1  sein,  so  z.  B. 
wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ausdrückt;  wäre  dagegen  n  negativ, 
so  müsste,  weil  nun  für  o?  =  —  die  Grösse  (  1  —  ^  a;  1  eine  unend- 
liche Discontinuitat  erleidet,  n  numerisch  kleiner  als  1  sein,  wie  die  An- 
wendung unseres  Mittelwerthsatzes  sogleich  zeigt.  Ausserdem  aber  darf 
für  1  < 0  und  fi<ZO  der  Bruch  n  keinen  geraden  Nenner  besitzen.  In 
allen  diesen  Fällen  aber  müssen,  wenn  das  gegebene  Integral  weder  an 
der  untern,  noch  obern  Grenze  sinnlos  werden  soll,  die  Constanten  p 
und  q  zu  den  positiven  Grössen  gehören.  —  Man  vergl.  auch  §.  60. 

♦)  Vergl.  z.  B.  Stem's  Analysis,  Seite  462. 
**)  Gauss  a.  a.  0.  Nr.  24.    Werke  Bd.  3.    S.  147. 
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ö    1_L«      r    ,    a{a  +  l)c{c  +  l)     ■     fl(a  +  l)(fl+2)c(c +l)(c+2)  , 
°''^'    6'l     '       1.2.6(6  +  1)     "^       1.2.  3. 6(6+1)  (6 +  2)       '••• 

^  r(6)  r(6  —  fl  —  c) 

—  r(b  —  «)  r(6  —  c)  * 

Wir  können  diese  Wahrheit  kurz  so  schreiben: 

Pfi.    fi    ^    U  —  r(y)  riy^a-  ß) 
n«,  P;  y,  1)   =   r(y-a)r(y_P)' 

wenn  wir  unter  dem  Symbol  F{ay  ß,  y^  x)  die  hypergeome- 
trische Reihe 

1  +  ^  a:  +  «(«  +  l)g(P  +  l)     o    .    etc 
^^l.y^^       1.2.y(y  +  l)       ^    -T  ^^' 

verstehen.  Sie  wird  uns  sogleich  das  Mittel  bieten^  auf  sehr 
einfache  Weise  zwei  Integrale '  aus  dem  Theoreme  P.  abzu- 
leiten, die  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  den  in  §.  78.  dar- 
gestellten Integralen  besitzen.  Zu  dem  Behufe  aber  haben 
wir  das  in  P.  vorkommende  Integral  in  eine  trigonometrische 
Form  lunzusetzen^  was  ohne  Mühe  mittelst  der  Substitution 
X  =  sin  v^  geschieht.    So  nämlich  erhalten  wir  augenblicklich 

^0  -r  f,  ^i  -r  6(6+1)  ^2  "T  •  •  • 

fL 

2 

2  r(6) 


r(«)  r(b 

0 


~— ^   f  sin  v^'-^  cos  i;*(*-«)-^  qp(sin  v^)  dv. 


Nehmen    wir  nun  für  ^(sin  v*^)  die  Function  cos(2^r)  und 
erinnern  ims^  dass 

cos  {2bv)  =  l  —  —  sin  v^  H T-A-i"^ ^^ 

5(6  +  i)(6  +  2)6(6-J)_(6-2)     .        „     , 
~  i  •  f'i^-2^  ^         +   •  •  •  > 

sonach 

^    _  1      ^    _  **       >^    _  6(6  +  1)6(6-1) 

^0  —  J  ,   ^1  —        1^,    ^3  —         ^.  J.1.2        '    •  •  • 

ist:  so  ergiebt  sich 

^    __   flk6     ,     fl (a  +  1)  6  (6  —  1)    _ 
i-l    "T-  4|-  1-2 


TT 
2 

—  TTT-TTTT-      x    i  siii  ^**~^  COS  t;2(*-«)-i  COS  2&t;  ^r. 
r(a)  r^6 


2 

--    -.    I  sin  v^ 
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•  — 

Vermöge  des  oben  erwähnten  Gauss'schen  Satzes  aber  hat  man; 
wenn  wir  das  dortige  b  mit  y  ^^^  c  mit  —  b  identificiren; 

.        fl.ft    ■    a[a+l)b(b—l)       a(g+l)(a+2)^(&— 1)(6— 2)     , 

i'i'^'       ^1-12  il-il.2.8  "T      •  • 

_  r(i)  r(i  -  g  -M) 
r(i  -  a)  r(r+  *) ' 

wo  also  ^  <  y  ^^^  mnss.    Und  demnach  gilt  nun  die  Be- 
ziehung 


8 


"sin  t;*— 1  cos ««(^-^Hi  cos 2&t; rfv = —  •  Hfl)  r(6-l).r(i)r(^-fl+6) 
sm  t;— cosi;-  cos^orav— ^       r(ft).ra-ii).r(4+«    ' 


J __  ___^      2      r(ft).r(i-ii).r(i+6) 

0 

welche  sich  indess  bedeutend  vereinfachen  lässt,  sofern  man 
die  Fundamentaltheoreme  JI.  und  ITI.  von  den  Gammafunc- 
tionen berücksichtigt.  Zufolge  derselben  bestehen  nämlich  die 
Gleichungen : 

^(i-'')-S^  j^;  IX*)r(*+i)-(2«)i2-»+i  r(2*); 

r{a)  r[a  +  i)  =  (2«)i  2-**+i  r(2a); 
r(*— a)  r(ft— a+i)  =  (2«)i  2-"+*^ir[2(ft— «)], 

und  somit  Terwandelt  sich  der  Ausdruck  rechts  in  den  folgenden 

^<^^^t^^.f~')J  cos  ß«.    Mithin  hat  jetzt  die  Relation 

r(2o} 


2 

'sin  t;«— 1  cos  t;«*-«*-i  cos  2bv  dv  =  I^M^il^Al  cos  aic 


/ 

Statt,  welche  wieder  durch  Vertauschung  von  a  mit  y  a  und 
*  mit  ^7"     ^®  bequemere  Form 

T 

9.  y8int;-^cost;^icos(a+i^)t;^i;=5^^cosiöjr,  [^^J>J] 
annimmt. 
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Um  in  ganz  ähnlicher  Weise  das  Integral 


/ 


sin  tf^^  cos  t;*^^  sin  (a  -\-b)  v  dv 


herzuleiten,    hätte    man    in    der    ursprünglichen    Gleichung 

q)  (sin  v^)  =  ^_  T'/'^  zu  setzen  und  sin  (2b  —  1)  v  durch 

die  bekannte,  nach  ungeraden  Potenzen  von  sin  v  fortschrei- 
tende Reihe  auszudrücken*).  Wird  alsdann  zugleich  das  ur- 
sprüngliche a  mit  a  +  ^  vertauscht,  so  ergiebt  sich  sofort 
diese  Beziehung**): 

-         (ti  +  ^)(^-l)  {a+l)ia  +  \)(b-l){b-^2) 

1  i         "r               1.2-4.4 
12. 3. 4. 4. 4  "^ r(i— a)r(Ä-H) 


d.  h. 


i 


sin  t;««-i  cos  t;(8«-8*-i:~i  sin  {2b—i)v.dv 


*  '^  2  r(6)  r(  i  —  a)  r{b  +  \) 

Der  Ausdruck  rechts  aber  ist,  weil  a  <  1  sein  muss,  mit 

^ — ^^ — ^  P(,y}) — "~  ^"^       identisch,    und    daher    entspringt 

jetzt,  wenn  statt  2«  wieder  a  und  anstatt  2b  —  2a  —  1  ein- 
fach b  geschrieben  wird,  das  Integral 

*>     sin  (2b^  l)v  =  (2b-l)  sin  .^^^(^^-m^-^)  sin ,3 

,     (2&  +  2)  26(24  -  1)  (2A  -  2)  (24  -  4)    .       .  . 

-j  ______  am  V  —  etc. 

**)  Man  hat  zonächst  wegen 

j   _i       j ft(ft  -  1)      j   _  b.(b+l){h-  l){b-  2) 

■"0  —  '  >  -"1  —  1  ■  4     '       ''  —  1  •  2  •  4  •  4  >   •  •  • 

pfa  -(b-n  i  n  —  r(i)r{i-a+b-i) 

j,(a,  -  {p  —  i),  i,  ij  —  r(|_a)r(|4.j-i) 

MxTBB,  beBtimmte  Integrale.  15 
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2 

10.     Tsin  v^^  cos  v^^  sin  (a  +  b)v  dv  =  ^^^^^^  sin  -, 


Der  Ableitung  gemäss  gilt  dasselbe  für  &  >  0  und  2  >  öf  >  0, 
während  in  dem  üosinusintegrale  das  a  nicht  einmal  den 
Werth  1  erreichen  durfte.  Die  Beschränkungen  des  a  sind 
jedoch  nicht  noth wendig,  wie  wir  leicht  zeigen  können,  wenn 
wir  abwechselnd  in  jedem  der  Integrale  9.  und  10.  die  Summe 
(a  -^  b)v  durch  (a  -{-  b  -{-  1  —  l)v  ersetzen  und  die  gönio- 
metrischen  Functionen  derselben  in  bekannter  Weise  ent- 
wickeln*). Beginnen  wir  zu  dem  Behufe  mit  dem  letzten  In- 
tegrale, so  ergiebt  sich  augenblicklich 


n 


Jsin  v^  cos  v^-^  cos  {a  -^  b  -{-  l)v  dv 

0 

_  r{a)  r(b)  .  .      an  f     b  il   _   H«  +  1)  r(6)  (a+l)n 

~  r{a  +  b)  ^'"    2    [a+b         ^ J   ~  TV+Ä  +  1)  2        ' 

woraus  erhellt,  dass  Gleichung  9.  für  «  <  2  ebenfalls  noch 
Geltung  besitzt.  Wird  folglich  jetzt  mit  dem  so  erweiterten 
Integrale  dieselbe  Umformung  vorgenommen,  so  zeigt  sich, 
dass  nun  Gleichung  10.  auch  noch  f ür  «  <  3  besteht.  Wie 
aber  in  dieser  Art  der  Process  nach  Belieben  fortgesetzt  wer- 
den kann,  leuchtet  unmittelbar  ein. 

Gerade  dieses  ein&chen  Beweises  wegen  haben  wir  das 
Integral  10.  auf  dem  obigen  Wege  ermittelt;  wäre  es  bloss 
unsere  Absicht  gewesen,  das  genannte  Integral  herzuleiten, 
so   hätten   wir  dies  Ziel  bei  weitem  schneller  in  folgender 

Weise  erreicht.    Schreibt  man  nämlich  ~  —  v  anstatt  v  und 

verwechselt  gleichzeitig  a  mit  b,  so  kommt  zuvörderst 

/  COS  t;*-'  sin  v^"^  cos  \fa  +  ^ )  (  «  —  nl  rf«' 

0 

_  r{a)r(b)  bn     il>b>0 


♦)  Vergl.  Limbourg:  Theorie  de  la  fonc.  Gamma. 
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Nun  ist  aber 

cos    -^t_  ^  —  ö  -["  ^  •  '^    =*  cos  ~2~  ^  ^^^  (a  •\-V)v 

+  sin  "1^-  «  sin  (ß  +  i>)  v, 
folglich  hat  man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  9. 

n 

y  sin  «;«•"*  cos  t;*"^  sin  («  +  ^)^  ^^ 

0 

an        a-\-h  hn 

_   r{a)   r(b)  COfl-g-COB— g-    TT-COS-g- 

r(fl  +  ft)  .    a  +  b  ' 

—  Bin  — 2 —  « 

und  dies  giebt  wegen 

an         fl  -f-  Ä  Ä« 

COS  -^  008  — s —  n  —  cos  -s~  ^^ 

=  sm 


.a  +  b  •'*"    2 


—  am  — ö"~  « 


das  Integral  10. 

Dieselbe  Art  der  Behandlung  konnten  wir  jetzt  bei  den 
früher  gefundenen  Integralen 


8 


/ 


r(ß  + 1) 


cos  vfi  cos  yv  dv  =    s, ?   -#-^/ö— r-  -  i    Jr^i^47b ri^j 


0 

cos  3^ 

?-r+?\  1  sin  y^ 


7» 

/fsin  i»y  i*^* '"'  rf» J"(P  +  t)  • « 
^^'V''     isin  yv             2?  I  Ve+y+JX  JTY! 

in  Anwendung  bringen ;  wir  begnügen  uns  jedoch  damit,  zum 
Schlüsse  dieser  Betrachtungen  aus  dem  Integrale 


«--i^^'rf«=-l«^^^*) 


i.(r)^ 


*)  Setzt  man  den  vorläufig  unbekannten  Werth  dieses  Integrales 
=  3 ,  80  folgt  sogleich  durch  Differentiation  nach  « 

|i  =    Ctfl-i  du. 

15* 
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wo  u  und  ß  positiv  sind^  das  zasammengesetztere;  freilich 
schon  auf  anderm  Wege  entwickelte  Integral 

zu  folgern. 

In  der  That^  multipliciren  wir  zunächst  die  Reihe 

fp(u)  =  ^0  +  ^1  w  +  ^2  ^^^  +  •  •  • 


mit  j- dUy  und  integriren  wir  alsdann  von  t/ ==  0 

bis  t/  «=  1 ;  so  ergiebt  sich  sofort  die  Gleichung 

1 

IL    Aolgj  +  Ailgj^^  +  .,,^J''- — j^^^^ ip(u)du. 


/ 


1 


I) 

2»+l 


Diese  aber  liefert  für  tp  {ü)  =    T"  , die  andere  Beziehung 


_^     tf(g+2)(tf+4)...(«+2n)     iß+l)(ß  +  3)...  (g+2n~l) 
öp(lJ+2)((5+4)...(/J+2n)'(a+l)(a+3)...(a+2«-l)' 

der  man  leicht  eine  kurze  Form  geben  kann^  wenn  man  nach 
Gauss  das  Prodnct  ,.  ,  ,./.'  ,'ox'"    ^  ,    x  w*  durch  das  Symbol 

/7(n,  2»)  bezeichnet.    So  nämlich  erhält  man 
1 


12.       I i — i —  du 

J  lg  B  1  +  U 


=  lg 


Mithiu  ist 

2  =  lg  a  +  const., 

und  dies  giebt,  weil  für  a  =  ß  z  =i  0  wird, 

1 


Z^-^— >.(;)• 


u 
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Bedenken  wir  nun^  dass  für  ein  unendlich  werdendes  n  das 
Product  n{n,b)  mit  der  Function  n{b)  =  r{b  +  1)  gleich- 
bedeutend ist^  so  bekommen  wir  augenscheinlich  den  oben 
erwähnten  Ausdruck  11.  für  n  ==  cx>. 

Setzt  man  in  demselben  a  und  ß  als  echte  Brüche  voraus 
und  nimmt  ß  =  1  —  a,  so  entspringt 


^   (.  +  .)  lg  .  ^g     y-T^  „  ^J   p^^  _  « ^J 


=  lgtg 


an 


IV.  Kapitel. 
Die  Fourier'sohen  Beihen  und  Integrale*). 

§.  81. 
Die  Sinasreihe. 

Die  Ableitung  des  Integrales  11.  aus  dem  Integrale  12. 
der  vorigen  Nummer  geschah  mittelst  des  Ueberganges  vom 
Endlichen  zum  Unendlichen.  Diese  Methode;  so  vorzüglich 
sie  auch  zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten  sich  eignet;  kann 
gleichwohl  nur  dann  als  ein  strenges  Beweisverfahren  gelten; 
wenn  die  Deduction  in  sich  selbst  die  Mittel  zur  Widerlegung 
etwaiger  Zweifel  besitzt.  Nicht  immer  ist  dies  der  Fall.  Wenn 
z.  B.  eine  von  0  bis  st  beliebig  gegebene,  stetige  Function 
f(x)  einer  endlichen  Reihe  von  der  Form 

a,  sin  a;  +  «2  sin  2a;  +  Ö3  sin  3a;  +  .  .  .  +  a„_i  sin  (n  —  l)a; 
gleichgesetzt  wird;  so  kann  man  wirklich  nach  Lagrange *'^) 


*)  Von  Dirichlet'schen  Abhandlungen  sind  hier  besondeni  zu  nennen : 

1)  Sur  la  convergence  des  sdries  trigononidtriques  qui  servent  a  rcprd- 
seuter  une  fonciion  arbitraire  entre  des  limites  donnäes.  Grelle.  Jour- 
nal Bd.  4,  S.  157—169. 

2)  Ueber  die  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen  durch  Sinus- 
und  Cosinnsreihen.    Bepertorium  der  Physik  von  Dove  und  Moser  Bd.  1 . 

**)  Miscellanea  Taurinensia,  tonius  I.  Becherches  sur  la  nature  et 
la  propagation  du  sou. 

Mise.  Taur.  Tom.  III.  Des  vibrations  d'une  corde  tendue  et  charg^e 
d'un  nombre  quelconque  de  pcids;  p.  247.  Vergl.  Biemann's  Yorles, 
über  part.  Difftialgl.  S.  45. 
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die  Coefficienten  ö,  ,  ö.^,  ...  «»_  i  so  bestimmen^  dass  für  die 

n  —  1  auf  einander  folgenden  Werthe  -,  -  ,  ^-,  ... — 

von  X  die  Gleichheit  der  Function  f{x)  mit  jener  Reihe  Statt 
findet.  Um  nämlich  irgend  einen  Coefficienten  a,n  zu  berech- 
nen, vio  m  =  1  y2y  .  .  .  n  —  1  ist,  braucht  man  nur  die  durch 

Substitution  von  x  =  ~  ,  — ,  ...  entstehenden  n — 1  linearen 

Gleichungen  der  Keihe  nach  mit 

smm  -,  2  sin  m  — ,  2  sm  m  — ,  ...  2  sin  m  ^^ — 

ZU  multipliciren,  die  Resultate  zu  vereinigen  und  die  Sinus- 
producte  in  Cosinusdifferenzen  umzusetzen.  In  der  That  ergiebt 
sich  dann  mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Beziehung 

'^i  1  1    8in(2n-l)|*) 

2,   COS  .^=  -    ^    +   ^  —   -^^- 


*)  Man  beweist  diese  Formel  leicht  wie  folgt: 

Sei 

z  =  cos  9'  +  cos  2'0"  +  cos  3^  +  .  .  .  +  cos  «'O', 

80  ergiebt  sich  darch  Moltiplicatiou  mit  2  sin  -^  und  nacherige  Zer- 
legung der  entstehenden  Producte  in  Sinusdifferenzen 

o      •     -ö"         .    3«"    ,     .    6*  ,            ,     .    (2n  +  l)'^■ 
22r  sm  Y  =  sin  -g-  +  Sin  -g-  + ..  .  .  +  sm  ^^ '    ^ 

>     »           .     3d           .     6-3-                          .     {2n  — i)-a^ 
—  Sin  Y  —  si^  ~2 ®^  "¥  —  *  •  *  —  ®^  ^ , 

^  ^     Bin(2«+l)y 


d.  h.  -2:  =  —  ^  +  — 


2  .    9 

sm  — 
2 

Ganz  in  ähnlicher  Weise  überzeugt  man  sich  von  den  später  zu  be- 
nutzenden Gleichungen 

2,sm*d  =  yC0tg2--y ^ , 

1  sm- 

2 
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nach  einigen  leichten  Betrachtungen  die  Gleichung 


r=n—l 


2     %n    •        mn  ^/8n\*\ 


5=1 

«— 1 


*)  Ist  in  der  Gleichung  für   /^cos  »^|-0-=  — ,  -wo  h  eine  ganze 
Zahl  ausdrückt),  also  in 

2^eo8-;r  =  -Y  +  y— -^^ 

2n 
Ä  ^  0  (mod.  2»),  so  "wird  z  =  «  —  1,  weil  h  eine  gerade  Zahl  jetzt  be- 
zeichnet, also  die  Cosinus  sämmtlich  =  1  werden. 
Geht  aber  h  nicht  durch  2n  auf,  so  hat  man 

sin(2«-l)|^  -(^--S)  «i-l^ 

flin^  sin^  ^    sin^        ^        ^ 

2n  2n  2» 

Dieser  Ausdruck  wird  folglich  ±  1,  je  nachdem  h  ungerade,  oder  ge- 
rade ist.   Den  beiden  Fällen  entsprechend  wird  daher 

^^  cos  «  ^  =  0,  -  1. 

Wählt  man  nun  irgend  einen  von  a^  verschiedenen  Goefficienten  a^,  so 

erhält  man  durch  Befolgung  der  oben  erwähnten  Rechnung  auf  der 
einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  den  Ausdruck 

*=n— 1  H — 1 

Or  ^  2  Sin  /w  —  sm  r  — =  Or  >    cos  •    — cos-^^ — ^—=- 

n — 1  n  - 1 

r  %n  s(m  —  r)n  %n  «(ffi  +  r)«l 

=.  «   I  2  cos -i-^^  -  2  «0« -^^^i- 
•-1  1  -* 

Die  beiden  Zahlen  (m  —  r)  und  (m  -|-  ^)  ^ber  sind  gleichartig,  weil  ihre 
Summe  eine  gerade  Zahl  vorstellt;  femer  können  m^  r  und  xn  -{-  r  nicht 
durch  n  aufgehen,  wenn  m  und  r  verschiedene  Zahlen  aus  der  Beihe 
1,  2,  ...  ;i  —  1  bedeuten;  mithin  ist  der  vorstehende  Ausdruck  mit  Null 
gleichgeltend. 

Fällt  dagegen  r  mit  m  zusammen,  so  ist  m  —  r  ^  0  (mod.  2n)  und 
«—1  «— 1 

^^  /  \     «  t  ^Wl  27/111  •  - 

>   COS  5  (w  —  r)  —  =  w  —  1 ,      >   cos  ^ ==  —  1. 

'i  1 
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Giebt  mau  nun  derselben  die  Gestalt 

»—1 


2     ^; «     •         nin  ^ /sn\ 


und  lässt  hierauf  die  ganze  Zahl  n  unendlich  gross  werden, 
so  geht  die  endliche  Summe  in  das  bestimmte  Integral 

n 

—   I  sin  mx  f{x)  dx 

0 

über.  Mithin  entspringt  der  Satz,  dass  für  das  Intervall  von 
0  bis  jt  eine  ganz  willkürlich  gegebene  Function  f{x)  durch 
eine  unendliche  Reihe  von  der  Form 

flfi  sin  a;  +  a^  sin  2x  +  «^  sin  3a;  +  .  .  . 

dargestellt  werden  kann,  wenn  jeder  Coefficient  in  ihr  der 
Gleichung 

n 

«»,  =  —/  fix)  sin  mx  dx 

gemäss  bestimmt  wird. 

Dieses  schöne  Resultat  würde  offenbar  frei  von  jedem 
Zweifel  sein,  wenn  aus  der  Herleitung  desselben  auch  die 
Convergenz  der  Sinusreihe  und  f{x)  als  ihre  Summe  sich  er- 
kennen liessen,  was  beides  jedoch  keinesweges  der  Fall  ist. 
Solange  daher  diese  Gewissheit  nicht  dargethan  wird,  solange 
kann  der  obige  Satz  höchstens  als  glückliche  Induction  be- 
zeichnet werden.  In  diesem  Sinne  nun  wollen  wir  uns  auch 
vorläufig  des  Theoremes  bedienen,  um  eine  Reihe  zu  bilden, 
deren  Convergenz  wir  nachweisen  und  als  deren  Summe  wir 
f{x)  finden  werden,  woraus  dann  zugleich  die  Zulässigkeit  des 
vorhin  befolgten  Gedankei^ganges  geschlossen  werden  darf. 

Bildang  der  Sinus -Gosinusrelhe 

—  ^0  +  ^1  CÖ8  X  -\-  h^  cos  2  a;  +  .  .  . 
-f-  «1  sin  ic  -f-  /72  ßiß  2  a?  -{-  .  . . 

Nehmen  wir  statt  der  Function  f{£)  jetzt  diese  28inx./'(a:), 
so  ist  jeder  Coefficient  a,n  durch  die  Gleichung 
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0 

defiuirt.    Aber 


n 

a^=—  12  sin  x  f{x)  sium  x  dx 


2 
n 
u 


i'2  sin  o;  sin  »I  a;  f{x)  dx 


n  n 

=  ^  /cos  (ot— 1)  xf{x)dx  —  ^  /cos  {m+l)xf{x)  dx, 

0  0 

und  folglich  wird,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

^/k  =  —  /  COS  Ä  a?  f(x)  dx 


'f 


schreiben^  wo  selbstverständlich  h  eine  ganze  Zahl  ausdrückt^ 

2  sin  X  f{x)  =  ^„sin x  -\-  b^  sin 2x  -j-  b^  (sin  3a;  —  sin  o;)  +  . .  - 
+  bh  [sin  (A+1)  o;  —  sin  {h — 1)  a;]  +  .  .  ., 

d.  g.  mit  Beachtung  der  Formel 

Sin  a  —  sm  p  =  2  cos  — ^-^  sm  -    -  - 

/•  (a;)  =  —  ^Q  -f>  ^,  cos  a;  +  ^2  cos  2  a;  + . . .  +  ft>i  cos  Ä  o:  + . . . 

Diese  Repräsentation  einer  beliebigen  Function  f{x)  durch 
eine  Cosinusreihe  innerhalb  des  Tntervalles  von  0  bis  Jt  unter- 
scheidet sich  übrigens  von  der  Darstellung  der  Function  durch 
die  Sinusreihe  darin  ^  dass  sie  bei  dieser  im  Allgemeinen  für 
die  extremen  Werthe  0  und  n  von  x  ihre  Geltung  verliert, 
während  sie  bei  jener  fortbesteht. 

Setzt  man  die  Function  f(x)  von  0  bis  —  n  so  fort,  dass 
entweder  /( — x)  =  fipo),  oder  f{—x)  =  —f(x)  ist,  so  lässt 
sich  offenbar  für  den  ersten  Fall  /'(x)  von  —  ä  bis  +  ä  durch 
die  Cosinusreihe,  für  den  zweiten  hingegen  durch  die  Sinus- 
reihe darstellen.  Da  nun  aber  irgend  eine  Function  f{x) 
stets  als  Summe  einer  geraden  und  ungeraden  Function  auf- 
gefasst,  also  immer  in  die  Form 

/  W  = 2 1 2 

gebracht  werden  kann;   so  ist  sogleich  klar,   dass  /'{x)  von 
—  TT  bis  -f-  sr  stets  durch  die  allgemeinere  Reihe 
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2"  ^0  "I"  ^1  ^^^  ^  "I"  ^2  ^ös  2  o:  +  .  .  .  +  ^«1  cos  w  o;  +  .  . . 
+  ör,  sin  o:  +  «2  s^^  2  ^  +  •  •  •  +  ^»"  sin  »I  a?  +  . .  . 

darstellbar  sein  ^ird^  wenn  dieselbe  wirklich  zu  den  conver- 
girenden  Beihen  gehören  und  f{x)  eben  ihre  Summe  aus- 
drücken sollte.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall^  wie  wir  so- 
gleich nach  der  Erläuterung  des  Vorstehenden  durch  einige 
Beispiele  zu  zeigen  versuchen  wollen.  Dabei  werden  wir  fol- 
genden Gedankengang  innehalten:  wir  betrachten  zunächst 
die  Reihe  als  eine  endliche,  als  aus  2n  -|-  1  Gliedern  beste- 
hend,  drücken  ihre  Summe  S  durch  ein  bestimmtes  Integral 
aus  und  lassen  nun  die  Anzahl  der  Glieder ,  also  n  ins  Un- 
endliche wachsen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  wollen  wir  endlich 
noch  bemerken ;  dass  die  Üoefficienten 

.    =  2    /VW  +/(=i^  eos  mx  dx 


und 


^/' 


'm  _     .  2 


2  rr{x 


— -  Binmx  dx 


2 

D 

leicht  in  der  elegantem  Gestalt 


bm^=-—  f  f{x)  COS  mx  dx,  ««  =  —  /  /'{x)  sin  mx  dx 


—  n  — Ä 


erscheinen  y  wenn  man  die  Integrationen  auf  die  einzelnen 
Summanden  ausdehnt,  das  Argument  — a;  in  f{—x)  durch 
•4-  X  ersetzt  und  schliesslich  die  Grenzen  des  entsprechenden 
Integrales  mit  einander  vertauscht. 

§.  83. 

Darstellung  einiger  besondern  Functionen  f{x)   durch  trigono- 
metrische Reihen. 

1.     Sei  f(x)  =  const.  =  1;  alsdann  folgt  bei  einer  Dar- 
stellung von  1  durch  die  Sinusreihe  wegen 

l  —  QO%mn         0,OT^O(mod.  2) 


I' 


sm  mx  dx  = 


^  i,  »1=1  (mod.  2) 
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-   4  fsin  X    1^  sin  3  j*  ^^  siu  6  a?    ,  "1 

d.  g.  ;      • 

ir        sin  j;    ,    sin  3  a;    ,    sin  6  a;    ,  _  ^        ^   a 

-  =  -j-  -j 1 ^ !-•••;  Ä  >  a:  >  0. 

Geometrisch  genommen  wird  also  hierdurch  eine  in  dem  Ab- 
stände -~  von   der  Abscisseuachse  mit  ihr  parallele  Gerade 

von  0  bis  tc  repräsentirt.  (Fig.  6.)   Setzt  man  noch  x  =  —, 
so  bekommt  man  die  Loibnitz'sche  Reihe 


n 


=  1  -  i  +  i  -  +  +  •  •  • 


Fig.  6. 


2.     Stellt  f{x)  jetzt  wirklich  eine  Function  von  x  vor, 
ist  also  z.  B.  f(x)  t=  a;,  so  wird  in  Folge  der  Beziehung 


n 


X  Sin  m 


n 

,     1        X  COS  mx    I    sin  mxl  

[_  m         "'        wi*    J 


(-  1)"*+^  n 


m 


die  X  reprasentirende  Sinusreihe  so  aussehen: 


X 


Cy   fwH  X 


ßin  2  a:  j^  sin  3  x        sin  4  a?    ,  "1 


2         •         3 

und  diese  Reihe  gilt,  wie  auf  den  ersten  Blick  erhellt,  für 
alle  Werthe  von  x  zwischen  —  ;r  und  +  ^;  ^«  ^-  solange  x 
numerisch  <  it  ist.  Räumlich  aufgefasst  stellt  bekanntlich 
f(x)  =  X  eine  durch  den  Mittelpunkt  des  Cordinatensystemes 
gehende,  unter  einem  Winkel  von  45^  gegen  die  positive 
Seite  der  Abscissenachse  geneigte  Gerade  vor. 
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Man  sieht  noch;  dass  für  x  =  ^  wieder  die  Leibuitz'sche 
zum  Vorschein  kommt. 

3.     Wird  f(x)  =  x  durch  eine  Cosinusreihe  dargestellt^ 
so  hat  man  wegen 

7 
0 


.=|yLoBÄ.<fe==[^+,^COSÄ.]=|[l(_l)*+X  +  ^-|==j«_^ 


2    /* 

je  nachdem  h  gerade  oder  ungerade  -ist ;  —  I  x  dx  =^%  =  bQ'. 

,  _  4   fcos  X    ,    cos  3  X    ,    cos  5  a?,  1     '      =      =  n 

X  =  i  Ä  ~  -  y-^^  +  — 3j—  +  —^^  +  .  .  .J ,  3r  >  a;  >  0. 
Für  a:  ==  0,  =  Ä  folgt  hieraus 

8  1«    '    3*    '    5«    '    •  •  ' 

4.     Sei  jetzt  fix)  =  a;  sin  x;  in  diesem  Falle  ergiebt  sich 
wegen 

fxsinxcoshx  dx=^fx6m(h-]-l)xdx  —  ^fx8m{h—l)xdxy 

U 

und 

IT 
<3>      / 


—  I  X  sin  X  cos  X  dx  =^~  I  X  sin  2x  dx  =  —  ^: 


j;    .  .         cos  a;  '      cos  2  a:    ,    cos  3  x         cos  4  a;,  =    ^  ^ 

m 

Doch  gilt  diese  Formel  auch  für  negative  x^  weil  ^-?^  eine 

gerade  Function  ausdrückt.     Nimmt  man  speciell  x  =  ^j  so 
hat  man 

« ±j__J i u -?-i 

T~*"^1.3         3.5^6.7 

5.    Nunmehr  sei  f{x)  =  cos  a  x,  wo  a  eine  positive  oder 
negative  Bruchzahl  bezeichnet. 
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Da  hier 
J'2  cos  a  X  cos  h  x  d  x  =  f  [cos  (cc-\-h)  x  +  cos  (a — h)  x]  dx 

ist;  so  wird 

2asinofnr   1  cos  a?     ,    C0a2a;        cos  3  a;    ,  ~] 

31         12  a*        a' — 1    '    a* — 2*        a* — 3*    '  J 

oder 

ncosan  1  coso?     ,    cos 2a;  ^t=     -^^^  .    i 

5 — = = :; — ; i — ^  H — i — ts  — ^  •  •  • »  Jf^^x^K)  numenscD. 

2a8man        2  a-        a* — 1»    '    a* — 2*  '      ^     ^ 

Einen  besondem  Fall  dieser  Reihe  stellt  die  Euler'sche  Formel*) 
2^cotg««=^  +  ^^  +  ;^+  .  .  .,  (a:  — ä)  vor; 

ähnliche  einfache  Reihen  ergeben  sich  für  a;  =  0,  a;  =  -^. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  hier  noch  folgende  Bemerkung. 
Schreibt  man  die  letztere  Gleichung  in  dieser  Gestalt 


ff=:ao 


.                     1     ,     ^^     2a    . 
ÄCOtgaÄ  = [-    >  -i ^ 


a* — n* 


SO   folgt   durch  Integration   nach    a  zwischen  den   Grenzen 
t  und  a  (/,  «  >  0): 


/  t  ^  t 

d.  h. 
Mithin  wird 

00 

sin  a  TT      t  /"T*** — ^* 

a       sin/ TT        JL  A  n^  —  /» 

1 

und  folglich  für  lim  ^  =  0: 

OD 

J^  sin  a» ir~r  /-  a»\  8in(— a) ir^^ 

n       a       ~  ll^y        n^J  F^«~     ^' 


*)  Introductio  in  analysin  infinitomm,  cap.  X.  §.  181. 
**)  Vergl.  Moigno  Le^ons  de  calcul  diu*,  et  de  cal.  int  Tome  IL, 
page  326  und  Riemann's  partielle  Di£ferentialgleichangen  S.  82. 
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6.     Wählt  man  endlich  f{x)  =  e«'  +  er^^  und  beachtet 
die  Beziehungen: 

/*^*  1       j  Ä  Bin  Äa:  +  a  coß  äj:    -,, 

I  e^  cos  /ia;  rfa;  = .^J_   , ^*, 


2 
3r 


^ e«*  cos  Aa;  dx  =  I  ^~  ^a  (—1)*  c««  —  aj, 

U 

-|J"^—  COS  hx  dx  =  1^-^  [{-«)  (- 1)*  e--^  +  «] 


Fig.  7. 


folglich 


n 

0 

so  entspringt 

n    e^-\-e~^ ^ cOBa?    .    coa2a? 

2  a  ^«Ä_^-«f        2  a«        a»+l     '    ««+2«         '  *  ' ' 

eine  Formel,  die  von  x  —  —  ä  bis  a:  =  +  Ä  gilt. 
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Von  Darstellungen  beliebiger  Functionen  durch  die  Sinus- 
Cosinusreihe  werden  wir  später  ein  Beispiel  geben.  Erwähnt 
aber  möge  hier  noch  werden,  dass  bei  einer  Repräsentation 
von  f{x)  innerhalb  des  Intervalles  ( —  tCj  -\-  n)  durch  die 
Sinus-  oder  Cosinusreihe  die  entsprechenden  Bilder  beziehlich 
durch  die  nebenstehenden  Figuren  a  und  h  dargestellt  werden 
können. 

§.84. 

n 

Darstellung  der  Sinus -Cosinusreihe  ^  6o-|-  2:{b  cos^x-f «  siu^a;) 

1 

^        +«  sin  r(2n  + 1)^1 

durch  dag  bestimmte  Inte^al  ^n  I  ^^  ^^^^ ^^^ • 

«/  ain  — ^ — 


-TT  ^^ 


n 

Die  Reihe  5  =  ^  ^j,  +  27  [^,  cos  ä  a;  +  «,  sin  ^  a;]  lässt 
sich  ersichtlich  in  der  Form 

« l^    /  ffcL\  ^  Q.  Fi  +COB 9"  COBa? + cos  2^ cos  2  j: 4"  • .  •  +  ^08  nd"  COS  nxl 

nl  '^    ^         [^  +8in^8iiia?4"8"*2'0'8in2a?+...+ sinnd-sinrio?! 

fW  ^^  [i+ COS  (-Ö-— a:)+cos2(^— a;)+...+co8  w  {^—x)] 


—  n 


schreiben^  wenn  wir,  um  Irrthümem  vorzubeugen,   den  Inte- 
grationsbuchstaben   %'    nennen.      Beachtet    man    nun,    dass 

n  8in(2w  +  l)-^^ 

^  cos  s  i^—x) =  —  i + 1 0:3 ist,  80  hat  man  augen- 

1  sin — TT- 


blicklich  die  Relation 


^  =  2^//'(^)  ^^ 


rf-«  sin(2n+l)^— ^ 


.    ^ — X 


Bin 


n  "-      2 

Lässt  sich  folglich  jetzt  nachweisen,  dass  mit  unendlich  wer- 
dendem n  diesem  Integrale  eine  Bedeutung  zukommt,  so  ist 
die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe 

^  ^Q  +  -S  {bg  cos  s  X  -{-  ät  sin  s  x) 
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ausser  allen  Zweifel  gesetzt ,  und  zugleich  ist  ihre  Summe 
durch  den  Qrenzwerth  des  Integrales  gegeben.  Die  ganze 
Schwierigkeit  der  Untersuchung  ist  demnach  auf  die  Discus- 
sion  eines  Integrales  zurückgeführt,  in  welchem  ein  darin 
enthaltener  Parameter  über  jede  Grenze  hinaus  wächst. 

Nennen  wir  nun  der  Kürze  halber  die  ungerade  Zahl 

2n-(-l  Ä,  und  setzen  wir  — — -  =  %'\  so  geht  das  obige  Inte- 
gral  über  in 

n—x 


LjV(^+2^)2^rf*, 


1t 


d^ 


und  dieses  kann  wiederum  in  die  beiden  Integrale 

■ 

n — jf  Ä-fct 

v/^*A^+2^)^  und  ^  fax -2  t)  ^; 

zerlegt  werden.  Erwägt  man  aber  ausserdem  noch;  dass  der 
Voraussetzung  zufolge  x  zwischen  —  n  und  +  ä  sich  befindet^ 
so  werden  die  Grenzen  der  Integrale  niemals  den  Werth  ä 
überschreiten  können  ^  und  daher  wird  nunmehr  die  Losung 
unserer  Aufgabe  augenscheinlich  von  der  Beantwortung  der 
Frage  abhängig  gemacht,   was  aus  einem  Integrale  von  der 

c 

Form   1  ^{d")  ^-^--A  ^^i  ^^  welchem  die  Consiante  c  zwischen 

u 
0  und  Ä  liegt,  wird,  wenn  der  Parameter  h  ohne  Aufhören 
wächst. 


§.  85. 

2 

/'sin  h  9' 
Zerlegung  des  Integrales    I   ^^q,  dO'  in  Theilintegrale;  Eigen- 
schaften derselben. 

In  ihrer  völligen  Allgemeinheit  würde  die  Behandlung 
des  so  eben  erwähntetn  Problemes  mit  grossen  Schwierigkeiten 
verknüpft  sein.     Diese  ^ber   vermindern   sich    nicht   wenig 
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wenn   man    scbrittweis  zu  Werke  geht.     Desswegen   unter- 

2 

.   ^  dd-j  in  welchem 
h  die  angegebene  Bedeutung  besitzt. 

ain  h  A 

Da  nun  ^  -^— ä"  ^^i**  i  +  <^^s  20'  +  cos4'9'  +  ...+  cos2w'd" 
identisch  ist;  so  folgt  durch  Integration  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  -^  sofort;  dass 


/ 


2 


sin  d" 


d»  =  ^  .*) 


Dieses  Integral  wollen  wir  in  n+1  andere  zwischen  den  Gren- 
und  -r-*  -7-  und  ^-,  -r-  und  -j-,  .  .  .  ,  -r-  ^iid  —  zer- 

legen.    Alsdann  wird  für  das  erste  Intervall  ^-^—qt  positiv, 

ftir  das  zweite  dagegen  negativ  sein,  und  dieses  Yerhältniss 

im  Zeichenwechsel  von  —. — ^r  wird  sich  ersichtlich  wieder- 

Bin  V 

holen  bis  zu  dem  Intervalle  von  ^  bis  ~,  in  welchem    .    ^ 

h  2  ^  am  ^ 

das  Zeichen  plus  oder  minus  führt,  je  nachdem  n  gerade  oder 
ungerade  ist.  Einem  bekannten  Satze  zufolge  aber  kommt 
die  gleiche  Eigenschaft  den  entsprechenden  Integralen  zu, 
und  demnach  wird  das  Integral  vom  Range  Vy  nämlich 


2  y  •  * 


/sin  Ä  -6"                                 r    and' 
•    öT  dd"  in  die  Form    I 7"a\^'^ 
0     *  "«»  (j) 


und  läset 


hierauf  n  ohne  Aufhören  wachsen ,  so  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick, 
dass  auch  noch  für  /<  =  oo  die  obige  Gleichung  besteht,  weil 

n 


«* 


,.       /•  »in »      ^         rei 
hm   /---^rf*=    /- 


sin  ^  n 


ist. 


Mktbb,  beitimmte  Integrale.  16 
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/ 


h 

Bin  &  ' 


(-i)x 


dessen  absoluten  Werth  wir  (>;  nennen  wollen,  =  +  9»  s®^°^ 
je  nachdem  v  zu  den  ungeraden  oder  geraden  Zahlen  gehört. 

In  zwei  auf  einander  folgenden  Intervallen    (v — 1)  p  ^  1 

und  ^;  ^^^~-  7t  erwirbt  ferner  die  Function  sin  h  d"  nume- 
risch stets  dieselben  Werthe,  die  Function  sin  d"  dagegen 
wird  in  dem  folgenden  Intervalle  grösser,  als  in  dem  vorher- 
gehenden.    Daraus  fliesst,  dass     .   ^   zwischen  den  Grenzen 

{v — l)^und^  absolut   genommen   einen   grössern  Werth 

besitzt;  als  in  dem  Intervalle  von  ^  bis  "^  ;  ja  selbst 
für  die  beiden  letzten  Integrale 

h  2 


rS^  dfr  und  C^^  d» 

f    Bin  ^  I    em^ 


leidet  dies  keine  Ausnahme.     Die  q  müssen  daher  eine  fallende 
Reihe  bilden. 

In  mehr  analytischer  Weise  wird  man  das  Gesagte  durch 
folgendes  Verfahren  bestätigen.     Das  Integral 


V  n 


-^  J    sin  ^ 


"-»T 


liegt  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  von  -;— -g; 
innerhalb  des  Intervalls  (      .       ,  ^r  ^^®^®  multiplicirt  mit 


h 


dem  Integrale  /  (+ ^"^  ^'  ^)  ^^  "^  T*   ^^^  Zeichen  aber  heisst  dies 


(.-I)  i 
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Bin  (v— 1)  -r-  sin-^ 

n  h 

und  wenn  ^  und  |^  die  Grenzen  des  Tntegrales  bezeichnen^ 
so  ist 

^'«+1  >  T  •  T-^  ^^  ^"+^  <T  T^- 

Mithin  hat   man  das  nebenstehende  System    von  Ungleich 
heiten : 

^21  ^2  1  ^1 

9x  >  Y  T-^;  Q'2  >  7r  •  —2^;  •  •  •  Qn^i  >  Jt 
Bin    -  Bin— - 


und 


^21  ^2  1  .    Y  1 


n  n^ 


8in-r-  sm— r-  sin    ^ 

h  h  h 


aus  dem 

folgt. 

Da  nun 


Q\>  Q2>  Qz>  "  ->  ^«+1 


2"  =  (>1  —  (>2  +  P3  —  •  •  •  +  Q^l 

ist,  wo  in  dem  letzten  Gliede  das  Zeichen  +  ^^^^  —  gilt, 
je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ausdrückt;  so 
muss  für  2m  <  n 

sein.    Denn  im  ersten  Falle  sind  die  Diflferenzen  Qtm-^i — Qim-\-2y 
positiv,  im  zweiten  dagegen  führen  die  Ausdrücke 

das  Zeichen  minus. 


16 


* 
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§.  86. 


=/>(*)  ^ 


Grenzirerth  des  Inte^aleB  ^  =  /  9(^)—r—^  rf*  fflr  «=oo,  wenn 


0  <  c  <  —  und  9>(*)  stetig  ist. 


I.Fall.    Die  Function  (p{^)  nimmt  nie  zu  und  bleibt 

stets  positiv. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Integral 


^=/i^9'W'^* 


und  setzen  darin   vorerst  0  <  c  <  y  und  9?(^)  als  stetige 

Function  von  d"  voraus.  Ausserdem  aber  fügen  wir  noch  die 
Beschränkung  hinzu^  dass  die  Function  q)^^),  während  d*  von 
0  bis  c  wächst,  immer  positiv  bleibt  und  nie  zunimmt;  wohl 
aber  stellenweis  oder  für  das  ganze  Intervall  denselben  Werth 
behalten  darf. 

Auch  hier  denken  wir  uns  zwischen  0  und  c  Vielfache  von 

~  und  zwar  s  derselben  eingeschoben^  nämlich   ~,  "T'  •  •  •  X' 

wobei  wir  ^  noch  kleiner,    als  c,      "^.  ^  ^  aber  gleich  oder 

schon  grösser^  als  c  annehmen.    Dies  hat  offenbar  zur  Folge, 

dass  s  +  1  ^  "  >  ^;  also  s  die  grösste  in  —  enthaltene  ganze 

Zahl  ausdrückt  und  somit  höchstens  =  n  sein  kann.  Zer- 
legen wir  nun  das  Integral  T  in  s  -{-  1  andere  zwischen  den 

Qrenzen  0  und  -r-,  j-  und  ~r}  •  *  •  ~r  ^^^  ^>  so  ersehen  wir 

sofort;  dass  auch  hier  die  einzelnen  Theilintegrale  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind;  indem  über  das  Zeichen  derselben 

nur  der  Factor  —. — r-  entscheidet.    Und  ebenso  leicht  kann 

Bin  9" 

man  sich  überzeugen,  weil  ^(ß^)  nie  zunimmt,  dass  jedes 
folgende  Theilintegral  numerisch  kleiner  ist,  als  das  vorher- 
gehende. Wünscht  man  einen  formlichen  Beweis,  so  sei  wieder 
der  Kürze  wegen  der  absolute  Werth  des  Integrals  vom 
Range  v  durch  ein  einfaches  Zeichen,  Ry^  dargestellt,  so  dass 
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yn 


±Ä,=jVw^^*. 


(v--l)/r 
h 


In  dem  Intervalle  von       .       bis  ^  ändern  ^^^—^  und  g?  (-d") 

Ä  h  sin  ^  ^  V  / 

ihr  Vorzeichen  nicht^  und  zwar  ist  sin  Ä  -d-  negativ  oder  posi- 
tiv ^  je  nachdem  v  zu  den  geraden  oder  ungeraden  Zahlen 
gehört.    Nun  ist  97  {^\  sowie  sin  «^  stets  positiv  und  dasselbe 

gilt  von  der  Differenz  ^  —  (»--  ^«.  sonach  findet  in  4:Äy  das 

obere  oder  untere  Zeichen  Statt,  je  nachdem  v  ungerade  oder 
gerade  ist. 

Femer  erhellt^  dass  in  dem  Intervalle  ~1  >  ^  <las 
Maximum  und  Minimum  der  Function  97  (d*)  beziehlich 
9?        .         und  9  Mr  I  heisseu ;   nur   wenn    9?  (-ö")    constant 

bleibt^  fallen  diese  Werthe  zusammen.  Nach  einem  bekannten 
Satze  liegt  daher  +  ^v  zwischen 


yn  Vit 

~  T 


A  h 

das  giebt  mit  Zuziehung    der  im  vorigen  Paragraphen  an« 
gewandten  Bezeichnung 

folglich 

Da  nun  q^  >  (>y+i,  also  auch  p,  9'(t^)  >  P^i  9^  (^)  ^^*; 

so  muss  nothwendig  By  >  Ä^+i  sein. 

Statt  des  Integrales  T  erhalten  wir  mithin  die  Reihe 

T  =  B^  —  -^2  "f"  ^3  —  •  •  •  i  -^s-H) 
in  der  jedes  vorhergehende  Glied  grösser;  als  das  nachfolgeude 
ist.    Brechen  wir  daher  wieder  bei  dem  2m^'*^  oder  2m  -\-  l"'" 
Gliede  ab,  wo  2m  <^  s^  so  gewinnen  wir  die  Beziehungen 
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T    '^     By     B2    -\-    B.^    ...    BifH^ 

T  <C  B^  —  ^2  +  A3  —  ...  —  Ä2«i  +  Bim+V 

Und  ersetzen  wir  in  der  ersten  Ungleichheit  Ä,, A3,  Ä5, . . .  Ä2«i-i 
durch  ihre  untern ,  B^y  B^y  .  .  ,  B%m  aber  durch  ihre  obern 
Grenzen,  so  kommt 

In  ganz  ähnlicher  Weise  werden  wir  aus  der  zweiten  Un- 
gleichheit die  folgende  erzielen: 

Diese  Grenzen  des  T  aber  können  wir  noch  bedeutend  enger 
ziehen,    wenn    wir    erwägen,    dass    die    Functionalwerthe 

(p{0)j  ^\^]}  '  '  •  7  fö^lls  sie  nicht  dieselbe  Grösse  beibehalten, 
eine  abnehmende  Reihe  bilden,  also  anstatt  9>(t  )>  ^(x)'*" 
in  allen  Fällen  9>(-x")  substituirt  werden  darf,  und  dass  die 

Dififerenzen  q^  —  q^)  Q^  —  9j;  •  •  •  5  Qz  —  Qv  9a  —  Qb>  •  •  •  ^^^ 
positiv  sind.  Vermöge  dieser  Beziehungen  dürfen  wir  näm- 
lich diese  Ungleichheiten  bilden: 

^  >   [(>!  —  P2  +  93  —  94  +  •  •  •  +  92'«-l  —  92/-]  9  (^rj 

und 

Nun  gelten  aber,  weil  2m  <.  s  <n,  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen die  Relationen 

Y  +  Q2m+i  >  9i  —  92  "f"  •  •  •  —  9*««  "h  92»H-i; 

2 —  92»w-i  <  9i  —  92  +  •  •  •  —  92»«; 
und  demnach  wird  einerseits 

andererseits  dagegen 

sein  müssen. 
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Lassen  wir  jetzt  n  ius  Unendliche  wachsen^  so  muss 
auch  5  seiner  Bedeutung  zufolge  über  jede  Grenze  hinaus 
zunehmen,  und  folglich  kann  auch  2  m  jeden  beliebig  grossen 
Werth  überschreiten.  Weil  aber  2m  bloss  die  einzige  Beding- 
ung 2»!  <  n  zu  erfüllen  braucht,  so  dürfen  wir  offenbar  2  m 

in  der  Weise  zunehmen  lassen ,  dass  lim  -^  =  0  wird.    In- 

'  h 

dem  wir  aber  diesen  Fall  hier  voraussetzen,  bekommen  wir 
augenscheinlich  die  engsten  Grenzen  für  T.    Denn  nun  muss 


lim  9( -^)  =  9(0),  also 


lim[9(0)-9>(T-)]==0 


sein,  und  weil  ausserdem  wegen 


Bin— 1--  ^       '    '     8in(2wi+l)  — 

h  h 

für  ein  unendlich  werdendes  n  Q^m^x  mit  Null  zusammeniallt 
und  demnach 

beide    in  -^  9)  (0)   übergehen :   so  muss  notkwendig  die  Be-    . 
Ziehung 

Hmr=-*9)(0) 

Statt  haben,  sofern  q^  nur  endlich  bleibt.  Dies  aber  ist 
wirklich  der  Fall,  wie  man  sogleich  aus  der  Bemerkung 
schliesst,  dass 

0  0 

dieser  grösste  Werth  von 

?l5i^  =1  +  2  (cos  2^  +  cos  4^  +  .  .  .  +  cos  2n^) 
Bin  ^  '        ^  '  '  '  ^ 

aber  für  <&  =:  0  erscheint  und  2/2 -{-1  heisst  und  dass  somit  q^ 
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niemals    die    Grösse    %    erreichen    oder    gar    überschreiten 
kann.*) 

2.  Fall.    Die   nie   zunehmende  Function  ^>(p^  kann 

auch  negativ  sein. 

Die  in  1.  gepflogene  Untersuchung  setzte  voraus,  dass 
die  zwischen  0  und  c  stetige  Function  9)  (^)  nie  zunahm  und 
stets  positiv  blieb,  wenn  <&  von  0  bis  c  wuchs.  War  mithin 
0  ^  O"'  <  -9*"  <  ^>  so  musste  in  Folge  dieser  Annahme 
9)  ('9'')  5:  9  (-d-")  sein,  und  beide  Functionalwerthe  mussten  posi- 
tive Grössen  bedeuten.  Die  Bedingung  ^{^'^  5  vC*^")  wollen 
wir  auch  jetzt  noch  beibehalten,  die  andere  aber  dahin  er* 
weitern,  dass  die  Function  9  (^^  auch  negativ  sein  darf.  Als- 
dann lässt  sich  inuner  eine  so  grosse  positive  Constante  a 
bestimmen,  dass  in  dem  Intervalle  (0,  c)  ^(^^-\'a  stets  posi- 
tiv ist.  Mithin  können  wir  jetzt  unsern  in  1.  gefundenen 
Satz  auf  die  Function  9('9')--|-a  anwenden  und  erhalten  daher 
die  Beziehung 


c 


1™  /'^  [9^+«]  ät-\  [9'(0)+«]. 

0 

Dieses  Integral  aber  bildet  die  Summe  der  beiden  Integrale 

von  denen  das  letztere  mit  unendlich  wachsendem  n  der  Grenze 
^  sich  nähert,  weil  in  1.  die  Function  9  (-9")  für  den  ganzen 


*)  Die  Endlichkeit  von  91  lässt  sich  auch  so  nachweisen: 

sin  -- 
n 


also 


sin  — 
n 


die  aber  giebt 

WmQ^  <  ^  +  ^ 


n 
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Umfang  des  Intervalles  eine  Constante  bezeichnen  darf.    So- 
nach ist  auch  jetzt  noch 

0 

3.  Fall.    Die  positive  oder  negative  Function  (p{^) 
kann  eine  v^achsende  Function  von  ^  bezeichnen. 

Nimmt  die  Function  g)(ß')  in  dem  Intervalle  (0,  c)  alge- 
braisch nie  ab;  so  kann  die  Function  —  ^(P')  nie  zunehmen. 
Wächst  nun  n  über  jede  Grenze  hinaus^  so  muss  dem  Obigen 
zufolge  die  Grenze  des  Integrales 


e 


0 

"T    —  9^  (0)     heissen.     Es  ist  aber 


/i¥[-9w]  d^=-/t^.pwd^ 


also 

e 


"-/l*r  [-  «pW]  e/*=-f  9'(0)=-limJ^*|9Wrf* 


0 

und  demnach 


e 


0 

Fassen  wir  mithin  sämmtliche  Einzelfalle  zusammen,  so 
haben  wir  den  Satz:  Bezeichnet  c  eine  positive  Con- 
stante, welche  ^ -r-  ist,  und  g){d')  eine  solche  stetige 

Function  von  0",  die,  während  d'  von  0  bis  c  wächst, 
nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt 
übergeht:  so  muss  das  Integral 


J 


%^^wdo, 


wenn  man  darin  der  positiven  ganzenZahln  immer 
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grössere  Werthe    beilegt,   von   der  Grösse   -"    ^(O) 

immerfort  um  weniger  als  ein  beliebig  Kleines  ver- 
schieden sein. 


§.  87. 


Oreiizwerth  des  Integrales  1     ■„  ^    (p{&)  rf-ö*  für  «  =  oo,   wenn 


Integrales  I    ^^^^    9  (^)  rf-O*  für  «  = 


0  <  6  <  c  <  —  und  die  Function  9  (d)  keine  Maxima  und  Minima 

besitzt. 

Der  im  Vorhergehenden  gefundene  Lehrsatz  liefert  uns 
das  Mittel  zur  Beantwortung  der  fiVage,  was  aus  dem  Integrale 

c 

wird,  wenn  in  Ä  =s  2n+l  die  ganze  Zahl  n  unendlich  grosse 
Werthe   erwirbt  und  die  Constanten  b  und  c  der  Bedingung 

0  <  i!>  <  c  <;  Y  genügen  und  9  {%)  eine  solche  stetige  Func- 
tion von  0"  bezeichnet,  die,  während  ^  von  0  bis  c  wächst, 
nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt  übergeht. 
Da  nämlich  die  Function  q>  (%)  nur  für  das  Intervall  von 
b  bis  c  gegeben  ist,  so  bleibt  die  Art  ihrer  Fortsetzung 
ausserhalb  des  genannten  Intervalles  ganz  der  Willkür  anheim- 
gestellt. Setzen  wir  daher  die  Function  von  b  bis  0  so  fort, 
dass  sie  stets  denselben  Werth  q){b)  =  g){0)  beibehält:  so 
haben  wir  oflFenbai'  jetzt  eine  Function  9(^),  die  für  das 
Intervall  von  0  bis  c  ganz  den  Bedingungen  des  vorstehenden 
Theoremes  Gönüge  leistet.     Und  daher  ist 

0 

Zerlegt  man  aber  das  Tntegral  in  die  folgenden  beiden 

0  * 

und    bedenkt,    dass    das   erstere   für   ein    unendlich    grosses 
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n  =  -g  (p(^h)  =  ^  9(0)  wird;  so  muss  augenscheinlich  die  Be- 
ziehung Statt  finden 


lim  f^ 


''^''^q>(»)d»^0. 


Bin  -O" 

Mithin  folgt  Dirichlet's  zweiter  Satz: 

Gelten  für  die  Constanten  b  und  c  die  Beding- 
ungen  0  <  &  <  c  ^  y,    und   bezeichnet   q>  (ß)    eine 

solche  stetige  Function  von  d",  diC;  während  «d*  von 
0  bis  c  wächst;  nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen 
oder  umgekehrt  übergeht;  so  muss  für  ein  unend- 
lich grosses  n  der  Werth  des  Integrales 


/^^^•pW» 


die  Null  sein. 


§.  88. 

Gültigkeit  der  Diriclilot'sclien  Lelirsätzc  fttr   eiiie   altemireRd 
ab-  und  zanehmende  Fonction  <pW,    Fall  der  Discontinuitilt. 

Nimmt  die  vorläufig  zwischen  0  und  c  noch  stetig 
bleibende  Function  9(6*)  an  einzelnen  Stellen  e,  <?, ,  ^2  •  •  • 
abwechselnd  zu  und  ab,  so  wird  wegen  der  Gleichheit 


e  c 


f^  <P  W  ^^  =/^n^  9»  W  '^^  +J'S¥  ?>  W  <^^ 


0 


für   ein  unendlich  grosses  n  das  erste  der  Integrale    rechts 

^  9(0)  zur  Grenze  haben;   die  übrigen  Integrale  hingegen 

sind  sämmtlich  mit  Null  gleichbedeutend.  Denn  während 
d"  von  0  bis  c  wächst,  ist  für  den  ganzen  Umfang  eines  jeden 
der  Theilintervalle  (0,  e),  {c,  ^1)  .  .  .  die  jedesmalige  Natur  der 
Function  9(6*)  keiner  Aenderung  unterworfen.    Die  obigen 
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Lehrsätze  gelten  somit  auch  für  eine  alternirend  ab-  and  zu- 
nehmende Function  q>{d). 

Die  Function  tp  {d)  ist  bis  jetzt  immer  als  stetig  voraus- 
gesetzt. Auch  diese  Beschränkung  kann  dahin  erweitert 
werden,  dass  innerhalb  der  Grenzen  0  und  c  oder  b  und  c 
die  Function  g^id)  an  einzelnen  Stellen  den  Charakter  der 
Continuität  verlieren  darf,  ohne  indess  jemals  unendlich  zu 
werden.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erhellt  wiedrum 
sofort;  wenn  man  auch  in  Bezug  auf  diese  besondern  Stellen 
die  Zerfällung  des  ursprünglichen  Integrales  in  Theilintegrale 
vornimmt  und  nun  wie  vorhin  schliesst. 

Ist  z.  B.  9  {&)  eine  solche  Function  von  -&,  die,  während 

d"  von  0  bis  c  ^  Y  sich  bewegt,  an  den  Stellen  ^„  ^j?  •••  ^r 

endliche  Sprünge  macht,  ausserdem  aber  zwischen  e^  und  e^, 
er—i  und  Cr  an  den  Punkten  b  und  17  vom  Abnehmen  ins 
Zimehmen  oder  umgekehrt  übergeht;  so  wird  man  das  Integral 

^W^'a  ^-d"  in  r  +  3  zwischen  den  Grenzen  0  und  ^,, 


0 


e^  und  ^2;  •  •  •  ;  ^3  und  f,  b  und  Ö4,  .  .  . ,  Cr-i  und  17,  ri  und  ör, 
ßr  und  c  zerlegen  und  auf  diese  unsere  obigen  Lehrsätze  an- 
wenden.   Alsdann  folgt  sofort,  dass 


0  0 


W(/^  =  ^9(0) 


sein  muss,  indem  die  übrigen  Integrale  sämmtlich  die  Null 
zur  Grenze  besitzen. 

Die  Dirichlet'schen  Theoreme  verlieren  selbst  dann  ihre 
Gültigkeit  nicht,  wenn  die  Function  ^(O*)  für  einen  oder 
mehrere  zwischen  0  und  c  oder  b  und  c  befindlichen  Werthe 
unendlich  wird,  vorausgesetzt,  dass  das  Integral 


/ 


von  -0"  =  0,  {b)  bis  ^  =  c  endlich  und  stetig  bleibt. 

Um  hiervon  sich  zu  überzeugen,  wird  man  bloss  für 
einen  dieser  besonderu  Werthe  eine  nähere  Betrachtung  an- 
zustellen haben,  weil  die  Verallgemeinerung  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit  bietet.    Auch  bedarf  nur  der  erste  Satz  einer 
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ausführlichem  Erörterung^  da  im  Wesentlichen  für  den  zwei- 
ten bloss  eine  Wiederholung  der  nachfolgenden  Schlüsse 
nothig  ist. 

Dem  gemäss  werde  zwischen  0  und  c  die  Function  q>  {%) 
nur  f ür  -ö-  =  a  unendlich,  wo  also  a  stets  einen  von  0  ver- 
schiedenen Werth  besitzt.  Bezeichnen  wir  nun  durch  s  eine 
von  h  unabhängige^  positive  Grosse;  so  folgt  durch  Zerlegung 

c 

des  Integrales  i  ^?  ^  q>  {^)  d%^  in  vier  andere  zwischen  den 

Grenzen 

0  und  a  —  a,  a  —  a  und  a,  a  und  «-)-£,  a  +  a  und  c, 
dass    für    das    erste    und    letzte    derselben    beziehungsweise 

Y9)(0)  und  0  die  Grenzwerthe  vorstellen,  wenn  A,  d.  i.  « 

unendlich  wird. 

Die  Grenzen  des  zweiten  und  dritten  Integrales  aber 
wird  man  entdecken,  wenn  man  die  beliebige  Grösse  s  so 
klein  wählt,  dass  sowohl  zwischen  a  —  b  und  a,  als  auch 
innerhalb  des  Intervalls  von  a  bis  a  -{-  £  die  Function  9  [%) 
niemals  das  Zeichen  wechselt,  was  freilich  nicht  ausschliesst, 
dass  beim  Durchgange  durch  das  Unendliche  die  Function 
9('9')  ein  anderes  Vorzeichen  erwirbt.*)  Denn  nun  gelten 
in  Bezug  auf  die  absoluten  Werthe  augenscheinlich  die 
Beziehungen 

f'^^i»)  d»  <    '—,  Li»)  d»  ==  ^(«).-^(«-») 

t    Bin -0*   ^^    ^  Bm(a — s)1  ^^   ^  sm{a  — «) 


oe — t  a—9 


*)  Ein  derartiger  Fall  würde  z.  B.  emtreten,  wenn  q>(9')  Mr  alle 
Werthe  von  ^  <  a  mit identificirt  wird ,  dagegen  für  d^^a 

die  Function  — —  repräaentirt.   Alsdann  ist  offenbar 

F{fi^)=^yä^^  —  Vä,    oder    =-V¥^^'-Vä. 

je  nachdem  ^  ^  a,  also  fortwährend  eine  stetige  Function  von  <9',  deren 

beide  Werthe  für  9"  =  a  zusammenfallen. 

Man  vergl.  über  diesen  Beweis:  Dirichlei  Sur  les  s^ries  dont  le 
terme  g^n^ral  dopend  de  deuz  angles,  et  qni  servent  k  exprimer  des 
fonctions  arbitraires  entre  des  limites  donn^es.  Grelle  Journal  17; 
Seite  36  etc. 
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und 

oHht 
a 

welchen  Werth  h  auch  annehmen  mag.*    Der  Voraussetzung 

zufolge  aber  ist  a  von  0  und  wegen  a  <  -^  auch  von  jedem 

andern  Vielfachen  von  n  verschieden;  die  Grenzen  der  beiden 
Integrale  müssen  daher  für  ein  unendlich  klein  werdendes  £ 
mit  Null  zusammenfallen. 

Wie  klein  indess  die  von  h  unabhängige  Grösse  c  auch 
gewählt  werden  möge^  stets  bleibt  für  ein  unendlich  grosses  A 


Ü  a+t 

und  demnach  muss  für  Ä  =  oo  auch  -^  g?  (0)  den  Grenzwerth 
des  Integrales 


f 

u 


sin  h^"      /  £v  \    •»  CL 


ausdrQcken. 


§.  89. 


Die  Constante  c  überschreitet  den  Werth  — • 

2 

Wenn  die  in  unsern  frühern  Betrachtungen  ^  ^  voraus- 
gesetzte Constante  c  zwischen  ~  und  ti  liegt,  so  folgt  wegen 

dass  das  erstere  von  diesen  Integralen  beim  Uebergange  zum 
Unendlichen  mit  ^  9(0)  oder  deutlicher  mit  -^  9^("l"0)  iden- 
tisch wird.  Den  Grenzwerth  des  zweiten  Integrales  dagegen 
wird  man  ermittehi,  nachdem  man  dasselbe  mittelst  der  Sub- 
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stitution 


itution  -9*  =  Ä  —  ^'  in  —   /  9  (ä  —  d)  ^?  ^    dd'  umgesetzt 


^ 
Y 


hat.  Denu  nun  ergiebt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  für 
-^  <  c  <  sr  das  Integral  mit  unendlich  wachsendem  n  der 
Null  sich  nähert;  dass  hingegen  für  c  =^  n 

n_ 

2 

lim  /V(;r-^)^^^d^  =  f  9,(;r-0) 

ist.     Und  daher  besteht  jetzt  folgender  Satz: 

I.    Erfüllt  die  positive  Constante  c  die  Beding- 
ung Y  <  c  <  jr,  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  n 


besitzt  aber  c  den  Werth  tc,  so  hat  man 

e 

lim  /Vw  ^  rf^  =  Y  [9(«-0)+9'(+0)]. 

Obgleich  für  das  unmittelbar  Folgende  eine  grossere  Ver- 
allgemeinerung dieser  Betrachtungen  überflüssig  ist,  möge 
doch  das  nachstehende  Theorem  Dirichlet's  hier  ebenfalls 
noch  eine  Stelle  finden. 

II.  Bezeichnet  a  irgend  eine  positive  Constante, 
heisst  ferner  In  das  grösste  in  a  enthaltene  Viel- 
fache von  ;r,  und  stellt  endlich  q){d')  eine  von  ^=0 
bis  d'  =  a  stetige  Function  von  &  vor;  so  unter- 
scheidet sich,  je  nachdem  a  von  i7t  verschieden, 
oder  mit  Itc  gleichbedeutend  ist,  für  ein  unendlich 
werdendes  n  das  Integral 


j 


a 

"sin  hd"  _  /  o.\  ^  a. 

sin  -ö"   ^  ^   ^ 


0 
entweder  von  dem  Ausdrucke 
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oder  von  diesem 

zuletzt  um  weniger  als  jede  noch  so  klein  gewählte 
Grosse.*) 

In  der  That,  man  hat  zunächst  die  Gleichung 

Zerlegt  man  nun  das  erste  Integral  in  2/  andere  zwischen 

den  Grenzen  0  und  y,  y  und  -^,  .  .  .,  (2/ — 1)  y  und  2/  y 

und  schreibt  in  den  einzelnen  Theilintegraleu  anstatt  %' 
0,  Ä  — •  -d*,  jr  +  «•,  23r  —  d-,  2ä  +  -ö*,  .  .  .  /ä  —  -d-; 
so  wird  in   sämmtlichen  Integralen   die  Yariabele  %'  von  0 

bis  ^  sich  bewegen,  wenn  man  bei  den  Integralen  vom  ge- 

raden  Range  eine  Yertauschung  der  Integrationsgrenzen  noch 
vornimmt.  Und  daher  wird  unserm  frühem  Lehrsatze  zufolge 
für  n  =  oo  die  Grenze  von 

in  2 

ü  0 

augenscheinlich  mit 

|-[9'(0)  +  «p(«-0)+9(jr+0)  +  ...4-9(/«-0)] 

identisch  sein,  also  für  den  Fall  einer  stetigen  Function 
durch  den  Ausdruck  %  [i9(0)  +  9)(3r)  +  9(23r)  +  ...  +  J[^9(/3r)] 
dargestellt  werden.  Offenbar  repräsentirt  derselbe  auch  die 
Grenze  des  Integrales  von  0  bis  a^  wenn  in  dem  zweiten  der 
obigen  Integrale  (1)  die  Constante  a  der  Zahl  In  gleich  ist. 
Und  sind  a  und  In  von  einander  verschieden,  so  wird  man 


*)  Dirichlet.    Sur  Tusage  des  integrales  däfimes  dans  la  Bommation 
des  s^ries  finies  ou  infinies.    Grelle.  Journal  Bd.  17.    S.  57  ff. 
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vermöge  des   vorhin    bewiesenen   Lehrsatzes  I.   aus    der  Be- 
ziehung 

a  n~ln 

7m-«^  »-W  ^^-  )    Ä^  9»  (/''  +  *)  ^^ 

in  0 

sogleich  die  andere  folgern: 

Beide   Resultate    aber    vereinigt    zeigen    die   Richtigkeit   des 
obigen  Theoremes. 

§.  90. 
Coiivergeiiz  der  Reihe  \  />©  +  ^  {h^  cos  s  x  +  «,  sin  &  x) 


1 


Gestützt  auf  die  vorhergehenden  Lehrsätze  können   wir 
nun  den  Beweis  liefern,  dass  die  unendliche  Reihe 


oo 


^  Z?„  +  2?  (6,  cos  s  X  -\'  «,  sin  s  x) 
1 

stets  convergirt,  wenn  ilire  Coefficienten  den  beiden  Glei- 
chungen 

hs^=^       I  fix)  cos  s  X  d  X,  «s  =  —  /  fix)  sin  s  X  d  X 

—  n  —n 

gemäss  bestimmt  werden.  Selbstverständlich  wird  dabei  unter 
f{x)  eine- solche  Function  von  x  verstanden,  die  für  den  Fall 
der  Discontinuität  bloss  endliche  Sprünge  macht  und  welche 
innerhalb  der  Grenzen  —  ä  und  +  n  nur  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Maximis  und  Minimis  besitzt. 

Die  Summe  S  der  2rf-|-l  ersten  Glieder  dieser  Reihe  haben 
wir  früher  bekanntlich  durch  das  bestimmte  Integral 

S=^      f{^)  TT-     -d^ 

•  '  sin 

-n  2 

ausgedrückt  und  gesehen,  dass  dasselbe  in  die  beiden  Integrale 

MxTKB,  bestimmte  Integrale.  17 
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n  J  '  ^  -'sin-O'  n  J  '  ^     ^        ^  ein  & 

sich  zerlegen  Hess,  wo  x  nur  von  —  n  his  -{-  n  sich  bewegen 
kann.  Erreicht  folglich  x  weder  den  einen^  noch  den  andern 
dieser  Grenzwerthe,  so  ist  offenbar  für  n  =  oo 

lim  m;  =  J^/-(a;  —  0),     lim  v  =  if{x  +  0). 

Wird  aber  x  =  —  n,  so  hat  man,  weil  tv  =  0, 

Hm  e;  =  i  [/"(—  jr  +  2ä  —  0)  +  /•(—  ä  +  0)  ] 
=  i[A^-0)+/-(-^  +  0)]. 

Und  fallt  o;  mit  +  ä  zusammen,  so  wird  nun  v  =  0  und 

lim  M;=i  [/•(«  -2«+0)  +/-(ä-0)  ] =^[/-(_ff+0)+A«-0)]. 

Sämmtliche  iPaüe  vereinigt  begründen  demnach  den  Satz,  dass 
die  unendliche  Reihe 


OD 


^b^^  -{-  2J  (ps  cos  sx  +  a,  sin  5a:) 

immer  convergirt  und  den  Werth  \  {f{x  +  0)  +  f(x  —  0)] 
erhält,  sofern  —  ä  <  a;  <  +  ^>  dass  hingegen  ihre  Summe 
fOr  die  Grenzwerthe  rc  =  +  jr  mit  dem  Ausdrucke 

oder  einfacher  mit  J[^  [/*(+  n)  +  f{ —  ^)  ]  äquivalent  ist. 

Bezeichnet  mithin  f{x)  eine  zwischen  —  n  und  +  n 
stetige  Function  von  rc,  so  wird  im  Allgemeinen  die  Sinus- 
Cosinusreihe 


QO 


^^Q  +  27(Ä,cos5a;4-«#8insa;)=/*(a;),  wenn  — 3r<a:<+3r,  und 
1 

==  i  [/^W  +  A"~  ^)]>  sofern  o;  =  +  ä. 
Für  alle  Werthe  von  a;==  —  n  bisa;  =  -f-3r  wird  sonach  die 
Function  f{x)  durch  die  genannte  Reihe  dargestellt  werden 
können,  wenn  f(x)  eine  gerade  Function  von  x  ausdrückt. 
Ist  dagegen  /"( — a;)  =  —  f{^)}  so  kann  die  Sinus-Cosinus- 
reihe nur  dann  für  sämmtHche  Werthe  von  x  innerhalb  des 
Intervalles  ( —  n ,  -\-  n)  mit  der  Function  f{x)  gleichbedeutend 
sein,  wenn  f{n)  und  /( —  n)  mit  Null  zusammenfallen. 
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§.  91. 
ConTer^enz  der  Sinus-  und  Cosinusreihe« 

Die  Bildung  der  Sinus-Gosinusreihe  wurde  beim  Beginn 
der  bislang  gepflogenen  Untersuchungen  auf  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Sinus-  und  der  Cosinusreihe  gegründet, 
wonach  jene  zur  Darstellung  einer  der  Bedingung /*( — x)= — f(x) 
unterworfenen  Function  zwischen  den  Grenzen  ( —  jt,  n)  ge- 
eignet schien,  diese  hingegen  eine  Repräsentation  einer  ge- 
raden t\inction  innerhalb  des  genannten  Intervalls  zuliess. 
Diesen  Zusammenhang  nun  haben  wir  später  ganz  ausser  Acht 
gelassen.  Es  liegt  uns  daher  jetzt  die  Verpflichtung  ob,  in 
Kürze  zu  zeigen,  wie  aus  der  Convergenz  der  Sinus-Cosinus- 
reihe die  der  beiden  besondern  Reihen  von  selbst  entspringt. 

Zu  dem  Behufe  denke  man  sich  vorerst  die  Function  f{x) 
für  den  halben  Umfang  des  Intervalls  ( —  ;r,  +  Jr),  nämlich 
von  0  bis  +  jr  ganz  beliebig  gegeben  und  setze  dieselbe  für 
die  zwischen  0  und  —  tc  enthaltenen  Werthe  nach  einander 
den  beiden  Gleichungen 

gemäss  fort.  Diesen  Fortsetzungen  der  Function  f{x)  auf  der 
negativen  Seite  der  x  entsprechend  werden  alsdann  die  Coef- 
ficienten  «m  oder  b^  aus  der  Sinus-Cosinusreihe 

-^  V   j  dd-  f{^)  cos  m{^  —  x)*) 


-*    -7t 


von  selbst  verschwinden,  wodurch  wir  nunmehr  Darstellungen 
der  beliebigen  Function  f(x)  durch  eine  Cosinus-  oder  Sinus- 
reihe gewinnen. 

Wird  die  Function  f{x)  der  Gleichung  f{—x)  =  f{po)  ge- 
mäss für  negative  x  fortgesetzt,  so  kann  für  x  =  0  keine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  f{x)  eintreten,  und  f{ —  n) 
wird  mit  f{^)  gleichgeltend  sein.  Für  a;  =  0  ist  daher 
die  Summe  unserer  allgemeinen  Reihe  =  /*(0)  und  für 
a;  =  +  Ä  mit  f{ii)  identisch.    Bedenkt  man  jetzt  weiter,  dass 


*)  Diese  kurze  symbolische  Form  der  Sinus-Cosinusreihe  werden  wir 
bei  den  später  folgenden  ,,Fourier^schen  Integralen'*  begründen. 

17* 
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n  0 


^tn 


^  f  dd'/'{^)  cos  md'=  ^   I  d^/'(d')  cos  wd- 


—  n  —  n 

n  n 

+  /  d%'f{%)  cos  rnfn  =  l   f  ä^f{&)  cos  m^ 

0  •      0 

und  ebenso  ««  ==  0  ijst,  so  wird  nun  die  von  .r  =  0  bis  o:  =  ;r 
ganz  willkürliche  gegebene  Function  f{x)  durch  die  Reihe 

7t 

2     /* 

^  &Q  +  &I  cos  a;+^2  cos  2a;  +  . . .,     b,n  ==       1  f{x)  cos  mx  dx 

0 

vorgestellt,  welche  auch  noch  fiir  die  das  Intervall  begren- 
zenden Werthe  0  und  n  gültig  ist.  Als  selbstverständlich  gilt 
dabei  die  Bemerkung,  dass,  wenn  f{x)  innerhalb  0  und  n  un- 
stetig in  der  früher  angedeuteten  Weise  wird,  die  Reihe  für  jeden 
solchen  Werth  von  x  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  ent- 
sprechenden Werthen  f{x-\-0)  und  f{x — 0)  gleich  zu  setzen  ist. 
Wird  aber  zur  Fortsetzung  der  Function  f{x)  für  nega- 
tive X  die  Gleichung  /*( —  x)  =  —  f{x)  benutzt,  so  wird  im 
Allgemeinen  für  o;  =  0  eine  Unterbrechung  der  Continuität 
von  fix)  eintreten.  Die  allgemeine  Reihe  besitzt  folglich  für 
X  =  0  die  Summe  0,  und  dasselbe  findet  an  den  Grenzen 
X  =  -^n  Statt.    Erinnert   man    sich  also  noch ,    dass  jetzt 

b„t  ==  0  und  a,„  =  —  j  dx  f(x)  sin  mx  ist,  so  zeigt  sich,  dass 

0 

die  Sinusreihe  im  Allgemeinen  für  x  =  0  und  x  =  n  nicht 
mehr  zur  Darstellung  der  willkürlichen  Function  f{x)  von 
0  bis  71  benutzt  werden  kann,  was  jedoch  wegen  sin  0=0 
=  sin  %  sich  ganz  von  selbst  ergiebt. 

§.  92. 

Die  Darstellung  einer  Function  durch  trigronometrische  Reihen 

ist  nur  auf  eine  Weise  mOglich. 

• 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  zeigen  also  unzweifel- 
haft, dass  die  nach  Sinus  oder  Cosinus  oder  beiden  Functionen 
fortschreitenden  Reihen  stets  zu  den  convergirenden  gehören, 
wenn  ihre  Coefficienten  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt 
werden.    Nur  dies  ist  bislang  nicht  entschieden,  ob  die  Dar- 
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Stellung  einer  gegebenen  Function  innerhalb  der  bekannten 
Intervalle  nur  auf  eine  Art  möglich  ^  also  die  Entwicklung 
eine  in  sich  vöUig  bestimmte  ist. 

Nehmen  wir,  um  hierüber  Aufschluss  zu  erhalten ;  ein- 
mal an,  dass  für  eine  beliebige  Function  f{x)y  die  wir  der 
Kürze  halber  stetig  voraussetzen,  die  Gleichung  bestehe 

f(x)  =  /Sj,  +  /S|  cos  a;  +  jSj  cos  2a;  +  .  .  .  +  /S/i  <^os  wo:  +  .  . . 
+  «j  sin  a;  +  «2  sin  2.r  +  .  .  .  +  a«  sin  n  a;  +  .  . . 

Wird  dieselbe  nach  einander  mit  cos  mx  dx  und  sin  mxdx 
multiplicirt  und  darauf  zwischen  den  Grenzen  —  n  und  +  tc 
integrirt,  so  ergeben  sich  die  beiden  Beziehungen 

f/'{x)co8mxdx=2Jß„fcosnxeosmxdX'^£anf8innxcosmxdx 

—  n  n=0      — X  »=1      — TT 

und 

n  CO        7t  oo         /r 

y/(a;)  sin  mx  dx  =  2Jßnj  cos  n  x  sin  fnxdX'\-  Uanfsin  nxsinmx  dx. 

—n  0     —n  1     —n 

Nun  findet  sich  aber  leicht,  dass  die  Integrale 

fcos  nx  COS  mxdx,    /cos  nx  sin  mxdx,    fsin  nx  sin  mx  dx 

—  Tt  —  ft  —  7t 

immer  der  Null  gleich  sind ,  sofern  die  ganzen  Zahlen  m  und  n 
nicht  zusammenfallen.    Nur  wenn  m  =  ny  ist: 


fcosmx^dx=7Cy  oder  =2n,  je  nachdem  »i>  0,  oder  w=0, 

—  7t 

und 

n  7t 

J  sin  mx'^  dx  =  i/(l  —  cos  2mx)  dx  =  tc. 


n 

Das  Integral  fsinnx  cos  mx  dx  oder  —  was  dasselbe  —  das 

7t 

IntegrvA  fsin  mx  COS  nx  dx  dagegen  besitzt  in  allen  Fällen 


den  Werth  Null. 


Hieraus  aber  folgt  mit  Nothwendigkeit 

7t 

ß,n  =  —   /  fip^)  COS  mx  dx,  d.  h.  /S«  =  ha, 


—  « 

71 


2ß^7t  =  j  fix)  dx,    d.  g.  /So  =  i  ^ 


—  jf 
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und 

n 

oLm^  =    f  f{x)  sin  mx  dx,     d.  i.  a«,  =  ««. 

-  n 

Die  Untersuchung  für  die  Cosinus-  und  Sinusreihe  können 
wir  unterlassen,  weil  sie,  wie  wir  wissen,  schon  in  der  obigen 
Betrachtuag  mitbegrifiFen  ist. 

§.  93. 

ErlSaternngen  Über  die  Sinns-  and  Cosinnsreihe ,  wenn  das  Inter- 
Tall  Ton  0  bis  n  eine  Aenderung  erleidet. 

Die  Reihen 

i  ^0  +  ^1  ^^^  X  -{-  b,^  co8  2x  -\-  ,  .  ,  =  ^{x) 

und 

flj  sin  a;  +  «2  si^  2a;  +  •  •  •  =  >c(^); 
welche  wir  abgesehen  von  ihrer  Summe  kurz  durch  die  ge- 
nannten Symbole  bezeichnen,  sind  Functionen  von  x,  welche 
ähnliche  Eigenschaften  besitzen   wie  der  Cosinus  und  Sinus. 
Namentlich  ist 

^ ( —  x)  ==^  tlj{x),  ^{x  +  2 Sit)  =  Tl}{x) 

und 

X{—  x)  =  —  x(x),      x{x±  2sn)  =  x{x). 

Hat  demnach  die  von  0  bis  7t  durch  die  Reihe  ^  (x)  oder  %  {x) 
auszudrückende  Function  /'{x)  nicht  die  nämlichen  Eigen- 
schaften wie  die  zu  ihrer  Darstellung  benutzte  Reihe,  so  kann 
auch  von  einer  Identität  über  das  Intervall  von  0  bis  7t  hinaus 
gar  keine  Rede  mehr  sein. 

Setzt  man  z.  B.  x  =  l  =  x(x) ,   so  ist  bekanntlich  für 

0  <  X  <  7t 

n    BJn  X     1     sin  3  a;     ,     sin  5j?     . 

Dieses  Resultat  aber  würde  völlig  unbrauchbar  werden  für 
—  jr  <  rc  <  0;  alsdann  muss  noth wendig  diese  Gleichung 
Statt  finddli: 

n    sin  a?     ,     sin  3  a;     ,     sin  6  a;    . 

—  -4    —   — 1         I  3  I  5         h  •  •  •  ; 

weil  sonst  die  Reihe  die  Zahl  —  nicht  darstellen  könnte. 

4 
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Nehmen  wir  hiugegeu  f{x)  =  ^,  so  wird  für  negative  x 
auch  f(x)  negativ,  und  wir  dürfen  nun  behaupten,  dass 

X  sin  o;  sin  2  a;     .     sin  3  j;  ^        ^    i       *\ 

2   ==  n^ 2 ' 8 •  •  •  '     —  Ä  <  a;  <  +  Ä*). 

Für  grossere  Werthe  von  a?  als  ä,  z.  B.  für  ä  <  a;  <  Sä, 
V7ürde  dagegen  nicht  mehr  die  tjleichheit  der  Function  f{x)=^x 
und  der  Sinusreihe  bestehen,  weil  ^  (a;  +  2;r)  nicht  =  \  x 
ist.    Soll  daher  für  ä  <  a:  <  3ä  eine  Function 

f/   \  sin  X  sin  2.x     ,     sin  '6x 

I  \^)  —  — i"  ~"2  '  3  *   •  • 

sein,  so  muss  diese  Function  die  Eigenschaft  f{x)^=f{x  —  2n) 
besitzen,  weil  die  Sinusreihe  nur  auf  die  Function,  deren  Ar- 
gument zwischen  —  n  und  +  tc  sich  befindet,  unmittelbar 
angewendet  werden  darf.  Dieser  Bedingung  aber  genügt  das 
Argument  a;  —  2ä,  wenn  x  zwischen  n  und  Sä  sich  bewegt, 
und  daher  ist  nun  dem  Obigen  gemäss 

X  —  2;r sin  {x — 2«)        ain  2(x — 2»)    ,    sin  3(a?  -23g) 

[2  i  2  '  3  •••' 

d.  g. 

X               ,     sin  a?         sin  2  o;    ,    sin  3  a;  ^        ^  o 

—  =  Ä  -| j 1 .  .  .  ,       7C  <i  X  <^67C, 


§.  94. 

Die  Function  f{x)  kann  inucrlialb  des  gegebenen  Intervalls 

verschiedenen  Gesetzen  folgen« 

Bislang  haben  wir  die  willkürliche  Function  f{x),  welche 
wir  durch  trigonometrische  Reihen  darzustellen  suchten,  für 
den  ganzen  Umfang  des  Intervalles  von  0  bis  n  oder  von 
—  Ä  bis  +  Ä  uns  gegeben  gedacht.  Wir  dürfen  jedoch  die 
Annahme  machen ,  dass  für  verschiedene  Theile  der  genannten 
Intervalle  die  Natur  der  Function  sich  ändert.  Die  Unter- 
suchung bleibt  ganz  die  frühere,  weil  eben  die  darzustellende 
Function  ganz  beliebig  ist;  nur  die  Form  der  Betrachtung 
ändert  sich,  indem  die  Coefficienten  ^„,,  a,n  nicht  mehr  für 
den  ganzen  Umfang  des  gegebenen  Intervalles  nach  demselben 

*)  Vergl.  2,  §.  83. 
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Gesetze  gebildet  werden.  Die  Integrale  für  h^  und  a„^  mit 
den  Grenzen  (0,  n)  oder  ( —  n,  %)  zerfallen  nämlich  jetzt  in 
so  viel  andere  als  Aendemngen  in  der  Natur  von  f{x)  ein- 
treten 5  die  Grenzen  dieser  Theilintegrale  sind  durch  die  Stellen 
angezeigt,  an  denen  ein  Wechsel  in  der  Bildungsweise  von 
f{x)  Statt  findet,  und  der  Functionalfactor  f{x)  ist  in  den 
einzelnen  Theilintervallen  durch  die  dort  vorkommende,  be- 
sondere Function  von  x  zu  ersetzen. 

Sei  beispielsweise  die  durch  eine  Sinusreihe  zu  repräsen- 

tirende  Function  f(x)  nur  beliebig  von  0  bis  ^  ^^<^  zwar 

=  9(x),  für  da^  Theilintervall  ( ^^  ^)  hingegen  der  Be- 
dingung f(x)  =  9  (ä  —  a;)  unterworfen.    Alsdann  wird 


7t 

«w  =  -     f  f(x)  sin  mx  dx 


n 


=  -        f  q)(x)  sin  mx  dx  +    /  q)(7C — x)  sin  mx  dx  , 

ü  *n 

aber    - 

Jfp{7t—x)  sinmx  dx=Jfp[3t — (x  +  ä)]  sinw  (a;  +  ä)  dx 

7t_  —  n 

n 
0  2 

=  —  j^>  (x)  sin  m{n:  —  x)  dx  =  ( —  l)"*^^/9>(^)  sin  mx  dx, 

2 

folglich 


2  f  0,  m  gerade 

xdx=^ 


it 

"2 


««=^ll+(-1)'«+'jJ  <p(a;)8mm 

-  I  (fix)  fonmx  dx,  m  ungerade. 

V 

Die  beliebige  Function  (p{x)  ist  daher  für  das  Intervall  von 
0  bis  ~  darstellbar  durch  die  Reihe 


«i  sin  o:  +  «3  sin  3a;  +  ^5  sin  5a;  +  ...  , 
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und  man  sieht,   dass  für  die  untere  Grenze  die  Entwicklung 

im   Allgemeinen  nicht  zulässig  ist,    wohl  aber  für  o;  =  ^  • 

Aehnliches  gilt  augenscheinlich  für  die  Function  (p{7C  —  x). 
Nimmt  man  denbesondem  Fall  9(a;)=x,  (p{7C—x)=n — x, 
so  konmit  wegen 


n 


j;sin(2«,+l)xrfa^[---^"'+i^+"-|^;^^^^^ 


U 

also 


(2w+l)«    J         (2;/i  +  l)«    ' 
0 


^2«4-i  =  -Z- 


(-  1) 


m 


«    (2»i+l)«" 
4    fBin  X         sin  3  j?     ,     sin  5^7  1     n     ^  ^ 

Dagegen  wird 

4    rein  x  sin  3  a;     ,     sin  5  a;  In.  .=^ 

Bleibt  aber  (p{x)==iX  von  0  bis  ;r,  so  ist  dem  Frühern  zufolge 

2/sina;          sin  2a?     ,     sin  Sa?  \     ^  ^_         ^ 

(    1 2 1 3 •  •  • )'  0  <  o:  <  ;r. 

Für  X  =  -^  müssen  sämmtliche  Entwicklungen  identisch  wer- 
den, und  in  der  That  ist 

«^_4/ll^,l,  \   —  t    ^ 

2  w  1^1«     '     3«     •     5«     «■   •  •  7    ~  «  '   8  ' 

^  O  [Jl  l_L.l 1   9      ^ 

2~'^[l  3'"5  •••]—  ^•4- 

Fig.  9. 


^* 


^,      I 


.^KlTü 


Die  geometrischen  Bilder  dieser  Beispiele  sind  leicht  zu  con- 
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struiren;  so  würde  für  den  speciellen  Fall  g){x)=x,  q>{n—x) 
die  gebrochene  Linie  OBjc  (Fig.  9)  die  Function /(a;)  darstellen. 

Fig.  10.  Offenbar    wird    eine    der 

obigen  ganz  analoge  Betrach- 
tung bei  der  Darstellung  der 
gebrochenen  Geraden  — äOi 
durch  die  Sinus-Cosinusreihe 
innezuhalten  sein.  Wie  die 
Figur  zeigt,  ist  /'{x)  von  —jt 
'-^  bis  0  der  NuU  gleich,  hin- 
gegen von  0  bis  jr  mit  x  identisch;  die  Coefficienten  b^y  b, 
und  a,n  werden  demnach  definirt  durch  die  Gleichungen 

^«=^  lr{x)cosmxdx=^  jxQ08mxdx=^^^^^'^ib,=^ 

—  rt  0 

und 

Tt 

COB  mn 


-7Ü 


m 


2 


a,n=—  l/'{x)8mmxdx  =  —  f  X8mmxdx=^  — 


Mithin  ist 

/•/^\ «  2    fcos  X  _,     cos  3a?     ,     COB  5a?     ,  "1 

/  W  —  T  ""  ^  ["!*"  "I 3^  H 52-  +  •  •  .J 

I    sina?  an  2a?     .     sin  3a? 

ünstetigkeit  tritt  nicht  ein ,  also  muss  /(O)  =  0  werden,  was 

wegen  0  =  — ~  wirklich  Statt  findet:   ebenso  muss 

Y  die  Summe  der  Reihe  für  a;  =  +  ;r  heissen,  und  in  der  That 

endlich  stellt  den  Werth  der  Reihe  für  x  =  —  ^  dar. 

Wollte  man  jetzt  —  ähnlich  dem  vorhergehenden  Bei- 
spiele —  die  den  ersten  und  dritten  Quadranten  halbirende 
Gerade  durch  die  Sinus-Cosinusreihe  auszudrücken  suchen,  so 

7t 

würde  dies  offenbar  wegen  fx  cos  mx  dx  =^0  unmöglich  sein; 


-  7t 


man  erhielte  also  nur  die  früher  erwähnte  Sinusreihe,  ein 
Resultat,  das  unsern  obigen  Betrachtungen  zufolge  auch  im 
Voraus  zu  erwarten  stand. 
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§.95. 

Herleitung   einiger  bestimmten  Integrrale  mittelst  der  Torher- 

gehenden  Leliren. 

In  §.  92.  haben  "wir  den  Nachweis  geliefert,  dass  die  Dar- 
stellung einer  beliebig  gegebenen  Function  durch  trigonome- 
trische Reihen  innerhalb  der  Grenzen  (0,  n)  oder  ( —  n,  Jt) 
nur  auf  eine  Weise  geschehen  kann.  Wird  man  daher  durch 
irgend  welche  Untersuchungen  auf  eine  Entwicklung  der 
Function  /'{x)  nach  den  Sinus  oder  Cosinus  der  Vielfachen 
von  X  geführt,  in  der  die  Coefficienten  a  oder  b  im  Voraus 
bekannt  sind;  so  ist  durch  diese  Entwicklung  zugleich  die 
Kenntniss  eines  bestimmten  Integrales  gegeben,  dessen  Her- 
leitung möglicherweis  ohne  die  vorangehenden  Lehren  mit 
Schwierigkeiten  verknüpft  gewesen  wäre. 

Nehmen  wir  z.  B.  ffx)  = r^^^ ^—-^^   so  ist  für 

'^•'         1  —  2r  cos  X  -{-  f^^ 

-l<r<  +  l 

1  ^  —  f  COS  X  4       I  I         9  O  I 

1-     i — -*i i — 5^  =  1  +  r  cos  a;  +  r^  cos  2a:  +  .  .  . 

1  —  2r  COB  0?  +  ' 

+  r^  cos  mx  +  ...*) 
Mithin  ergeben  sich  sofort  die  Beziehungen 

n 
,  2      /*      1  —  r  008  X 

h^  =  r"*  =  —    1  - — r: — — — 7—^  cos  mx  dx, 

«     f   1  —  2  r  cos  a?  +  r*  ' 


0 
n 


,  o  2/         1— rcOBa?  , 

Da  =  ^  =    --    I   z — rt \ — i  aX» 

°  n  J    l  —  2r  00ix-{-r* 

u 

Schreibt  man  aber  die  Gleichung  1.  in  folgender  Gestalt 

1  —  r  008  X  1    i_  1  —  r* 

1  —  2r  008  0?+ '^  ^  ^  *  1  —  2r  008«  +  r* 

-r-  +  r  cos.  X  ']'  r^  cos  2a;  +  .  .  . , 
SO  entspringt  nun  bloss  die  eine  Relation 

n 
1  —  r*     /*        cos  mx  dx        ^^>. 

n      J   \  —  2r  008  a:  +  r*      -'* 


*)  Vergleiche  Cauchy.     Analysis  S.   197   der  deutschen  Ausgabe 
von  Huzler. 

**)  Vergl.  Poisson.    Journal  de  l'^cole  polyt.  cah.  19,  p.  487. 
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Dieses  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  etwas  befremdende  Re- 

m 

sultat  lässt  sich  jedoch  an  den  betreffenden.  Integralen  selbst 
als  richtig   nachweisen.    Da   nämlich  —  l     -  cos  mx  dx   för 


-  m 


m  >  0   den  Werth  Null    besitzt,    so   hat   man  offenbar   die 
Gleichung 


7t 

r  C08  X  ^  2     /  *  1  j 

I  Y  ^^^  ^^  ^^ 


2      /'        1  —  r  COS  a;  ,  2     / 

•—    f  -^ — 5 1-«  COS  mx  dx I 


-  nj    2   -1- 


7t 

•  1  1— r«  , 

COS  m  X  dx. 


2r  coso;  +  ^ 


2      /'*  1 

Für  /w  =  0  dagegen  ist  —    I    -  cos  »la;  rfo;  =  1  und  demnach 


u 

7t 


,    _  2    f*     l^roOBx      ^     _2    ri^  1— r«         ^     x^CIh 

'^~^J   l-2rC0Ba?+r«^^~«   /   2  '  l-2rC08a>f  r«^^"!"'«/  2  ^^• 
*0  V  0 

Auch  mit  der  von  Cauchy  (a.  a.  0.  S/213)  entwickelten 
Formel 


r» 


2.  ^rcoi«  eos  (r  sin  a;)  =  l+r  cos  x  +  z — ^  cos  2a;  +  ...  , 
in  welcher  wie  in  der  folgenden 

3.  ^'•ooi*  gin  (^  sin  a;)  =  r  sin  o;  +  :^—^  sin  2a:  +  .  .  . 

r  jeden  zwischen  —  cx)  und  +  ^^  befindlichen  Werth  an- 
nehmen darf,  hat  es  eine  ähnliche  Bewandtniss.  Denn  un- 
mittelbar entspringt 

7t 

w  2     /* 

=  —,  =  —  /  a''co8*  COS  (r  sin  o;)  cos  mx  dx, 

ml  nJ  ^  .      '  ' 


mi  TL  ^_ 

0 

n 


2      /* 

&Q  =  2  =  —    I  c***^*^**  cos  (r  sin  x)  dx , 

0 

wogegen  wiederum  nur  die  eine  Gleichung 


dx  =  --. 

77/! 


TT  n 

2      /*  1     /* 

—   I    e''°**"*  COS  (r  sin  o;)  cos  wo;  dx i  cos  wo; 

0  0 
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Statt  findet,  wenn  man  zuvor  auf  beiden  Seiten  der  Formel  2. 
die  Zahl  ^  subtrahirt.  Doch  ist  diese  Vereinfachung  bloss 
scheinbar^  weil  man  auf  die  obigen  Formen  zurückkommt, 
je  nachdem  man  m>0  setzt.  In  der  That  existiren  also  die 
beiden  Gleichungen 

4.        I  e''®**"^  cos  (r  sin  x)  cos  mx  dx  =  ^'^,  m  >  0, 


7t 


5.        /  e'"~»  *  cos  (r  sin  x)  dx  =  %, 

u 


Die  Reihe  3.  dagegen  liefert  nur  die  eine  Beziehung 


n 


ßV  C08  .r  gJu  f^  gjj^  ^\  siü  TH  X  d  X  =  -  — :  .  *) 
u 

Aus  diesen  Integralen  wird  man  sehr  leicht  andere  For- 
meln ableiten  können.  So  ergiebt  sich  z.  B.,  wenn  mau  in 
der  obigen  Gleichung 

7t 

Jl  —  r  COS  X  ja  ^     .«, 

, —  ,, -, — i  COS  mx  dx  =  -  r"* 
1  —  2r  COßx-f-r*  2 

u 

;;3  =  1,  2,  ...  71  setzt  und  die  Resultate  addirt^  mit  Benutzung 

cos  s-ö-  =  —  ^  +  ^ ^ ohneSchwie- 

1  sin- 

rigkeit  die  Relation 


r  _  ^  — ^coaa?  _  sin  (2n^+l)x   ,     «  1  —  r''+^     1   \  ,.  -^  _  l 

,/   i-2rcoßa:+r«    "  "ßina;  "^""2      1  — r"  ;    ^  -^  '    ^  h 

aus  der  wieder  für  n  =  cx>  die  andere  fliesst 


n 
2 


/*       1  —  r  COS  a;        sin  (2  n -4- 1 )  »r    ,  n         1 

1™      f     . ^ i i         ^^  «^  ==    o    •  i  > 

Fl  —  2r  cos  .1-  +  r*  sin  .r  21  —  r* ' 


lim 

0 


*)  Die  Formeln  4.,  5-,  (5.  finden  sich  schon  bei  l'oisson:  Journal  de 
l'ecole  polyt.,  cah.  19,  p.  493. 
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wie  es  in  der  That  sein  muss^  sogar  für  ein  beliebiges ,  von 
1  verschiedenes  r. 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  noch  entwickeln,  wenn 
man  die  ebenfalls  von  Cauchy  (a.  a.  0.  S.  197)  unter  der 
Bedingung  1  >  r  >  —  1  bewiesene  Gleichung 

z s"— i — 5  =  r  sin  a;  +  r^  sin  2x  +  H  sin  3x  +  .  .  . 

1  —  2  r  COS  a;  -f-  r'  '  '  ' 

ZU  Gründe  legt.    Alsdann  nämlich  hat  man  unmittelbar  die 
Beziehung 


n 


0 

folglich 


/  r  8in  a?  .  j  «    „ 

J    1  —  2r  cosa: -f-r*  2        ' 


n 


—  r  - —  =  /  -. — o^  ^"^ ^   , — idx\smx4-sm2x4-...4'Smnx]. 

2        1  —  r  — -/    1  —  2r  cos  a?  +  ^ 

u 

Nun  ist  einer  früher  erwähnten  Formel  zufolge  der  innerhalb 
der  Klammer  befindliche  Ausdruck  mit 


J^  cotg  -  - 


identisch,  und  daher  wird  jetzt 


^         cos(2n+l)| 


2  sin  - 
2 


n       1  —  r"         <     /  r  sin  a;  x     i        ^ 

2         1— r  ^^1—  2rC08a7-f-r«       ^^ 


2 

r  sin  2a? 

1  —  2r  cos  2a? -f- r*  cos  a; 

u 


cos  (2n  +  1)^        i  ^ 

5  — ^ — '     ^      cotg  o;  rfo:. 


Diese  Gleichung  aber  wird  besonders  einfach,  wenn  man  n 
über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  lässt;  denn  vertauscht  man 
zunächst  in  der  bekannten  Beziehung 


71 


0 

%•  mit  ^  —  d',   so  kommt  —  abgesehen  vom   Vorzeichen 
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2 


und  daher  muss,   weil  fiß)  =  :  —-^  ^^  ^«.r  -.  cotff 'S-  hier  in 

'  '  ^    '         1  —  2r  cos  2-0"  +  r*        ® 

0  übergeht,  die  Gleichung  bestehen 


/'           r  sin  X  i     x    ■.  rn 

z — ^ i — i  cotff  -  dx  =  - — 
1  —  2r  cos  a;  +  r*       ^2  1  — 

u 


n 

—  \ 

r 


Benutzt  man  dagegen  die  Formel 

«  ^  sin  (2n  +  1)  f 

>  (—  1)'"^  sin  sx  =  ^  tang  -  + — 

-^  ^  2  cos  '^- 

so  erhält  man 


^  [r  —  r'^^r^  —  r^^...  +  r'^] 


2 


-    /*  r  sin  a?  ,  a:   j 


"2 


,      r  ^  sin  *^^  sin(2n+l)x  ^^     ^  ^^ 

—  /  1  —  2r  cos  2a?  +  r*  sin  a?  °  ' 

folglich  wegen 

n 
T 
r^    r  r  sin  2a?  sin  (2n  +  l)a?  .  ,  >^ 

lim  1  •   — ^r ^r — .— ,  —  '.  ^     -  tang  o;  tfa;  =  0 : 

f  1  —  2r  CDS  2a?  +  r*  sin  a?  ® 

Jr  sin  a?  ,  x    ,  n       \         i^^  i 

i-2rco8a.  +  ,-»  tang  2-  rfo;  =  2-  j ^-,  1  >  r  >  -  1. 

0 

Noch  andere  derartige  Integralbestimmungen  können  in 
Schlomilch's  ^^Beiträgen  zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale" 

nachgelesen  werden. 
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§.  96. 
Die  Fonrier'schen  Integrale. 

Die  Darstellung  einer  willkürlichen  Function  f{x)  durch 
die  Sinus-Cosinusreihe  ist  unmittelbar  nur  für  das  Jntervall 
von  —  ar  bis  +  ^  möglich.  Soll  folglich  die  Function  f{x) 
zwischen  den  beliebigen  Grenzen  —  c  und  +  ^  durch  die  ge- 
nannte Reihe  repräsentirt  werden ,  so  kann  dies  nur  dann 
geschehen^  wenn  das  Argument  x  so  von  einer  neuen  Ver- 
änderlichen z  abhängt,  dass  in  Bezug  auf  diese  eine  Darstel- 
lung der  gegebenen  Function  innerhalb  des  Intervalles  von 
—  Ä  bis  +  ^  erscheint.  Wie  nun  aber  auf  den  ersten  Blick 
erhellt^  wird  diese  Forderung  befriedigt ^  wenn  x  =  az  ist, 
wo  a  eine  gleich  näher  zu  bestimmende  Constante  vorstellt. 
Denn  wird  z  =  +  ar,  so  muss  a:=  +  ^^;  ^-  ^*  +c=+aÄ 

und  folglich  a  =  -    sein.    Mithin  entspringt  die  Gleichung 

-j-a,  sinz+Ö2S*^2z+ . . .  +  ««siniwz -|- ... , 

in   der  die  Coefßcienten  bmy  Qm  den   Bedingungen  genügen 
müssen: 


—  fi  — n 


Setzen  wir  aber  -   z  =^  x,    so   gehen   diese  Integrale  in   die 
andern  über: 

-f-tf  c 

bm=      I  fix)  cos (m-  x\ dx  und  a^=-  l  f{x)  sin  ^~  x  dx. 


—  c 


und  die  dem  Intervalle  ( —  c,  +  c)  entsprechende  Reihe  heisst 
nun  so: 

2.     /'{a)=^bQ'-\-bxCOS-X'-\-b2C0s  —  X'^,,.'\-bmCosm-x -{-... 

«1  sin  -a;-j-fl2  sm  —  x+ . . .  +  ««»sm  —  x-f- . . . 

Kaum  nöthig  ist  hierbei  wohl  die  Bemerkung^  dass  vor- 
kommenden Falls  die  linken  Seiten  der  beiden  Gleichungen 
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1.  und  2.  den  früher  erörterten  Umständen  gemäss  zu  berich- 
tigen sind. 

Behufs  weiterer  Folgerungen  wollen  wir  der  Reihe  2.  eine 
kurze  symbolische  Form  jetzt  geben.  Schreiben  wir  nämlich 
die  Reihe  in  der  Gestalt 


00  « 


2~  I  fW  ^^  +  -  ^^  I  /W^^   coss-a;cos5-A+sin«-a;sin5-A 

—  c  ^  — e 

—  e  *        — e 

SO  folgt  mit  Beachtung  des  Umstandes 

V  ffW  äX  cos^  (A  —  a;)  =  V   T^W  '^'^  «^^^T  ^^~^)> 
dass  wir  dieselbe  auch  in  folgender  Weise  ausdrücken  können : 


00  <^ 


^^*)  ^  fS^   /*^W  cos  s  ^  (A  -  o;)  rfA,  -  c  <  «  <+c 

^  — C 

Daraus  fliesst  nun  sofort^  dass^  wenn  c  über  jede  Grenze 

hinaus  wächst,  -   eine   unendlich   kleine  Grosse  bezeichnen 

'   c 

muss  und  dass  —  eine  Grösse  vorstellt,  die  in  unendlich  klei- 
nen  Intervallen   fortschreitet.     Nennen  wir  mithin  —  a,  so 

werden  wir  dem  Geiste  der  Infinitesimalrechnung  gemäss  - 

durch  da  andeuten  und  das  Summenzeichen  durch  das  Symbol 
der  Integration    ersetzen   müssen.    Besitzt   also  für  c  =  oo 

00 

das  Integral  //(A)  cos  a(A — x)  dx  einen  Sinn,  so  führt  diese 

Betrachtung  auf  die  Darstellung  einer  beliebigen  Function  f{x) 
durch  das  Doppelintegral 


00  00 


l  ä^   i  äXf{k)  cos  a(A  —  x) 


»  00 


wobei  natürlich  ganz  dieselben  Bemerkungen  gelten  ^   welche 
früher  bei  den  Fourier'schen  Reihen  gemacht  wurden. 

MxTKR,  besiiraiute  Integrale.  18 
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Auch  dies  darf  gewissermasseu  als  selbstverständlich  an- 
gesehen werden;  dass  die  Befolgung  desselben  Gedankenganges 
bei  den  bloss  nach  den  Sinus  oder  Cosinus  der  Vielfachen  von 
X  fortschreitenden  Reihen  zu  den  Gleichungen 


00  00 


1«.     f(x)  =      I  da    /cos  ax  cos  al  f{X)  dk,    0  <  a;  <  cx> 
und 

00  00 

I*.     f{x)  =  -  I  dcc  sin  ax   j  f{l)  sin  aX  dXy    0  <  o;  <  oo 

führen  wird.    Doch  ist  ihre  Herleitung  bei  weitem  einfacher, 
wenn  man  die  Gleichung 

00  QO 

I.  f{x')  =  -^^    Cda    /V(;i)  cos  a{X  —  x)  dX 


00  —  00 


zuvor  in  die  Form  bringt 

00  OD  00 

f(x)  =  2i  i  da\m%ax  j dXf{k)cosaX-\'8inax  j  dX/'{k)smak\ 

—  00  —  00  —  00 

alsdann  bloss  för  positive  x  die  Function  f^x)  willkürlich  sich 
gegeben  denkt;  auf  der  Seite  der  negativen  x  aber  den  beiden 
Gleichungen  f(x)  =  /*( —  x)  und  /'{x)  =  —  f{ —  x)  gemäss 
fortsetzt  und  schliesslich  eine  Zerlegung  der  Integrale  in 
andere  zwischen  den  Grenzen  —  cx)  und  0,  0  und  +  oo  vor- 
nimmt. 

Die  vorhergehenden  Doppelintegrale,  welche  durch  ihre 
ausserordentliche  Fruchtbarkeit  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  sowohl ,  als  auch  in  andern  Gebieten  der  Mathematik 
sich  auszeichnen,  nennt  man  ihrem  Entdecker  zu  Ehren  die 
Fourier'schen  Integrale*).     Sie  lassen  sich  als  speeielle 


*)  Historisch  zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  Fourier  die  GleichuDg  I. 
in  einer  andern  Form  dargestellt  hat,  nämlich  in  dieser: 

OD  00 

/•(i)  =  -    j  dcc  j  dlfil)  cos  «a  —  x)' 

Ü  —  oo 

Sie  findet  sich  leicht,  wenn  man  die  Sinus- Cosinusreihe  2.  von  *=  0  bia 
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Fälle  einer  ganzes  Klasse  von  Integralen  auffassen*);  von 
denen  wir  indess  bloss  die  nächstliegende  Verallgemeinerung 
der  Gleichung  I.  hier  berühren. 

Bezeichne  nämlich  a  eine  positive  Constante  grösser  als 
0  und  kleiner  als  c,  und  sei  die  Function  f{x)  von  a;  =  —  c 
bis  o;  =  —  a  und  ebenso  von  x^=  -^  ahis  x  ^=  -{-  c  der  Null 
gleich  y  von  —  a  bis  -|-  ^  hingegen  stelle  sie  die  beliebige 
Function  /j  {x)  vor.    Dadurch  nimmt  offenbar  die  Gleichung 


00  « 


^(^'^)   =  L^  /^W  COBS*^{k-x)dk 


'folgende  Gestalt  an 


-*    -e 


OD 


^i(^)  =  Ä2/^^^^^ ''''''"  ^^""'^'^^ 


-•   -a 


00  « 


i^^/'^'^^^'^''"""^^"-'^^'^^' 


_    i_  'S^- 


—  OD 


c 

indem  durch  Zerlegung  des  Integrales  i  f{X)  cos $^  {X  —  x)dl. 

in  drei  andere  zwischen  den  Grenzen  (— c,  — a),  ( — ö,  +ö), 
[iij  c)  das  erste  und  letzte  derselben  verschwinden,  das  mitt- 

lere  aber  gleich   /  /*,(A)  cos  6*  -  (A  —  x)  dX  wird.    Lässt  man 

—  a 

nun  das  beliebige  c  unendlich  gross  werden,  so  wird 


oo 


3.  /•,  (x)  =  -^^    /  e/a  (fi  {X)  cos  a(A  —  x)  dX 


—  »         — a 


und  diese  Gleichung  existirt  immer,  weil  —  wie  stillschweigend 


00 


-Ä-/' 


s=:(X>  nimmt  und  das  Integral  —     -   1  f(l)  dl  vernachlässigt,    wa;: 


—  00 

wegen   c  «  oo   geschehen   darf.    Fourier.    Theorie   analytique   de   la 
chalear. 

*)  Siehe:  Paul  du  Bois-Reymond.  Üeber  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Klasse  von  Doppelintegralen ,  zu  welcher  das  Fourier*Bche 
Doppelintegral  gehört.    Borchardt's  Journal.    Bd.  G9 ,  S.  65  ff. 

18* 
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vorausgesetzt  wurde  —  f^  (pc)  zwischen  —  a  und  +  a  niemals 
unendlich  wird. 

Ebenso  selbstverständlich  darf  die  Bemerkung  gelten^  dass 
an  den  Stellen,  wo  eine  endliche  Discontinuität  von  /,  (x) 
eintritt,  links  statt  /*,  [x)  das  arithmetische  Mittel  aus  den  dort 
Statt  findenden  Werthen  zu  nehmen  ist.  üebrigens  wird  an 
den  Grenzen  +  ^  selbst  die  Stetigkeit  von  /*,  [x)  als  nicht 
unterbrochen  anzusehen  sein,  weil  der  Voraussetzung  zufolge 
fipi)  in  —  a  und  +  a  schon  zweiwerthig  ist. 

Da  in  Gleichung  3.  das  positive  a  nur  kleiner  als  das 
positive  c  sein  soll,  sonst  aber  ganz  beliebig  ist,  so  kann  es 
auch  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen.    In  diesem  Falle  abei* 

a 

wird,  falls  das  Integral  i  /'i(A)  cos  s  -  (A — x)dk  nicht  sinn- 


—  a 


los  ist  für  ö  =  cx>,  die  frühere  Fourier'sche  Formel  erscheinen. 
Dass  man  den  Gleichungen  P.  und  I*.  analog  hier  eben- 
falls speciellere  Integralformen  aufstellen  kann ,  bedarf  keines 
Beweises. 

§.  97. 

Anwendung  der  Fonrier'schen  Integrale. 
1.    Bei  den  Gammafunctionen  haben  wir  das  wichtige 

oo 

Integral  /^~*'  äx  kennen  gelernt  und  gesehen,   dass  es  den 

—  oo 

Werth  j/iTT  besitzt.  Mit  mehr  Aufwand  von  Rechnung  freilich 
als  dies  früher  der  Fall  war,  können  wir  zu  demselben  Resul- 
tat gelangen,  wenn  wir  in  Gleichung  I".  f{x)  mit  der  Expo- 
nentialgrösse  e~***  identificiren,  in  der  die  Constante  k  selbst-  » 
verständlich  positiv  sein  muss,  und  cos  aA  durch  die  ihm 
äquivalente  Reihe  ersetzen;  allein  eine  derartige  Entwicklung 
ist  mit  dem  andern  Vortheile  verknüpft,  dass  sie  gleichzeitig 

00 

die  Kenntniss  des  Integrales  je-^^  cos  ax  dx  uns  verschafft. 

0 

Nehmen  wir  also  die  Gleichung 


00  00 


(1.)  e-^**  =  —   I  da  cos  ax   j  dXe-^^^  cos  a  A, 

ü  Ü 
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*(— aU*)' 


imd  erinnern  wir    uns,    dass  cosaA=  ^     9"  ?       ^*^*^  ^^ 

0 
unter  0!  —  wie  üblich  —  die  Zahl  1  versi-anden  wird;  so  geht 

das  zweite  der  vorkommenden  Integrale,  d.  h,  fer-'^^  go%  aXdk 

0 

über  in: 

0  ö  ®  0 

Nun  sei  vorläufig  A'  =  1 ;  alsdann  folgt  durch  theilweise  In- 
tegration und  nachherige  Reduction 

fe-^  A2("+i)  dl  =  ^^"-f^  fe-^  A«"  dL 

Und  daher  ist,  wenn  man  allmählich  n=n — l,w — 2,  ...0 
schreibt  und  sämmtliche  Resultate  combinirt, 

/V^'  X^  dk  =  (2n-l)(2n-3H2n-6)...3^1     r^,.  ^^ 

0  0 

Eine  etwas  andere  Form  aber  können  wir  diesem  Integrale 
geben,  sofern  wir  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  rechts  durch 
(2w)  (2n— 2)  (2n-4)  .  .  .  4  .  2  =  2«  .  n  !  multipliciren.  So 
nämlich  erhalten  wir  die  Relation 


OD  00 

Ce-^  A«»  dl  =  -^"ii    /V^'  dX 


} 


in  welcher  das  auf  der  rechten  Seite  befindliche,  gegenwärtig 
als  völlig  unbekannt  angesehene  Integral  offenbar  eine  nume- 
rische Constante  ausdrückt.  Nennen  wir  dieselbe  vorläufig  c, 
und  substituiren  wir  in  die  letzte  Gleichung  statt  A  die  Grösse 

A  yky  so  entspringt  nach  einigen  leichten  Reductionen  die 
neue  Beziehung 

j  nkrVk  »! 

0 

Und  demnach  wird  jetzt 
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GO 


0  0  ^       ^  0 


0 


00  _0? 

4>t 


(2.)  r^*^'  cos  aXdJi  =  :^e 

Indem  wir  aber  diesen  Ausdruck  in  (1.)  einführen;  bekommen 
wir  die  Formel 

^— Ar*  =  —  I  (/«  COS  ax  .  :,j=z  e       =  — -7=  I  ^         COS  ao;  ^a. 

aus  welcher  wieder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.)  die  neue 
Beziehung  erwächst 


4   i. 
r    4ifc 

Und  hieraus  entsteht  endlich  ^  weil  c  nur  positiv  sein  kann^ 

(3.)  c  =fe-^'  dX  =  ^  y%~, 

u 
folglich 

00  „1 

(2«.)  Te-*''  aos2axdx  =  ^  j/j 

0 

Ein  Blick  auf  die  letzte  Gleichung  aber  zeigt  noch,  dass  man 
aus  ihr  durch  Differentiation  die  Werthe  der  beiden  Integrale 


^e    ' 


X  00 


fx^'*  cos2ax  ^~^'*'  dx,  f  er-^'-''^  x^"+^  sin  2axdx 

wird  ableiten  können. 

Der  vorhin  befolgte  Gedankengang  ist  darum  vor  allem 
bemerkenswerth,  weil  er  lehrt,  wie  die  gegenseitige  Abhängig- 
keit der  beiden  Integrale  (2«.)  und  (3.)  zu  ihrer  völligen  Be- 
stimmung benutzt  werden  kann.  Wäre  es  bloss  unsere  Ab- 
sicht gewesen  zu  zeigen,  wie  mit  der  Kenntniss  des  Integrales 

00 

J  e~'^^  dx  =^yjt  die  des   andern  gegeben  ist,    so  hätten  wir 

00 
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dies  viel  einfacher  in  folgender  Weise  erreicht.     Substituirt 
man  nämlich  in  dem  Integrale  j  d~*'  dx  statt  x  den  Aus- 

—  00 

druck  }/k  .  X  -\-  ßy  wo  A'  >  0  und  ß  Constanten  ausdrücken. 


so  kommt 


oo 


/  ß-Ar*'-2  yk.ß.v  ax  =  t/|.  eß", 


—  QO 


also  für  ein  imaginäres  ß 


00 


je-*''  cos  (2]/k.ßx)  dx  =  j/-'^-  eS^, 

—  00 

woraus  endlich  durch  Vertauschung  von  2ßj/k  mit  2  a  die 
obige  Formel  entspringt.*) 

2.  Wenn  wir  statt  der  Exponentialgrösse  e~^'^  die  andere 
f,-kx  fQj.  ^(^^  wählen  und  nun  die  Gleichungen  P.  und  P. 
in  Anwendung  bringen ;  so  bekommen  wir  die  schon  früher 
untersuchten  Laplace'schen  Integrale 


00  OD 


f^.dx^^^-^<^,0<:a<ooundf^^ 


0  0 


In  der  That  hat  man  bei  der  Ableitung  nur  der  Beziehungen 


00  00 


j  e-^^coa^xdx=^^^,,J  (r-^^sind'xdx^j^i^^ 

Ü  0 

sich  zu  erinnern.  Man  beweist  dieselben  entweder  durch 
zweimalige  partielle  Integration,  oder  am  einfachsten  mittelst 
des  Ueberganges  vom  Imaginären  zum  Reellen,  indem  man 
sich  hierbei  auf  die  bekannte  Euler'sche,  übrigens  aber  auch 
unmittelbar  einleuchtende  Gleichung 


/ 


OD 

1 


0 

stützt.*) 

Ausser  den  früher   erwähnten  geben   die  Laplace'schen 

*)  Vergl.  Laplace.    Theorie  analytique  des  probabilites.    3.  fidition. 
Paria  1820.    Page  96. 
*)  Vergl.  §.  64,  7ü. 
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Integrale  noch  zu  andern  Folgerungen  Veranlassung,  worüber 
wieder  Schlömilch's  „Beiträge  zur  Theorie  der  bestimmten 
Integrale"  einzusehen  sind. 

h 

3.  Sei  jetzt  f(x)  =  J q)(y)  e'^^  dv,  so  entspringen  die 
beiden  Gleichungen 

b  <o  <o  h 

(1.)    Iq){v)e-*'^dv=—  jcosaxda  j  dXcosaX  1  q)(v)e''^''dv, 

a  Q  %  a 

b  <x>  CO  b 

(2.)    1  <p (t;)d~^*'  dv=  —  I  sinaxda  1  sin aldl  j  q) (y)  er-^^dv, 

a  0  U  « 

die  man  augenscheinlich  wie  folgt  schreiben  kann: 

b  CO  b 

a  U  a 

h  CO  b 

{2'.)Jip{v)  e—  rft;=  -I  /'sin  ax  daf<p(v)^,  '^'>*) 

a  0  A 

Bei  nur  oberflächlichem  Anblick  könnten  diese  Beziehungen 
gar  leicht  den  Gedanken  einer  unnützen  Formelschreiberei 
erwecken ;  doch  ist  dies  keinesweges  der  Fall.  Vielmehr  deu- 
ten uns  diese  Gleichungen  ein  von  Cauchy**)  herrührendes 
Integrationsverfahren  an,  das,  wie  wir  in  dem  folgenden  Ka- 
pitel sehen  werden,  von  der  grossten  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  ist  und  dessen  Wesen  sich  kurz  in 
nachstehender  Weise  charakterisiren  lässt. 

Bislang  nämlich  haben  wir  den  bekannten  Lehrsatz  von 
der  ümkehrung  der  Integrationsordnung  bei  Doppelintegralen 
nur  in  der  Art  zur  Anwendung  gebracht,  dass  wir  aus  einem 
gefundenen  Integrale  durch  Multiplication  mit  diesem  oder 
jenem  Factor  und  mittelst  darauf  folgender  Integration  zwi- 
schen bestimmten  Grenzen  ein  neues  Integral  zu  entwickeln 
suchten.  Offenbar  können  wir  nun  aber  auch  den  andern 
Gedanken  verfolgen,  dass  irgend  ein  gegebenes,  bekanntes 
oder  unbekanntes  Integral  vielleicht  das  Resultat  einer  doppel- 


•)  Vergl.  Dipnger.  Differential-  und  Integralrechnung.  Thl.  2.  S.  236. 
**)  Journal  de  l'äcole  polytech.  28,  vergl.  Bierens  de  Haan  Exposä 
de  la  thäorie  des  propridtäs  etc.  des  integrales  d^finies,  page  438. 


—    281     ~ 

ten  Integration  sein  könne;  indem  ein  in  jenem  Integrale 
vorkommender  Factor  hier  ein  bestimmtes  Integral  mit  con- 
stanten  Grenzen  vorstellen  würde  nnd  dass  folglich  durch 
Umkehrung  der  letzten  Integrationsordnung  möglicherweise 
eine  Auswerthung  des  vorgelegten  oder  eines  neuen  Integrales 
gewonnen  werden  könne.  Und  in  der  That,  ersetzt  man  — 
immer  den  Bedingungen  des  Lehrsatzes  entsprechend  —  in 
einem  noch  unbekannten  Integrale  z.  B.  auf  passende  Weise 
einen  darin  enthaltenen  Factor  durch  ein  bestimmtes  Integral 
und  kehrt  nun  in  dem  so  gebildeten  Doppelintegrale  die  Ord- 
nung der  Integration  um;  so  gewinnt  man  eine  von  der  ersten 
verschiedene  Form^  die  wirklich  in  nicht  wenig  Fällen  zur 
Bestimmung  des  gegebenen  Integrales  fährt.  Nöthig  ist  es 
alsdann  freilich,  dass  sowohl  die  erste,  als  zweite  Integration 
auf  bekannte  Ausdrücke  zurückführen.  Ist  dagegen  nur  die 
erste  Integration  ausführbar,  so  erhält  man  natürlich  bloss 
eine  neue  Form  des  ursprünglichen  Integrales,  die  nichtsdesto- 
weniger grosse  Vorzüge  bieten  kann. 

Beispielsweise    lässt   sich    in    dem  obigen  Integrale  der 


00 


Factor  e-'^  nicht  nur  mit  —   /  ^^^"-^ ,   sondern   auch   mit 


u 

oo 


_  /  5L??^^_J!  als  gleichbedeutend  ansehen,  und  sonach  gelten 
die  Gleichungen 

h  b  CD  CO  b 

rip{v)e-'^dv  =  J  Cd  V  q>{v)j  ^^^da=~fcos  axdxj  <p(v\t^-^dv, 


00  ao  b 


a  ,a  0  0  et 

Nehmen  wir  in  der  ersten  o;  =  0,  so  kommt 

b  CO  b 

f<p  {v)  dv=l  Jd  a  J<p  {v)  ^~  dv. 


U  a 


Setzt  man  aber  hier  ftp  {v)dv  als  bekannt,  z.  B.  =  /  y-^~  =  ^ 
voraus,  so  gewinnt  man  die  Gleichung 
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00  1 


0  0 

Nun  ist 


also 

und  daher  wird  jetzt 


CO 


/da      .     ^i+g2  -f  1  ^  Ä» 
Ki+««  ^  Ki+ä*  -  1        2  • 

Schreibt  man  noch  a  =  tang  o:,  so  entspringen  die  gefälligeren 
Formen 

2  2" 

dx  »• 


J   ^  1  —  COB  a;  cos  o;  ^J         ^  2    ' 


C08  o:  4  * 


V.  Kapitel. 
Versohiedene  andere  Integralbestimmungen. 

1.    Anwendung  der  Cauchy'schen  Integrationsmethode. 

§.  98. 
Das  Integral    fdl-^^-fldx. 

0 

Verwandt  mit  den  Integralen 


QO  00 


J—  , ^-  äx  und  I  e-^^'''  cos  2  iS  o;  rf.f 

0  0 


00 


ist  offenbar  das  folgende  /  -    -  j^^^,  ^-  e/a*,    in  welchem 
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sichtlich  wieder  A'  >  0  sein  muss.*)  Zwar  lässt  dieses  Inte- 
gral keine  Zurückführung  desselben  auf  Elementarfanctionen 
zu,  gleichwohl  kann  in  der  Weise  eine  bedeutende  Verein- 
fachung erzielt  werden,  dass  die  drei  Parameter  Ar,  a,  ß  unter 
dem  Integralzeichen  verschwinden  und  statt  dessen  die  Bildung 
der  Grenze  ^i  in  der  zum  Vorschein  kommenden  Transscen- 

deuten  y^—^  ^/ bewirken.     Am   einfachsten   geschieht   diese 

Reduction  des  gegebenen  Integrales  auf  die  genannte  Trans- 
scendente  mittelst  der  im  Vorigen  berührten  Integrations- 
methode. Und  ganz  besonders  elegant  wird  die  hierzu  die- 
nende Rechnung,  wenn  man  nicht  von  der  nahe  liegenden 
Substitution 

QO 

ausgeht,**)  sondern  mit  Dirichlet  die  andere  Gleichung 

oo 

__j  =    I  e-''^  cos  xz  dz 

0 

der  Untersuchung  zu  Grunde  legt.  Ersetzt  man  nämlich  in 
dem  Integrale 

00 


ßxdx 

y=  1  :jnrrt 


die  Grösse  -,j— ^  durch  den  gleichgeltenden  Ausdruck 

e~"*  cos  xzäz, 


•f 


0 

wo  nothwendig  a  >  0  sein  muss:  so  ergiebt  sich  sogleich 
y  =  —  /  .-r-«*  dz  I  6'^^  cos  xz  cos  2ßx  dx 


0 

00  OD 


=  -^-  I  a^«*  dz   Cer^'^dx  rcos(2:+2/S)a:  +  cos(z— 2/S)a:l, 

*)  Den  beBondem  Fall  A  =»  0  habeu  wir  ja  schon  erörtert. 
♦♦)  Vergl.   Schlömilch    in    seiner   Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik. 
Bd.  1,  S.  186—188. 
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d.  h.  in  symbolischer  Form 


OD  OD 


y==Y^^    i  er^^  dz  (  e-^^  cos  {z+2ß)  x  d;c. 
Aber 

OD  _  (^  +  2/5?)' 

/  e"^''  cos  {z±2ß)x  dx^^^y^  e      ^^, 


0 

folglich 


1    iiA  V  /  ''"''(rk-in:)^ 


Er^nzt  mau  jetzt  az  -\-  ( — |^  +  AA  zu  einem  vollstän- 
digen Quadrate   ( -4f=  +  «  V^  ±hr=]     ^^^    zieht    hiervon 

[a^  k  +  2  a  ß]  wieder  ab ,  so  bekommt  man  die  andere 
Beziehung 

0 

Hieraus  aber  ersieht  man  auf  den  ersten  Blick  ^  dass  durch 
Einfuhrung  des  Werthes  x  statt  — |^  +  «^^^  db  S=  i"ißer 
Integral  die  Gestalt  annimmt: 

00 


^+Ä 


d.  h.  in  anderer  Schreibweise: 

-                                              «  d"***  cos  2  fi  o;    , 
1.  f ^.— . — J~-  dx 


I  g~       cos  2  I 


0 

00  oo 


Differentiirt   man   diese    Gleichung   nach  ß,   so   ergiebt 
sich  noch 
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denn 

^2^**"''  /«-*'  da;  =  2  (±  2«)  e±'"P  Ce-''  dx 

und 

Wie  man  sieht,  sind  die  Laplace'schen  Integrale  specielle 
Fälle  der  vorstehenden;  denn  einem  früher  bewiesenen  Satze 
zufolge  darf  in  diesen  Gleichungen  k  wirklich  mit  Null  iden- 
tificirt  werden.  Und  setzt  man  auch  ß  =  0,  so  folgt  die 
bekannte  Beziehung 


/ 

0 


00 

dx  n 


a*4-^'  2a' 


dagegen  erhält  man: 


oo  oo 


wenn  bloss  /S  =  0  gewählt  wird. 

In  Betreff  der  für  die  Theorie  der  Wärme,   der  atmo- 
sphärischen Refraction  u.  s.  w.  wichtigen  Transscendenten 

fe~^dx  endlich  mögen  noch  folgende  Bemerkungen  eine 

Stelle  hier  finden. 

00 

Zerlegt  man  das  Integral  fe-'"  dx  in  die  beiden  andern 

U 

J^-^''  dx  und  fe^"^^  dXj 

0  ti 

SO  hat  man  sofort  die  Gleichung 
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00  u 


Dabei  kann  ft  positiv  oder  negativ  sein;  indess  darf  /i  stets 
als  positive  Grösse  betrachtet  werden,  weil  für  ein  negatives 
fi  =  —  ft  offenbar 


J  A*"  dx=  —  jer-^  dx 


0  0 

und  sonach 


ist. 

§.  99. 


'^  ^  dx 


J— --  da 

e     *  f{x)  y: 


X 


Wird  in  dem  Laplace'schen  Integrale 


00 


U 

die  Grösse    rr^  durch  das  Integral  y^«^+**)yrfy  ausgedrückt; 
so  entsteht  die  Gleichung 


00  00 


^-  erv<i  =  l'dxcospx  /^(«H^).vrfy=  ic^^ydi/  A-y*'cospxrfa:. 

0  Ü  0  0 

Nun  ist  aber 

j  e^y^  coBpx  dx  =  ij^y-e   *^, 


0 

und  folglich  wird 


j 


■.-(••'+ft)  Ä  _  »^  ^„ 


oder 


n     " 


a 

I 


2'/ 
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Dieses  Integral  bildet  einen  besondem  Fall  des  folgenden 


OD 


/r-vw^, 


das  seinerseits  wieder  in  dem  allgemeinern  Integrale 

e     *  f{x)  dx 


f 


n 


a 


p^  00 

j^  =  y^    j   er-'v^  cos  2py  dy, 


enthalten  ist.  Behandelt  man  dasselbe  ebenfalls  nach  der 
Cauchy'schen  Integrationsmethode ^  schreibt  man  nämlich 

e 

Vi 

Ö 

so  bekommt  man  das  Theorem 

b         p^  00  b. 

1.  Ce~'  f{_x)  ^  =  y^  f^y  cos  2  py   Ce-i^"  f{x)  dx. 

Aus  demselben  fliessen  ohne  Schwierigkeit  die  nachstehenden 
Integrale,  in  denen  f{x)  nach  und  nach  =  x  e-^^^  er^'^  sin  rx^ 
^-«'^  cos  r  X  und  a  =  0 ,  ft  =  oo  gewählt  ist: 

2.  rV  ^'"'^^^  yicdx^  i±|^  e-«?*  Vn , 


0 

ao 


3.J  ^     ^      '  -^-^^=c~«''^[^eos2pfi  +  Asin2i9ft]^^^ 


u 

00 


4.J  e  '^"^^ dx^e-'^P*'{Xito^2p\i—^ÄX!L2p^^^ 

0 

Man   hat   bei  diesen  Integralbestimmungen  nur  der  Euler'- 
sehen  Gleichungen 


«  f  sin  « (arc  tg  -  =s  -ifc) 

»COB^J?  *  «     JCOS  fl  'V' 


00 


sich  zu  erinnern,  ausserdem  aber  bei  der  zweiten  Formel  die 


früher  bewiesene  Beziehung 
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» 


/COS  2pxdx  _  n         g^^  fSp     ,      n 
u 

in  Betracht  zu  ziehen  und  bei  den  Gleichungen  3.   und  4. 

die  erst  später  (§.  106.)  zu  rechtfertigenden  Relationen 


CO 


(^q:Jjq:7«  «>s  2  p  a:  rf x  =  ^y^=^^  [A  cos  2i>  ^-^  sin  2p  ,t] 

0 

ZU  berücksichtigen. 

Führt   man   in   die  Gleichungen  3.  und  4.    statt  x  die 
neue  Veränderliche  o;^  ein,  so  entspringen  die  Formen: 

r-  («    "^ 'Vgiii(;.a.2)<^a;=^^8pi[j„.o82pitt+Asin2p^]j/-^, 
e  ^  ^cos(ra:^)</a;=^  ^'^^  [A  cos  2p  fi—^  sin  2p  fi]  1/  , 

0  ^ 

aus  denen  wieder  für  ^  =  0,  p  =  0  die  specielleren  Bezie- 
hungen entstehen: 


CO  pi 


5.  ( e    **  sin  {rx')dx=\j/^  e'P^'^^[cosp}/2r+smp]/2?], 


00  p» 


6. /^  e    *'  cos  (ra:2)  dx  =  {j/^e-P^^-[cosp}/2r—smpy2r] , 


0 

oo 


7.  y>^  sin  (rx^)  äx  =  i/'^-^^:^''l 


0 

OD 


8.  f^^^  cos  (ra;^)  rfa:  =  ^j/^^^±^.    . 

0 

Noch'  eine  andere,  für  das  Nächstfolgende  sehr  wichtige 
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Gleichung  liefert  uns  das  Theorem  L,  wenn  wir  f(x)=xf*e^^*^ 
und  ebenfalls  wieder  «  =  0,  ^  =  00  voraussetzen.  So  näm- 
lich erhalten  wir  die  Relation 

aus  welcher  mit  Beachtung  der  bekannten  Formel 


00 


^(fl)  _   J  ^k^  .,«-1  ^^ 


/  ^'^  Xf""^ 


sofort  die  .andere  sich  ergiebt: 

Diese  Gleichung  aber  lässt  sich  in  der  Form 


/ 


P\ 


10.  /  e    ^^"^'^  x'^-iidx 


_Ki/pY_2.J.    ,    (n+1)«     1      ,    (n+2)(n+l)n(n-l)/    1    V  ,       ] 
-T  W  "^  T+-2-2^  + 2-:i \Wg)  +-J 

schreiben,  wenn  wir  unter  ft  die  ganze  Zahl  n  verstehen. 

Setzen  wir  noch  q  =  Y^ }  P  =  Vy  ^  und  der  Kürze 
halber  die  Coefficienten  in  der  Klammer  rechts  beziehungs- 
weise =  «1 ,  flfj,  .  .  . ,  wo  also 


(n-fm)  (w+w— 1) .: .  [n— (m— 1)]  ^ 

2  .  4.  6  ...  2m  ' 


SO  entspringt  unmittelbar  die  folgende  Beziehung: 

H 


u 


=  [^  +  "'fc  +  ''^(|^+-] 


^-SS^-oy, 


*)  Man  sieht  hieraus,  dass  für  den  Fall  eines  negativen  fi  l-\-ti'^0 
sein  mass. 

Mbtbb,  bestimmto  Integrale.  19 
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§.  100. 

2.       Beweis  eines  allgemeinen  Theoremes  ron  den  Gamma- 

fanctionen«*) 

Die  vorhin  gefundene  Gleichung  10''.  ist  für  uns  dess- 
halb  von  besonderm  Interesse,  weil  sie  uns  als  Basis  für  die 
Ableitung  eines  allgemeinen^  die  Gammafunctionen  betre£Pen- 
den  Theoremes  dienen  wird.  Multipliciren  wir  nämlich  die 
genannte  Formel  mit  ^f^~^  e~fi^  ad",  wo  (i  und  ß  beide  posi- 
tiv sind,  und  integriren  wir  darauf  zwischen  den  Grenzen  0 
und  oo;  so  geben  zuvörderst  die  Glieder  der  rechten  Seite 
Ausdrücke  von  der  Form 


00 


WO  fi  natürlich  stets  grosser,  ab  n  sein  muss. 
Das  Doppelintegral 

e-ß^di'H'^  d»  I  e    ^       '^  x^'-k  dx 

ü  0 

hingegen  lässt   sich  durch  Umkehrung  der  Integrationsord- 


00 


nung   sogleich   in    das   einfache   F(^+^)  / a^  "  dx 

verwandeln.     Und  daher  besteht  nunmehr  die  Gleichung 


00 


»^  r((t+i) /« V  /        o^+'dx  rw 


(«a!«+ßa;+y)''+i  (^2Kay)'' 

Wird  darin  a^y  =  1  und  /3  <=  0  genommen ,  so  kommt 


00 


*)  Vergl.  Schlömilch.  Beiträge  zur  Theorie  der  bestt  Integprale 
S.  88—91. 

A.  Meyer.  Exposä  ^l^mentaire  de  la  th^orie  des  integrales  d^finies. 
Bruxelles  et  Leipzig  1851.    Page  323. 
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Das  Integral  aber  stellt  ein  Euler'sches   der  ersten  Gat* 
tung  vor;  es  ist  nämlich  mit  dem  Integrale 

oo       n-^fi  —  1 

dx 


0 

2 


gteklibedeutend ,   wie  sich  sofort  durch  Vertauscbung  von  x 
mit  X  erkennen  lasst.*)    Einem  bekannten  Theoreme  zufolge 
muss  daher  die  Beziehung  Statt  finden 

CO    n+H:i_^^  P^+^+A  TlH-A 

und  demnach  ist  jetzt 

+  '•+",:  4"""  ''('•-2)  +  •  •  ■ 

Ersetzt  man  in  dieser  bemerkenswerthen  Gleichung  die 
ganze  Zahl  n  nach  und  nach  durch  die  andern  m— 1^  m—2 
und  nimmt  statt  ft  überall  ^— ft>  so  erhält  man  die  speciel- 
leren  Beziehungen: 

j.^  (2-ft)  (4-^)  (6-ft)         (2«.-2-ft)  ,  _  j,^^_^ 

Bin  ^jr .  r(fi)  ^        *^^ 

-f.  !!!(!^r±)  r(^_^_i)-{-('^iH"-^)('"-2)  iXffl-ft  -2)  + .  ■ . 
und 

1».  (l-^)(8-/0(6-;.)...(2».-3-j>)  _  j,(^^   ^ 

r(f*)  sm  ftw  ^        ^^ 

Augenscheinlich  erfordern  nur  die  linken  Seiten  derselben 
eine  nähere  Erläuterung.  Nehmen  wir  daher  zunächst  die 
Gleichung  1".,  so  zeigt  sich,  dass  durch  die  Substitutionen 
m — /i  statt  ft,  na=»i — 1  die  linke  Seite  der  Gleichung  1.  vor- 
erst diese  Formel  annimmt: 

'T?^re  f )  rm- 

*)    Vergl.  §   60. 

19* 
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Beachtet  man  aber^  dass  der  frühem  Bedingung  (i  y^  n  zu- 
folge das  neue  ft  offenbar  zwischen  0  und  1   sich  befinden 

muss;    so   kann  für    /   (-~^ )   ^^^  gleichgeltende  Ausdruck 


n 


C08    ?.'? 


gesetzt  werden.    Und  da  nun  andererseits 


r(-i)-r("-i+i-i)  -(i-i)(2-i)(3-i) . 

folglich 


-  (i-i)"" 


»»— 111 


-^'iH 


jf    (2  .  I  )  (2  «)2  2       ^  sin  iin 

ist:  so  wird  ersichtlich 

-y;pi   V       vi   (^  2  ;  =       r(^) sin (^      ' 

eine  Beziehung,  die  nur  in  der  Schreibweise  von  der  obigen 
Form  sich  unterscheidet. 

Für  die  Gleichung  1*.  hingegen  hat  man,  wenn  /t  auch 
hier  als  echter  Bruch  betrachtet  wird,  diese  Reductionen: 

^  g,«-l-.Yi._^Y»-l|l ^ ^(l-jx)(3-j[t)...(2m~3--|it)g 

K^     V   ^    /         r(|*).2"-^Bin/*Ä.r«  r(^).8in^« 

Die  Gleichung  1.  lässt   sich   übrigens  in  einer  kurzen 
symbolischen  Form  darstellen,  wenn  man  einer  früher  erör- 
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terten  Schreibweise  sich  erinnert.*)  Dieser  zufolge  nimmt 
nämlich  die  Gleichung  10.  der  vorangehenden  Nummer  zu- 
nächst die  Gestalt 


'  c"^''*"^*)/ -^dx=J^-  e-^P^  ^   jr(^^n-r+-L)         (2  .  2p) 


0 


=  YjL  (lX e-*M  y      r(2»-r+l)       /_l i__\ 

au.     Und  hieraus  folgt  wie  obeu 


"     » 


00 


:^  (2*1^)'-'  nr+1)  r{n  -  r+1)    /  *  '^'^    ^  '^ 

^  0 


*    -  -   /i— r 


^  'V  /      1      y'~'^  r(2n— r+l)  r(ft— w+r)     1 

Indem  man  aber  mit  dieser  Beziehung  die  vorhin  angezeigten 
Umformungen  vomiramt,  erhält  man  schliesslich  die  Form 

^5^-*   V    2     M   \  2  )~jZir-^   "r(r+i)  r(«-r+i)    • 


3.   Integnralbestimmungen   mittelst  Differentiation   und   nach- 

heriger  Integration. 

§.  101. 
Yorerinnerungen« 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  durch 
das  Cauchy'sche  Integrationsverfahren  neue  Belege  für  die 
ausserordentliche  Tragweite  des  Theoremes  von  der  Umkeh- 
rung der  Integrationsordnung  bei  Doppelintegralen  mit  con- 
stanten  Grenzen  gewonnen  haben;  liegt  es  uns  nun  noch  ob; 
an  einer  Reihe  von  Beispielen  jene  ebenfalls  nicht  gering 
ZU  achtenden  Folgerungen  in  helleres  Licht;   als  dies  früher 


*)  Gl.  3«.  §.  75. 
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geschehen^  zu  stellen;  welche  wir  aus  der  Differentiation  eines 
Integrales  nach  einem  Parameter  ziehen  können,  wenn  wir 
diese  mit  einer  nachfolgenden  Integration  in  Beziehung  setzen. 
Die  Methoden^  welche  aus  einer  derartigen  Combination  bei- 
der Operationen  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
erwachsen ;  theilen  sich  in  Bezug  auf  die  genannte  Differen- 
tiation naturgemäss  in  zwei  Hauptgruppen.  Entweder  näm- 
lich führt  dieselbe  bei  einem  zu  entwickelnden  Integrale  auf 
ein  unmittelbar  bekanntes  oder  doch  leicht  zu  ermittelndes 
Integral  y  oder  sie  ermöglicht  die  Bildung  von  Differential- 
gleichungen. Gelingt  daher  in  beiden  Fällen  die  nachfolgende 
Integration,  so  ist  dadurch  der  Werth  des  zu  bestimmenden 
Integrales  aufgezeigt. 

Dass  übrigens  die  nothwendigen  Bedingungen  des  Leib- 
nitz'schen  Satzes  erfüllt  sein  müssen ;  bedarf  keiner  weitem 
Erörterung.*) 

Nach  diesen  Andeutungen  über  den  Geist  der  hier  auf- 
tretenden Methoden  wenden  wir  uns  zu  ihrer  nähern  Erläu- 
terung durch  Beispiele  und  beginnen  mit  der  zuerst  genannten 
Gruppe. 

§.  102. 

Rednction  eines  unbekannten  Integrrales  auf  ein  bekanntes  durch 

Differentiation  nach  einem  Parameter« 

b 

Heisst  das  Integral  //"(x,  «)  dx,  dessen  Werth  wir  be- 

a 

stimmen  wollen^  kurz  u,  und  nehmen  wir  an^  dass  die  Gren- 


*)  Wir  haben  dieses,  sowie  das  Theorem  von  der  ümkehrung  der 
IntegrationsordnuDg  bei  Doppelintegralen  freilich  nur  för  den  Fall  ste- 
tiger Fauctionen  und  endlicher  Integrationsgrenzen  bewiesen  und  als- 
dann später  beide  Lehrsätze  ohne  Weiteres  auch  in  solchen  Fällen  zur 
Anwendung  gebracht,  in  denen  eine  Modification  jener  ursprünglichen 
Annahme  eintrat.  Wir  waren  indess  hierzu  berechtigt,  weil  die  nun 
noch  hinzuzufügende  Bedingung,  dass  das  zu  bildende  Integral  nicht 
ohne  Bedeutung  sei,  nach  den  vorgeführten  Lehren  über  den  Sinn  sol- 
cher Integrale  sich  gewisserroassen  von  selbst  verstand.  Man  vergleiche 
übrigens  in  dieser  Hinsicht  beispielsweise  die  Paragraphen  43,  45, 
71  und  75. 
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zen  a  und  b  unabhängig  von  der  Constanten  a  sind ;  so  folgt 

durch  Differentiation  nach  ai 

b 
du  _    fdjißjjc)^^^ 


u  ^  ri 


da 


Indem  wir  aber  den  Werth  dieses  Integrales  als  bekannt  und 
zwar  =  i;  (a)  voraussetzen ,  erhalten  wir  durch  Integration 

u  +  const.  =zfrlf{a)  da, 

eine  Gleichung  also^  welche  zur  Kenntniss  vod  u  führt;  wenn 
das  unbestimmte  Integral  zu  den  angebbaren  gehört.  Dies 
nun  vorausgesetzt;  liegt  uns  folglich  nur  noch  die  Bestimmung 
der  Integrationsconstanten  ob.  Offenbar  geschieht  dies  sofort 
durch  Ermittlung  eines  solchen  besondern  Werthes  von  a, 
für  welchen  das  ursprüngliche  Integral  unmittelbar  bekannt  ist. 
Da  wir  von  dieser  Methode  bei  Gelegenheit  der  auf 
Gammafunctionen  zurückführbaren  Integrale  schon  Gebrauch 
gemacht  haben*),  so  mögen  nur  noch  einige  Beispiele  eine 
Stelle  hir  finden.  Behufs  naheliegender  Folgerungen  kehren 
wir  jedoch  vorerst  auf  die  damals  entwickelten  Integrale 
1  1 

^-   /Ti-''^«=lg(P+l)«nd/?^rfa;=lg^,/;>0,?>0    1«. 

0  0 

zurück. 

I.  Schreiben  wir  nämlich  in  dem  letzten  Integrale  p-\-q 
anstatt  q,  so  kommt 

'^  «..(«- lg  örii. 


/'■ 


Daraus  folgt  weiter,  wenn  p  mit  p-^-r  und  in  dem  ersten 
der  obigen  Integrale  q  mit  p  vertauscht  wird  und  beide  Inte- 
grale nach  einander  mit  dem  eben  benutzten  durch' Subtrac- 
tion  verbunden  werden: 


0 

1 


0 


*)  Siehe  §.80,  Schluss. 
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Wiederholt  mau  diesen  Gedankengang  immer  von  nenem^  so 
erhält  man  nach  und  nach  Relationen;  aus  denen  man  durch 
Gleichsetzung  sämmtlicher  Binomialfactoren  leicht  allgemeine 
Formeln  abstrahiren  kann^  die  sich  ohne  Mühe  mittelst  voll- 
ständiger Induction  zur  Gewissheit  erheben  lassen.  Es  sind 
dies  die  Gleichungen: 

Q  5=0 

und 

/ '^^  *"  ^^  =2  (-  ^y  C)  ^8  [p + («-'') «' + 1]' 

0  0  • 

welche  ihrerseits  wieder  zu  weitern  Folgerungen  Veranlassung 
geben;  wie  man  in  Bierens  de  Baan:  ^^Expose  de  la  theorie 
des  propri^t^s  etc.  des  integrales  definies,  pag.  347  etc." 
nachsehen  kann.  Aber  ein  viel  allgemeineres,  dem  in  §.  80, 
Schluss  bewiesenen  Satze  verwandtes  Theorem  lässt  sich  mit 
Hülfe  der  Gleichung  1.  entwickeln. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  das8/'{x)  eine  solche  Function 
von  X  bedeute,  die  für  a:  =  1  verschwindet,  übrigens  aber 
in  nachstehender  Weise  sich  schreiben  lasse: 

2.  f{x)  =  flj  o:"»  +  «2  ^*^  +  ^3  ^"^  +  •  •  • 

Die  Grössen  a  und  a  bezeichnen  hierbei  willkürliche  Con- 
stanten, von  denen  die  letztem  indess  sämmtlich  positiv  sein 

1 

sollen.     Giebt  man  nun  dem  Integrale    /  '-—^  dx  die  Gestalt 

0 

1  1 

igx  J  Iga;  ' 

SO  entspringt  mit  Berücksichtigung  der  Beziehungen  1.  und 
/•(l)  =  öj  -|-  «2  -}-  .  .  .  =  0  sofort  die  von  Euler  gefundene 
Gleichung 

0  *^^ 


*)  Vergl.  §.  61,  Formel  7.  —  Die   obige  Gleichung  findet  sich  in: 
Euler,  Inst.  cal.  int.  vol.  IV,  sup.  V.  §.  27,  p.  276. 
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II.     UDmittelbar  aus  den  früher  bewiesenen  Euler'schen 
Formeln  erhellt,  dass  der  Werth  des  Integrales 


J 


00 

•     —Aar     • 

e        Sin  a  X   . 

dx 

X 


arctang^  heisst.     Abgesehen  jedoch    von  dieser  Deduction 

lässt  sich  das  Integral  nach  der  hier  in  Frage  kommenden 
Methode  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Differentüren  wir  nämlich  die  Gleithung 


00 


/*e         sin  o;  a;     , 
— s — '^^ 


nach  ttj  so  ergiebt  sich 


00 


''" 


^  =    I  r-**  cos  ax  dx  = 


da  f  ^"  —  k^+a^' 

Mithin  wird 

^"^  I  ir^^  ""  arctang^  +  const. 

Nun  ist  für  a  =  0  auch  y  =  0  und  demnach  const.  ==  0. 

Würde  man  dagegen  die  Differentiation  nach  k  vorziehen, 
so  erhielte  man 


oo 


a*  =  -  f^"  «^  axdx  =  -  j^„ 


sonach 


y  z=  —  arc  tang  — (-  const. 


Für  a  =  0  aber  ist  y  =:^^   wenn  wir  der  Kürze   halber  a 
positiv    voraussetzen,    und   folglich   y  =  ^  —  arc  tang  - 


=  arc  tang  ^. 


k 

Will  man  in  derselben  Weise  die  beiden  Integrale 

oo  oo 

/*g—ka  __  g—ki a                                         Ce"^  —  c~"*»* 
sin  ax  dx  und    f cos  ax  dx 
X                                                                  J                    X 

0  ü 
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behandeln^  in  deneu  k  und  A:,  natürlich  positiv  sein  müssen^ 
so  findet  man 


sm  ax  dx  ==  arc  tani?  -  —  arc  tanff  - 


0 

und 


/ 


nr..  axdx  =  ^  lg  fa^J^. 


Die  Integrationsconstante   bestimmt   sich    dabei   am   zweck- 
massigsten^  wenn  man  k  =^k^  setzt^  also  von  k^  bis  k  integrirt. 
Schreibt  man  endlich  in  dem  letzten  Integrale  a  =  Oy 
so  folgt  noch 


oo 


/ 


tf-^-'^^e-*^*    ,  ,     k, 


X 


rfa:  =  lg^.*) 


III.    Ein    anderes    hier   passendes    Beispiel    liefert    das 
Integral 


00 


/* t^ m  ax    Änßx  j 

das  sogleich  zu  der  Beziehung  führt: 

Ü  'ü  0 

=  ^  farc  tang  — "t?  —  arc  tang  ^^-^l« 
Daraus  fliesst  weiter 

weil 

Tarc  tang  '^da  =  a  arc  tang  ^  —  cj  ^f:^.,;^, 

=a  arctang^  +  b  arc  tang^  -  | lg[c'+(a+i^)'l-fconst. 

ist  und  für  a  =  0  auch  y  den  Werth  0  erwirbt.     Berück- 
sichtigt man  aber  die  bekannte  Formel 

*,  Vergl  §.  80,  SchluBS  oder  Gl.  1«. 
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arc  tang  u  +  arc  tang  v  =  arc  tang  r^-> 


80  folgt  leicht 


0 

4.   A  Ic    ^+(«--g)' 
"^    4    '^   Ä«+(a+|3)«* 

Und  hieraus  fliesst  wieder  f ür  a  =  /J 


Je-*«  (?^)'  äx  =  «  arc  tang  ?^  -  A  lg  *'+ « «'. 

Würde  endlich  der  Sinus  durch  den  Cosinus  vertreten^  so 
müsste  man^  um  ein  nicht  sinnlos  werdendes  Integral  zu 
haben;  dasselbe  in  dieser  Gestalt  schreiben 


"-/' 


Die  Differentiation  nach  a  ftihrt  dann  sogleich  zu  der  Be- 
ziehung 


00 


|_.  „  _   r«:^:^!«,;,,  =  _  „e  tang  ?^, 


aus  welcher  sich  nun  wieder  in  bekannter  Weise  der  Werth 
von  ij,  nämlich 

o  i.  2Ö  ,  2a    ,     Ä   1      A:«+4a« 

y  =  /3  arc  tang  -J^  —  «  arc  tang  -^+  -  lg  j^f^^^s 

entwickeln  lässt.     Die  ausführliche  Betrachtung  dieses  Inte- 
grales wird  in  dem  folgenden  Paragraphen  geschehen. 

§.  103. 
Fortsetzung. 

Nicht  immer  ist  der  im  Vorigen  innegehaltene  Gedanken- 
gang so  einfacher  Natur.  Es  kann  sich  sehr  wohl  ereignen, 
dass  mehrere  nach  einander  zu  vollziehende  Differentiationen 
nöthig  werden,  um  auf  bekannte  Integrale  zurückzukommen. 
Bei  .der  nachfolgenden  Integration  sind  alsdann  offenbar  eben 
so  viel  Gonstanten  zu  bestimmen,   als  Derivationen  voraus- 
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giugen.  Und  zwar  geschieht  deren  Bestimmung  am  zweck- 
mässigsten  in  der  Weise,  dass  man  für  jedes  unbestimmte 
Integral  einen  solchen  besondern  Werth  eines  in  Betracht 
kommenden  Parameters  aufsucht,  für  welchen  das  gleich- 
namige bestimmte  Integral  unmittelber  bekannt  wird.  Die 
Auflösung  sämmtlicher  so  gewonnenen  Gleichungen  liefert 
dann  die  Werthe  der  verschiedenen  Constanten. 

Um  auch  hier  das  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  erläu- 
tern, wollen  wir  das  im  vorigen  Paragraphen  schon  ange- 
deutete Integral 


OD 


/*     jL_,  COS  aa?*  —  cos  Bx'   ,  »  ^    a 

0 

einer  nähern   Betrachtung    unterwerfen.     DiflFerentiiren    wir 
dasselbe  zunächst  nach  a,  so  ergiebt  sich 


00 


ccc  f  X  ' 


0 

und  hieraus  konnte  man  also  mit  Rücksicht  auf  die  Formel 


ao 


V*-  af-^  sin  ^x  dx  =  ^:^^+l^  _Jna_^__ 


«  (Ar«  +  -6-«)  ^ 

sogleich  schliessen,  dass 

g^  =  -arctang^ 

ist.  Gegenwärtig  sehen  wir  indess  von  einer  Benutzung  der 
Euler'schen  Relation,  sowie  von  dem  im  vorigen  Paragraphen 
Gelehrten  gänzlich  ab,  diflFerentiiren  vielmehr  unser  Integral  y 
nochmals  tiach  a.    Dadurch  kommt 


ao 

1*^^  =  -  2  fe-^^  cos  2ax  dx  =  —  -^-~-*)^ 


und  folglich  wird  durch  Integration  dieser  Gleichung  nach  a 
die  Beziehung 

d 


I  =  -  ^fw^-r^ä^  =  -  arc  tang  ^-^  +  const. 


*)  Vergl.  die  §§.  64;  70,  Anmerk.  2;  97,  2. 
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entstehen;  welche  sich  einfacher  so  schreibt: 

ü arc  tajig  ^  , 

weil  für  «  =  0  offenbar  ^-  =  0  ist.    Die  nochmalige  Integra- 
tion nach  a  zeigt  nun^  dass 
y=—  / arc  tang-~  da^=^ — aarctg  nr+  jlg[A:^+4a'^]-f- const. 

Weil  aber  für  a  =  ß  das  bestimmte  Integral  y  den  Werth 
Null  erwirbt,  so  muss 

const.  =  ß  arc  tang  -^  —  j-  lg  [^^  +  4/3^] 
und  demnach 

*        X     2a    ,  r j.„  cos  aa;*  —  cos  öic*   , 

arctg^</a=   /  «-** ^ ^—dx       , 


a  0 


==  ^  arc  tg  ^P  -  «  arc  tg  -j^  +  ^  lg  j^^^ 

sein. 

Wäre  endlich  die  zweite  Differentiation  nach  k  statt  nach 
a  vollzogen,  so  hätten  wir  diese  Gleichung  gehabt: 

OD 


adk         J  ^ 


o    Ol  =    I  e-''*  sui2ax  dx  =  Yi  J-.  j 

OCLok  f  Ä*  +  4  a* 


ü 

Daraus  aber  entspringt 

^       -ii=  arc  tang  - — |-  const. , 


■■-/-, 


+ 


(Ä) 


OD 


0 

wird, 


5y  t  k         n  i  2a 

g^  =  arc  tang  ^^  _  -  =  _  arc  tang  -^. 


U.    8.   W. 
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§.  104. 
Umkehrung  des  im  Obigen  befolgten  Gedankenganges« 

Nur  mit  einigen  Worten  wollen  wir  einer 
methode  hier  noch  gedenken  ^   die  sich  als  Umkehrung  der 
vorhin  gepflogenen  Betrachtungen  zu  erkennen  giebt. 

Sei  nämlich  das  zwischen  den  von  a  unabhängigen  Gren- 
zen a  uud  h  genommene  Integral 

b 

u 

dessen  Werth  wir  bestimmen  wollen,  eine  stetige  Function 
des  Parameters  a.    Alsdann   lägst  sich   immer  die  Gleichung 

a  ah 

Jyda^=^  fdajf(x^  a)  dx 

c« 

bilden.  Da  nun  bei  einem  unbestimmten  Integrale  die  untere 
Grenze  durch  die  sogenannte  Integrationsconstante  vertreten 
wird ,  so  kann  man  rechts  die  Ordnung  der  Integrationen  ver- 
tauschen, und  folglich  erhält  man 

b 
Jyda  =-JdxJf{x^  a)  da. 

Lässt  sich  mithin  nicht  nur  das  unbestimmte  Integral ^/(xya)  da^ 
sondern  auch  das  bestimmte  jdx  Jf{x,  a)  da  ermitteln ^   so 


u 


ergiebt  sich  wieder  durch  Di£Eerentiation 

b 


y  =  §^  j  äx  j f{x,a)da. 


Der  HinzufQgung  einer  Constanten  bedarf  es  bei  dem  unbe- 
stimmten Integrale  jf{Xy  a)  da  natürlich  nicht,  weil  sie  ja 
durch  die  nachfolgende  Differentiation  wieder  verschwindet. 
1.     Sei  z.  B.  der  Werth  des  Integrales 

y  ^^  jer^x  dx 

Ü 

anzugeben.    Integrirt  man  hier  unbestimmt  nach  a,  so  kommt 

1  1 

I  yda  =  I  X  dx  I  e-^  da  =  —  je-^  dx  =  - — ~— , 


0  0 
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und  sonach  wird 

2.    In  ganz  ähnlicher  Weise  entspringen    aus  dem  In- 
tegrale 

y  =^fx  sin  ax  dx 

u 

diese  Gleichungen: 
I  y  da  =  —  I  dx  cos  ax  ==  —  ^^5_?  ^     y  -.- 


Bin  a  —  a  cos  a 


a« 


Dass  übrigens  auch  hier  eine  wiederholte  Anwendung  der 
genannten  Operationen  unter  Umständen  erforderlich  werden 
kann,  versteht  sich  wohl  von  selbst.  So  ist  beispielsweise  für 
das  Integral 

y  =Je^^  x^dx 

0 

eine  zweimalige  unbestimmte  Integration  yon  Nothen.  Man 
hat  nämlich;  wenn  man  die  Hinzufügung  der  Constanten 
unterdrückt;  welche  ja  auch  hier  wieder  aus  dem  Endresultate 
verschwinden  müssen, 

1  2 

I  yda  =  —  Ix  er^  dXy      j  yda^  *= —  > 

0 

folglich 


und 


,_Hi^-:>_^.(L+^). 


§.  105. 

Integralbestlmmnngen  mittelst  Differentialgrleichnngren  der 

ersten  Ordnung. 

Die  in  den  Paragraphen  102.  und  103.  erwähnten  Metho- 
den zur  Ermittlung  unbekannter  Integrale  beruhen  auf  der 
Annahme ;  dass  die  DüTerentiation  schliesslich  auf  ein  bekann- 
tes Integral  zurückführt.    Dieser  Voraussetzung  aber  dürfte 
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bloss  in  verhältnissmässig  sehr  günstigen  und  desshalb  nicht 
sehr  zahlreichen  Fällen  entsprochen  werden.  Weit  öfter  wird 
voraussichtlich  der  Fall  eintraten  ^  dass  ein  unbekanntes  In- 
tegral das  Ergebnis»  der  Differentiation  bildet.  Gelingt  es 
alsdann  aber^  durch  irgend  welche  Mittel  ein  Abhängigkeits- 
verhältniss  zwischen  diesem  und  dem  ursprünglichen  Inte- 
grale herzustellen;  so  erhält  man  offenbar  eine  oder  auch  zwei 
simultane  Differentialgleichungen  ^  deren  Integration  ^  s(^em 
sie  möglich  ist;  nun  zu  dem  Werthe  des  vorgelegten  Inte- 
grales führen  wird. 

Die  Ordnung  der  so  erzielten  Differentialgleichungen  ist 
entweder  die  erste  ^  oder  eine  höhere  ^  und  zwar  entscheidet 
hierüber  die  Anzahl  der  Derivationen,  welche  behufs  Er- 
langung einer  Relation  zwischen  dem  ursprünglichen  Integrale 
und  den  Abgeleiteten  desselben  zu  vollziehen  sind. 

Obwohl  wir  schon  früher,  bei  dem  Beweise  der  Euler'- 
schen  Formeln  nämlich,  mit  dem  Wesen  der  hier  nothig  wer- 
denden Operationen  Bekanntschaft  gemacht,  ist  es  doch  äusserst 
wünschenswerth,  die  Natur  dieser  Methoden  noch  eingehender 
zu  beleuchten  und  namentlich  auch  solche  Fälle  vorzuführen; 
in  denen  bloss  eine  Differentialgleichung  zu  behandeln  ist. 

Selbstverständlich  werden  wir  nun  zunächst  solche  Bei- 
spiele auswählen;  welche  nur  die  Bildung  einer  Differential- 
gleichung der  ersten  Ordnung  verlangen. 

I.    In  §.  99.  haben  wir  gesehen,  dass  ^J/^er-^^^  den 


ao 


Werth  des  Integrales  /  e-^^-^i  dx,  a  >  0  vorstellt,  und  zwar 

0 

haben   wir   uns  dabei   auf  die  Kenntniss  des  Laplace'schen 

ao 

Integrals    /  |^^  ^  dx  gestützt.    Unmittelbar  aber  können  wir 

u 

zu  dem  genannten  Resultate  gelangen ,  wenn  wir  die  Ermitt- 
lung des  Integrales  von  der  Behandlung  einer  Differential- 
gleichung der  ersten  Ordnung  abhängig  zu  ^nachen  suchen*). 


*)  Memoire  aar  les  integrales  d^finies  par  Poisson  in:  Journal  de 
rdcole  polytechnique  cah.  16,  p.  237  etc. 
Vergl.  auch  §.  44. 
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Und  in  der  That;  aus 

OD 

folgt  sogleich 

dy  l  e  dx 


da 


J'    ^ 


und  hieraus  fliesst  wieder  durch  Vertauschung  von  x  mit    — 


V L    /* 


00 


dy  1      /     ""^^    «'  j  — y 


0 

Daher  ergiebt  sich  jetzt  durch  Integration 

lg  ^  s=s  const.  —  2  jTä , 
und  folglich  wird 

QO  

Nun  ist  für  a  =  0  y  =  r^— *"  rfic  =  ^  J^ä  =  q,  also 
Ausserdem  aber  hat  man  noch  unmittelbar 

•  o  •  ^      1 

0  0 

II.    Auch  das  schon  öfter  betrachtete  Laplace'sche  In- 
tegral 

00 

y  =J  e-*^  cos  2ax  dx 
lässt  hier  ohne  grosse  Mühe  sich  bestimmen.    Denn 


OD 


I  =    fe-''  {—  sin  2ax)  2x  dx 


d. 

0 

und 

MsTKB,  bestimmte  Integrale.  20 
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00  00 


er-*^Bm2ax{ — 2x)dx=i  1  ^ — -  sin  2axäx 

00  00  00 

=   ö~*'8in2aa;  I  —  2a  / er-^ Qoa2ccxdx=^—2a  j e~'^cos2ccxdx, 

0  0  0 

folglich 

a-^  =  -  2«v- 

Integrirt  man  aber  diese  Differentialgleichung;  so  kommt 

lg  y  =  —  «^  +  const. , 
und  dies  giebt  sofort  die  andere  Gleichung 

Weil  nun  für  a  =  0   y  =  ^  =  ^  Y%  ist,    so  hat  man  wie 
früher 

fer^  cos  2aa;  Ja;  ^  ^  ^  iß-«'. 

0 

II.    Ersetzt  man  dagegen  den  Cosinus  durch  den  Sinus, 
so  wird  man  auf  eine  neue  Transscendente  geführt.    Denn  aus 


00 


entspringt 


y  =y  e-^  sin  2a,x  dx 


00  00 

a. 

0 


00  oc 

i^  s=  /  er^  cos  2aa; .  2xdx  =    —  tf~*'  cos  2aa; 


00 


—  2a  j  ^-**  sin  2axdx, 

d.  h. 

1^  =  1  -  2ay. 

Multipliciren  wir  aber  diese  Differentialgleichung  mit  ^«',  so 
ergiebt  sich  leicht 

da  ^    ' 

und  folglich  ist 

y  =  er^  jef^^  da. 
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OD 

Nun  geht  für  a  «=  0  auch  fe^^  sin  2  a  o;  dx  in  0  über^  und 

demnach  muss  für  a  =  0  das  Integral  fe'^  da  verschwinden. 
Mit  andern  Worten  aber  heisst  dies 


y  =  e-^ j&P''  dtp. 


"0 

IV.    Eine  fernere  Anwendung  der  hier  befolgten  Methode 

OD 

)B    ^  d?      -  -r^ 

nen- 

'  Ä*  -f-  a?« 
ü 

nen  wir  den  Werth  desselben  vorläufig  y,  so  kommt  sogleich 

OD 


00 

gestattet  das  Laplace'sche  Integral  /  ^^_  ^  d  x.    Denn 


/x  sin  Q'x   ■t 


00 


Der  Factor  ^^   ,  aber  ist  mit  dem  Integrale  i  e-**cos kzdz 
gleichbedeutend  y  mithin  wird 

00  oo  <0 

1^  s=  —  jdz  qobJcz  jer^'  sin  %^xdx==^ —  /  dzoo^  A:z.^^  ,  ^^ 

0  0  ü 

oder,  wenn  wir  kz  mit  9x  vertauschen; 


dy_ 


oo 


Wiederum  also  entspringt  die  einfache  Differentialgleichung 
^  =  —  A:y ,  deren  Integral  y  =  ^~*^  q  nun  sofort  zu  der  be- 
kannten Beziehung 


/ 


00 

cos  &X 


dx  ^=  ^  e~*^ 


*«4-a?«  2k 

fahrt. 


20* 
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§.  106. 

Integralbestimmnngen  durch  Differentialgleichungen  höherer 

Ordnung« 

I.    Die  Eenutniss  der  Integrale 

/COS  ^a?    ..  j     Pxmi^x    , 

können  wir  uns  auch  dadurch  erwerben,  dass  wir  zuvörderst 
den  Werth  des  Integrales 

y*  sin  %'x    dx 
it«  +  a7*  T 

0 

bestimmen,  was  in  folgender  Weise  geschehen  kann. 

Differentiiren  wir  y  zweimal  in  Bezug  auf  d",  so  gewin- 
nen wir  die  beiden  Gleichungen 

OD  CO 

dy  /^cos  ^x  j  d^y  Px  sin  ^x   , 

pr  —I  Äjqr^  ^^y    ^^~  ~^  J  **  +  «^'  V   ' 

in  denen  wir  natürlich  die  Integrale  als  vorläufig  noch  unbe- 
kannte Grössen  betrachten.  Indem  wir  aber  dem  letztern  In- 
tegrale die  Gestalt 

f^^  (^:^\  ax  =  pJ5*f  Cp*i^ - 1) äx 

j         X       \k^  +  a^j  j         X        \  Ä*  +  a?*  ) 

geben  und  der  Kürze  halber  -ö-  >  0  voraussetzen ,  gewinnen 
wir  sogleich  die  Differentialgleichung 

Wird  dieselbe  durch  2  dy  multiplicirt  und  darauf  integrirt, 
so  ergiebt  sich  die  neue  Beziehung 

Diese  vereinfacht  sich  indess ,  wenn  man  schon  jetzt  die 
Constante  bestimmt,  also  bedenkt,   dass  für  ^  =  0  offenbar 

^  =  ^,  y  =  0  und  folglich  const.  mit  ( ^ )  gleichbedeu- 
tend   ist.    Denn    nun   erhält  man  mit  Berücksichtigung  des 
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UmstandeS;  dass  für  ^=0  die  obige  Gleichung  eine  identische 
werden  muss^ 

39'         ^         2k 

Daraus  aber  fliesst  wieder  die  andere  Relation 

^y  —  ^  =  ^**  .  Q- 

Und   bestimmt  man  jetzt  die  (konstante  q  in  der  bekannten 
Weise,  so  folgt  schliesslich 

,.  _  »  /1  —  ^Ä^^  —  r^ip  ^^  ^^*\ 

IL  In  der  soeben  gewonnenen  Gleichung  wollen  wir  für 
den  Augenblick  die  Constante  k  complex,  nämlich  =  re^^ 
voraussetzen.  Alsdann  erhalten  wir  offenbar  folgende  Be- 
ziehung 


/ 


OD 

äP^J?       ^  =  JL  ff-2ai  (^  " 


r«c*««  +  a;«   «  ^r« 


(l  — e-»-'"-^), 


die  ihrerseits  wieder  verschiedene  besondere  Fälle  in  sich  be- 
greift, wie  wir  sogleich  zeigen  .werden,  nachdem  wir  uns  von 
der  Zulässigkeit  der  hier  befolgten  Induction  überzeugt  haben. 
Dies  aber  bedarf  nur  weniger  Worte. 

In  der  That,  differentiirt  man  auch  hier  zweimal  nach  0-, 
so  muss  ersichtlich  die  Gleichung 

zum  Vorschein  kommen.  Und  hieraus  fliesst  nun  leicht  weiter, 
dass 


2"H 


y  —  i^  ^-^«  =  c  e"-^'    +  Ci  er"-^^ 
sein  wird,  weil  bekanntlich 

das  Integral  der  Differentialgleichung 


*)  Mau  vergleiche  hierbei  die  in  der  Ausführung  der  Rechnung  etwas 
abweichende  Behandlung  dieses  Integrales  von  Serret  in  Liouville'ä 
Journal  de  math.,  p.  22.  T.  VUI. 
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vorstellt.    Da  nun  der  Sinus  sin  ^x  numerisch  den  Werth  1 


00 


nicht  überschreiten ,  also  das  Integral  /  J"^"^     —  mit  O* 


nicht  unbegrenzt  wachsen  kann,  so  wird  die  Constante  c  noth* 
wendig  mit  Null  zusammenfallen  müssen.  Die  Constante  C| 
hingegen  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  für  <8'=0 

auch  y  =  0  und  somit  c,  =  —  ^,  er^^  ist.  Es  findet  also 
wirklich  die  Gleichung 


00 


0 

Statt. 

Vertauschen  wir  in  derselben  a  mit  —  a,  und  combiniren 
wir  alsdann  das  gewonnene  Resultat  mit  dem  ursprünglichen^ 
so  entstehen  die  Relationen 


00 


J  r^+2T^C0B2a.x^+x*  X      2r*  [  an2a         J 


und 

00 


8-  /^^^f-^H«— "•"■-(2«+'*'««)] 
Ganz  dieselbe  Behandlung  der  Gleichungen 


ao 

"^  ai 


^ — ai  ß — r&0 


liefert  femer  die  Beziehungen 


00 


6          /*          cos  »X  dx           ^  n_  r&co»a  8iii(g+r^Bintf) 

"        /  r*+2r«aj«C08  2a+a?*        2r«  sin  2« 

00  * 

•7          /' j?  sin  &x  .  da?        ^__  jb^  y^ppg^ain  (r^O*  Bin  g) 

/  r*+ 2 r>a^ 008 2 a+a?*        2r*  8m2a       * 
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Und  hieraus  entspringen  wieder  durch  eine  zweimalige 
Differentiation  nach  ^^  welche  augenscheinlich  hier  vollzogen 
werden  darf,  die  andern  Formeln 


OD 

ö  C        ^  ^^  ^^  ^^  —       r»oom g  sin (g —  r^ am ce) 

^+2r«ic«COB2a+a:*  "*  2r  ^~  sin  2« 


OD 

Hq-27 


und 


8in(2a— r-^aina) 


Q  r      a;»  sin  »a? .  dx        ^  n       r»^aBm{2a—re 

J  r*+'dr*tc^cos2a+x*        2  8in2a 

Wir  haben  die  verschiedenen  Relationen  gleich  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt  hingestellt,  weil  die  auszufahrenden  Rech- 
nungen ausser  einer  gewissen  Weitläufigkeit  nicht  die  ge- 
ringste Mühe  verursachen.  Man  erinnere  sich  bei  ihnen 
namentlich  nur  der  bekannten  Formeln 


^   +^      s=  cos  t;    und    L-ZLl 


.  es  sin  v. 

2  2t 


Speciellere  Formen  lassen  sich  aus  den  vorhergehenden 
Gleichungen  dadurch  erzielen ,  ilass  man  den  Bogen  a  ^=0, 

oder  =  -^  voraussetzt.    Dagegen  würden  bei  der  Annahme 

a  =  ^  oder  allgemeiner  a  — =     "  T       '  ^^  ^  ®^?  ganze  Zahl 

ausdrückt,  die  meisten  der  vorstehenden  Integrale  unzweifel- 
haft sinnlos  werden*). 

Die  neuen  Gleichungen,  welche  unter  den  angedeuteten 


*)  Ans  den  Gleichungen  3.,  4.  und '5.  kann  man,  wie  es  wohl  ge- 
schieht, leicht  die  Integralformen  herleiten: 

/mnd'xdx         n    ,^         «^  *.a\        /*cofl  d'x  ^^       n     -^  ^^ 


f 


OD 

X   Sm   ^X        -m  ^  A. 

dx  =  —  -ZT  cos  r^ 


r*  —  ix. 


Da  aber  für  xcotr  eine  unendliche  Discontinuität  eintritt,  so  scheinen 
mir  bei  näherer  Untersuchung  die  Integrale  ohne  Bedeutung  zu  sein. 
Siehe  auch  §.  109.  Cauchy  giebt  das  erstere  dieser  drei  Integprale  im 
Journal  de  Täcole  polyt.,  cah.  19,  p.  578;  die  beiden  letztem  in  Gergon- 
ne's  Annalen  Bd.  17,  S.  106. 
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Voraussetzungen  zum  Vorschein  kommen  ^   sind  übrigens  die 
nachstehenden. 

Aus  den  Formeln  2.,  6.,  7.,  8.,  9.  entspringt  zuvorderst 
far  a  =  0,  wenn  man  die  in  der  unbestimmten  Form  ^  er- 
scheinenden Ausdrücke  in  bekannter  Weise  entwickelt ,  das 
folgende  System 


OD 


sin  d'o;    dx «  ["^  ^^2  +  r^1 


oo  oo 


OD  00 


r^2-rd 


Für  a  =  —  hingegen  hat  man  diese  Beziehungen: 


00 


/^45f=|i[iT^-'**^««(''*J^)]; 


00 


J     a?*  +  r*   '  2r« 

u 


^rfa;  =  ^,e-'*^sin(r<^/2); 


11.    { 


I 


00 

ic'8in2^j? 


a;*  +  r* 


e/o:  =  f  e-'-^  ^  cos  (r»j/2)  5 


00 


=  ^&-^^^nco8  (rd^2)  +  sin  (rd/2)]; 


4r» 

00 


0 

=  ^  r"'^  ^  [cos  (r^/2)— sin(r^/2)]. 

Endlich  haben  wir  noch  mit  einigen  Worten  der  beiden 
früher  erwähnten  Formeln 


*)  VergL  §.  75. 


1 
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00 


^^-fi^^+  .1  ''^  -  hy^  [/»cos(2*^)+A8m(2*^)l 


U 

und 

00 


0 

zu  gedenken  7  in  denen  bekanntlich  k  und  (i  die  Ausdrücke 

m 

bedeuten*). 

Schreibt  man  nämlich  q^  =  r^  cos  2  a  und  r'  =  ^r'*  +  s^] 
also 

rcosa=j/^!E±-^,  rsina=j/?5i?_z:.?',  r^sin2a=5; 

so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  6.  und  8.  sofort  die  andern 


oo 


9^2, 


0 

und 

OD 


/&T^-tS  =  2-.  '-'*'  l** «°« (2*'*)  -  *  «^"^  (^fr/»)!- 


0 

Mit  Berücksichtigung  der  Beziehung 


k  — 


q^X  s 


ygi  4- ,«        J/7+ 


8 


i** 


aber  fliesst  hieraus  weiter,  dass 


0» 


0 

sein  muss. 

III.  Bezeichnet  a  eine  positive  Constante  und  n  eine 
ganze  Zahl,  so  besteht  unsern  frühern  Betrachtungen  zufolge 
die  Gleichung 


*)  Siehe  §.  99. 
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14      /*<^Bga?da; ne    ^        ^       r(2«  — r  — 1)      /q    y^N 

'*•  J      (1  +  a^)n   —  a««-!  T{n)  ^   r\n  -  r)  Vir  +  1)  ^^''^     > 
0 

Wir  können  dieselbe  auch  dadurch  beweisen,  dass  wir  zuerst 
die  Bestimmung  des  Integrales 

'  CO 

15. 


/ein  ax  dx n 


von  der  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  der 
2n''"  Ordnung  abhängig  machen.  In  folgender  Weise  aber 
ist  dies  möglich. 

Durch  eine  wiederholte  Anwendung  des  Leibnitz'schen 
Satzes  von  der  Differentiation  eines  Integrales  nach  einem 
Parameter  a  ergeben  sich  nämlich  aus  15.  nach  und  nach  die 
Beziehungen: 


16.^ 


«0  oo 


dy /'cos  ax  dx ^    d^y Px  ein  ax   , 

^  ""^    (l  +  x«)"  '    ^~       J  (1+«»)"     *' 


d'v 


OO  oo 


y /*a?*  cos  tt  X    ,    ^  d^y Px^  sin  «a?    , 

^a'  ""  "~  J  (1  +  x^T     ^'  ^~J  (l  +  aJ*r     ^' 
0  0 

OD  *     9«,      1      . 

d^y  /*x*C08ax,  dr'^y  •      /'a:         sina«, 

dcc'       ^  (1  +  o:«)"         '  d^''        ""  ^       (^  +  ^^ 

und  daher  wird 

".     »-(;)^^+(;)lr^-(:)i;?+-- 


OD 


— a«*"     J      ^ 

0 

Bildet  man  nun  die  charakteristische  Gleichung 

SO  zeigt  sich,  dass  jede  ihrer  Wurzeln  +  1  eine  n fache  ist 
und  dass  somit  die  Ausdrücke 


*)  Zu  vergleichen  sind  hier  die  Abhandlungen  von  Gatalan  und  Serret 
in  Liouville's  Journal  T.  V.  et  VIII. 
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^-  ,    «  e~  ,    o^er  ,  .  •  .  a**^*  «^ 

particnläre  Integrale  der  Differentialgleichung  17.  liefern  wer- 
den. Erwägt  man  aber,  dass  y  nicht  unbestimmt  mit  a  wach- 
sen kann^  so  wird  offenbar  nur  die  Wurzel  r  =  —  1  zur 
Bildung  der  besondem  Integrale  hier  benutzt  werden  kbnnen. 
Unser  Integral  15.  muss  demnach  diese  Form  besitzen: 


la 

wenn  wir  —  der  leichtem  Rechnung  halber  —  den  willkür- 
lichen Oonstanten  A^,  A2,  ...  noch  die  angezeigten  üoeffi- 
cienten  beifügen.  Sind  folglich  die  willkürlichen  Constanten 
bestimmt  worden,  so  wird  augenscheinlich  die  Ermittlung  des 


Integrales    /    ^^""Ti,  ^^  ^^^  noch  eine  weitere  Behandlung 

(1+05*) 


19 


der  Gleichung 

erfordern. 

Zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  A^,  A^,  ... 
aber  werden  wir  in  sehr  einfacher  Weise  gelangen ^  indem 
wir  die  in  18.  ausgedrückte  Beziehung  (n  —  l)mal  nach  a 
deriviren  und  darauf  in  jeder  der  erzielten  Gleichungen  a  mit 
Null  zusammenfallen  lassen. 

Da  nun  allgemein 

ii^=(-i,...[i-g]-. 

d.  h. 

^^-(-')-['-C)ic+(;)s-±7.^ 

ist^  so  folgt  sogleich  für  a  =  0 

fe]-(-i).[^-(;)^,+(;)^,-,..±^,]. 


assO 
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Und  wird  hierin  s  allmählich  =  0,  1,  .  .  .  n  — 1  gewählt;  so 
findet  man  leicht;  dass  allgemein 

^-  --=^. +■(;)&).+ (;)(a+-+(&). 

sein  wird.  Die  den  verschiedenen  Differentialquotienten  von  y 
angehängte  Null  soll  dabei  den  Werth  der  Abgeleiteten  für 
a  =  0  ausdrücken. 

Nun  erkennt  man  aber  aus  16.  auf  den  ersten  Blick;  dass 

für  ein   gerades  m  ( — ^  j   =  0,  für  ein  ungerades  m  hingegen 

{^^y\  _4>  r^ül!^-^!  T'^Jj^-^i  :LwAilJz 

statt  finden  wird,  je  nachdem  nämlich  w»  =  +l  ?  — 1  (mod.  4) 
ist.   Führt  man  also  diese  Werthe  in  Gleichung  20.  eiU;  so  hat 

man  wegen  t/Q^=  —  ^  die  nachstehende  Relation 

.   21.   ^,+|=[Qr(i)rx«-i)-Qr(i)r(n-^) 

+  (5)m)r(«-|)-...]^(^. 

•  Behufs  der  nachfolgenden  Betrachtungen  werden  wir  indess 
statt  derselben  zweckmässiger  ein  in  trigonometrischer  Form 
dargestelltes    Integral    benutzen.      Schreiben    wir     nämlich 


OD 


/IM— 1      . 
^    in    das    fol- 

0 


2 


gende  ysin  d^-^  cos  d"*«-*»-!  dd'  über,  und  sonach  wird 


0 

2 


22.     ^,  + 1  =  r^  cos  *»-*-»  [Q  sin  »  cos  ^-» 

0 

—  /'*^  sin  d'^  cos  ^«-3  +  /'^'j  sin  d^  cos  -^"-^  —  .  .  .1 

n 

T 
j  Ö.9-    ,   1  sin  *^  jö. 

=    /    cos  ^2/1-5-1      .  ^^. 

sm  9" 


/ 


mit 
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Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass  die  Differenz 
^_,  -A.^  (^,_,  +  f)  _  (a.  +  f ) 


1t_ 

2 

—  Teos  .^»-'-1  cos  (s—\)%'äd-=-  ^, y^^^'T.Xt- 

gleichbedeutend  ist.  Der  Coefficient  A^^x  dagegen  bestimmt 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  78.  gefundene  Liouville'sche 
Gleichung 


n 
2 

/Bin  tt  1p  COB  ^^""^     ,        « 
ßin  -^               ^  •       2 


durch  die  nebenstehenden  Relationen: 


2  2 


i«-l 


+  ^  =   1  cos  ^  — -^—^r^—  dd'=  I  cos'9'«~*  — -.    ^^    ßfO* 
'    2  f  am  ^  f  am  ^ 

0  0 

2  2 

+  i  Tcos  d^-^  cos  ««•  JO-  - 1  rcoS'9^«cos(n-2>9"^*)=?L+0—  ^. 

0  0 

Mit  Benutzung   dieser  Werthe  nimmt   daher  Gleichung   19. 
diese  Form  jetzt  an: 


OD 


/'coacta?    ,  ^^    n     e~°  f  r(2n— 1)      .    r(2n— 1— 1)  2  «   .   r(2w— 1 -2)  (2 «)»   . 
d+x»)"    ^     2^"-^  A«)  LA^+l-l)  "^  r(n+T-2)     1   "•"  r(n+l-3)    1.2+  •" 


,    r[2«-l~(w— 2)]  (2ari*  ,    r[2n--l— (rt— 1)]  (2  af-^ 
»"    r[w+l— (71— 1)]"    «—2!    ■»'       r[n+l—n]        n-l!   J' 

d.   h. 


00 

_«  »—1 


/cos  aar     ,     ^      ^     ^  ^      r(2n-r— 1)       ,^    .^ 
(1+^r  2*«-l  n«)^  r(n-r)  r(r+l)  ^^«>' 

ü  0 


*)  Man  beachte  hierbei  die  in  §.  78.  bewieaene  Formel 


2 


Jcos  fP-^cosgtdt=  ;  y-r/H:^^jyx-i:^-,y  P>^- 
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Vergleicht  man  noch  die  Formeln  21.  and  22.  ^  so  hat 
man  für  s  ^n  —  1  eine  Darstellung  des  Integrales 


/ 


COS  -&«»-— 1  ^^=^  dd^ 


durch  Gammafunctionen,  und  hieraus  könnte  man  wieder  eine 
ähnliche  Beziehung  für  das  Integral 


f  COS  -9*«-'-^  sin  (s—l)  d^  cotg  O-  dd^ 

0 

ableiten.  Mehr  Interesse  bietet  jedoch  eine  andere,  von 
Catalan  gefundene  Relation  zwischen  Gammafunctionen.*) 

Beachtet  man  nämlich  die  bekannte  Eigenschaft  der 
Binomialcoefficienten 

(r)-c)+W'"C)-(T)-w. 

so  folgt  einerseits 

(^.+|)-(^^x+|) 

2ifel^(*)  ^("  -  i)-  (a)^)  A«-f )+(!)  n*)  A«-i)— •  j 

und  hierin  heisst  das  letzte  Glied  +  /  (  2")  /  (" —  2~)' 
oder  +  /  (i)l  (^ — fU  j^  nachdem  s  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Andererseits  hingegen  findet  diese  Beziehung  Statt: 

[^'  "T  2/   ~  \^'+^  "T"  2y 2**^'-^   r{ns)  r(n)  ' 

und  daher  wird  nun 

(23.)  ^>^^^^-mnn-^)-(^,)mr\n-i) 

+  (;)  m)  nn-i)  -■■■ 

In  dieser  Formel  bedeuten  also,  um  es  nochmals  zu 
wiederholen,  n  und  s  absolute  ganze  Zahlen^  von  denen 
s  <  n — 1  sein  muss. 


*)  liouville.    Journal  de  mathämatiquee  etc.    T.  V.  p.  108  etc. 
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Rücksichtlich  des  Historischen  diene  folgende  Bemerkung. 

Die   Bestimmung   des   Integrales     /  ^^^  "^^  dx   mittelst 

einer  Differentialgleichung  der  2n^^  Ordnung  ist  zuerst  von 
Gatalan  ausgeführt  worden^  nachdem  schon  Poisson  die  Werth- 
ermittelung des  allgemeineren  Integrales 


/ 


cos  ax  dx 


^  +  Aar*  +  Cj;*  +  .  .  .  +  a:*"' 
ü 

in  welchem  das  Polynom  A  -\-  Bx^  -\-  Cx^  -\-..,-\-  x^  keine 
reellen  Wurzeln  besitzen  darf,  von  der  Integration  einer  sol- 
chen Differentialgleichung  abhängig  gemacht  hatte.*)  Beide 
Mathematiker  aber  wurden  hierbei  auf  die  absurde  Gleichung 

oo 

fcoQ  axdx=:0  geführt.    Diese  Schwierigkeit  vermied  Serret, 

0 

indem  er  zur  Herstellung  der  Differentialgleichung  das  Inte- 
irral  /   °"^"^  -^  —  ^  benutzte  und  für  den  Fall  n  =  1  die 

0 

äusserst  einfache  Rechnung  wirklich  ausführte.**)  Für  den 
allgemeinen  Fall  dagegen  scheint  nur  ein  mit  dem  unserigen 
ähnlicher  Gedankengang  als  zweckmässig  sich  zu  erweisen, 
was  z.  B.  von  Catalan's  Darstellung  gilt.  Man  beachte  bei 
dem  Studium  des  üatalan'schen  Aufsatzes  nur  den  Umstand, 

dass  die  dortigen  Coefficienten  ^q;  ^i;^^2  *  •  -  ^^^^  ^^^  ^^^ 
unserigen  abweichende  Bedeutung  besitzen,  nämlich  mit  un- 
serer Differenz  Ag^i  —  A,  zusammenfallen. 

•  §.  107. 
Anwendung  sinmltaner  Differentlalgleiehungen. 

00 

Die  Integrale    fe^^ ^?>« ji!|  dx^iVü e~« ^^" («^2. 

J  Bin  ix*)  BUl  ( 

ü 

Im  Hinblick  auf  die  früher  bewiesene  Euler'sche  Gleichung 


*)  Journal  de  l'^cole  poljtechnique,  cah.  16,  pago  222  et  Nouveau 
Bulletin  de  la  Soci^t^  phüomatiqae  nro  50. 

*♦)  Liouville.    Journal  de  math.    T.  VIII  pages  21  et  22. 
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00 


0 

bemerkteD  wir  in  §.  105^  dass  unter  Umstönden  die  Bestim- 
mung eines  vorgelegten  Integrales  von  der  Integration  zweier 
simultanen  Differentialgleichungen  abhängig  gemacht  werden 
könne.  Tritt  ein  derartiger  Fall  ein^  so  bildet  natürlich  das 
gegebene  Integral  eine  Gombination  zweier  verschiedenen 
Integrale.  Und  zwar  werden  diese  in  einer  solchen  Abhängig- 
keit zu  einander  stehen  müssen^  dass  durch  eine  zweckmässige 
Behandlung  der  Integrale  eben  jene  gleichzeitigen  Differen- 
tialgleichungen erscheinen. 

Ausser  den  schon  erörterten  Integralen 


oo 


0 


gehören  auch  die  folgenden,  für  die  Theorie  der  Wärme  sehr 
wichtigen  Integrale 


00  00 


u=  j  er"^  cos  ( ^  j  dx,  r  =  /  er-^  sin  y^A  äx 

hier  her.  Offenbar  sind  dieselben  echte  Brüche,  weil  die 
Functionen  sin  und  cos  nur  zwischen  —  1  und  -|-  1  sich 
bewegen  können.  Stellen  wir  nun  die  beiden  Integrale  in 
der  einen  Form 

00 

1.  s  =  M  —  vi=  I  e^"^  —  :^*  dx 


=  M  —  vi  =  l  i 


0 

uns  vor,   so  dürfen  wir  der  Vermuthung  Raum  geben ,  dass 
die  schon  öfter  bewiesene  Formel*)' 

oo 

V*'-  ^dx  =  \Y7C  e-2a 

0 

unmittelbar  zur   schnellen   Darstellung  der  genannten  Inte- 
grale wird  dienen  können.     Und  in  der  That,   ersetzen  wir 

«^  durch  a^iy  also  a  durch  ayi  =  ^  [+  1  +  i]  y2]  so  kommt 


0 

J 


*)  Vergl.  die  §§.  23,  44,  99,  105. 
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oo 


/ V^'-  % '  dx  =  ^]/jte-<'  ^'«  (i+O  ^ 


ü 


d.  h. 


oo 


2.  fe  ^'  cos  (^J^  Ja-  =  ^/ä  ^-  « ^2  ^os  a  }/2 

0 


und 


00 


3.  J  e-^'sin  (^.I)  Ja;  =  +  ^  ^«^^  sin  «^2. 

u 
Denu  da  a  stillschweigend   als  positive  Constante  angesehen 

ist,  so  kann  der  reelle  Exponent  von  e  nur  —  a  j/2  heissen. 
Nicht  so  unmittelbar  einleuchtend  aber  ist  die  andere  Frage, 
welches  von  den  beiden  Vorzeichen  das  Sinusintegral  führen 
muss.  Jedoch  entscheidet  sich  dieselbe  leicht ^  wenn  man 
beachtet,  dass  durch  eine  zweimalige  Differentiation  des 
Cosinusintegrales  nacli  a  das  Sinusintegral  sich  ergiebt*),  die 
zweite  Derivirte  von  <?-«^2  cos  a  j/2  aber,  also 

Dl  [e-«'^  cos  a}/2\  =  4  e-«^'^sin  a/2 

mit  dem  Pluszeichen  behaftet  ist.  Mithin  kann  in  Gleichung  3. 
nur  das  obere  Zeichen  gelten.  Abgesehen  hiervon  wird  iu- 
dess  auch  die  gleichfolgende  strenge  Begründung  der  Rela- 
tionen 2.  und  3.  uns  Gewissheit  verschaffen.  Einer  solchen 
Rechtfertigung  aber  bedarf  es  noch,  weil  die  zur  Induction 
benutzte  Formel  nur  für  reelle  Werthe  von  a  bewiesen  wurde. 

*)  Man  hat 

Gc  OD        a^ 

Cu  /*      ,'    •      /a*\2arfa:  /*  ~a-,*   •     /     «>.  2a*  </a|  a:,* 


00        a* 


2  I  e    *'  sin  {x' 


)dx] 


x       a'  00 


g  =  2  /*/  •"  Sil,  (xO  l"  dx  =  4y*r-'  sin  (^^  dx. 

U  U 

HsYSBf  bestimmte  Integrale.  21 
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Diflferentiiren  wir  Gleichung  1.  nach  a,  so  gewinnen  wir 
die  Beziehung 

ds  du  .  dv  c%  '    r  «*     «   j^ 

da  da  da  f  «*         ^ 

und    hieraus   folgt   durch  Einführung   der   neuen   Veränder- 
lichen Xy=  — 


CD         a' 


^^  —  2i  je    ^^  dx^. 


Wird  aber  nochmals  nach  a  derivirt^  so  entspringt 


0  U 

d.  h. 

Durch  Trennung  des  Beeilen  und  Imaginären  entstehen 
folglich  jetzt  die  beiden  Düferentialgleichungen 

I.  «-;  =  4t;  und  «-;  =  4t/. 

Um  ihre  Integralgleichungen  zu  entdecken^  setzen  wir  auf 
Grund  der  Beziehungen  2.  und  3. 

II.  ti  =  p  e^«  und  V  =  q  e^", 

wo  pj  q,  A  noch  naher  zu  bestimmende  Constanten  ausdrücken. 

Bezeichnen  nun  wirklich  die  in  II.  genannten  Grossen 
die  Integrale  der  Differentialgleichungen  L;  so  müssen  ihnen 
zufolge  offenbar  die  Beziehungen  gelten: 

p  A'^  e^«  —  4  ^  e;^«  =  0  imd  q  Pe^""  -{-Ap  t'^«  =  0. 

Daraus  aber  fliesst 

^  =  ±  A2  und  i^  =  -  1  A^ 
und  demnach  besitzt  A  den  Werth 


A  =  /+4/-  1, 
d.   h.   X    stellt  die   Wurzeln  der    biquadratischen   Gleichung 

y  *  =  —  IG  V04-. 
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Schreiben  wir   nun  der  bessern  Uebersicht  halber  A  in 
folgender  Form 

und  bedenken  wir  noch,  dass  -  :  -  die  Beziehung  g  =  -\-p  i 

giebt;  so  können  wir  jetzt  unsern  Gleichungen  IL  die  Gestalt 

u=p  6;«^^«(i±«J  und  v  =  +  pi  ^«>^2'.«{i±») 

geben.  Diese  Ausdrücke  sind  offenbar  vierdeutig;  je  zwei 
besondere,  derselben  Zeichencombination  entsprechende  Func- 
tionen u  und  V  genügen  somit  den  Differentialgleichungen  I. 
Dies  gilt  selbst  dann  noch,  wenn  wir  jede  der  besonderen 
Functionen  mit  einer  speciellen  Constanten  p  multipliciren, 
die  in  den  einander  entsprechenden  Functionen  den  näm- 
lichen Werth  besitzt.  Das  Integral  jeder  der  Di£Perential- 
gleichungen  setzt  sich  hiernach  aus  vier  Theilen  zusami^en 
—  und  um  dies  in  Kürze  sichtbar  zu  machen,  wollen  wir 
die  Functionen  u  und  v  in  der  nebenstehenden  Form  dar- 
stellen 

Bedenkt  man  nun,  dass  u  und  v  zu  den  echten  Brüchen  ge- 
hören, so  kann  das  Zeichen  -j"  f^  ^  nicht  Statt  finden;  so- 
nach können  u  und  v  nur  die  folgende  Gestalt  besitzen 

Von  diesen  Ausdrücken  behandeln  wir  zunächst  den  zweiten. 
Offenbar  muss  die  eine  der  in  demselben  enthaltenen  besondern 
Constanten  mit  +  i,  die  andere  mit  —  i  multiplicirt  sein, 
damit  für  a  =  0  v  den  Werth  Null  erwirbt.  Nur  unent- 
schieden bleibt  vorläufig,  welche  der  Constanten  p,  p^  mit  +  * 
durch  Multiplication  zu  verbinden  ist.  Indess  beantwortet 
sich  diese  Frage  leicht,  wenn  wir  die  Exponentialgrössen  in 

die  goniometrische  Form  umsetzen,   die  Gleichung  ^  =  4  i; 

berücksichtigen  und  schliesslich  das  Reelle  vom  Imaginären 
sondern.     Alsdann  nämlich  hat  man  nach  und  nach: 

=  6'-"^  -  [{P-i-Pi)  cos  a  1/2  —  /  (p—Pi)  sin  a}/2\, 

21* 
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« 

=  e-«  ^^  [+  {p+pCj  sin  ay2  +  i  {p-Py)  cos  a  ^2J, 

=  4 f  (p — p^  cos a]/2  .e^^^^ . 

Daher  kann  in  der  letzten  Formel  links  nur  das  Pluszeichen 
gelten;  und  folglich  muss  j9,  mit  —  i  multiplicirt  sein. 

Die   zweite   unserer   obigen   Gleichungen   besitzt  mithin 
folgende  Oestalt 

Erwägt  mau  nun^   dass  für  a  ==  0  auch  v  in  Null  übergeht; 

u  hingegen  mit  ^  }/n  zusammenfallt,    so  gewinnt  man  die 
Beziehungen 

p+Py  =  ij/n  und  p  —  Pi=0, 
d.»  g. 

P  =  iV^=Pr 
Und  sonach  wird  schliesslich 


OD 


und 


tt  =  /  e~*'  cos  (~A  dx  =  ^  j/n  er^  ^'^  cos  a  ^2 


cc 


v=  j  er-^'  sin  ("*)  dx  =  ^"  <•-  <» ''«"  sin  «  ^2. 

ü 


§.  108. 

Bemerkangen  za  dem  Yorigen  und  den  Euler'schen  Gleichungen 

in  §.  08. 

1.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  die  Ermittlung  der 

<^Ä  Oft» 

Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen  ^-"  =  41?,  ^--^  =4« 

aus    Dirichlet's   Vorlesungen    über    partielle   Differentialglei- 
chungen   entlehnt.*)      Einfacher    gelangt    man    indess    zum 

*)  Die  vollständige  Wiedergabe  des  Dirichlet'schen  Gedankenganges 


CO 


/C08  lOL^  \ 
c""*'  .    j    jj  dx  findet  man  in  den 
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Ziele  durch  soforti^^e  Integration  der  oben  gewonnenen 
Gleichung 

1 .  ,,  *  —  4:  is  =  0. 

Denn  bildet  mau  die  charakteristische  Gleichung 

/•(r)  =  r2  — 4i«0, 

so    heissen    die    beiden    Wurzeln    derselben  r  =:  2  j/i    und 

r  =  —  2  ^1 ;  mithin  muss  zufolge  der  bekannten  Theorie 
linearer  Di£Perentialgleichungen  ohne  zweites  Glied  das  'all- 
gemeine Integral  der  Di£Perentialgleichung  1.  durch  den 
Ausdruck 

vorgestellt  werden.    Beachtet  man  nun,  dass 


00        „1 


=/.-.' 


dx 

u 

mit  a  nicht   unbegrenzt   wachsen   kann;    so  folgt  sogleich, 
dass  die  willkürliche  Gonstante  ^,   den  Werth  Null  besitzen 

muss.     Nun  ist  aber  für  a  ==  0  s  =  ^  }/it  und  daher  auch 


^2 


=  ^  yi.     Das  Integral    je        *'    e/a;  ist  sonach  gleich- 


0 
bedeutend  mit  dem  Ausdrucke 


dessen  weitere  Behandlung  oben  gezeigt  wurde. 

2.  Bei  Gelegenheit  dieser  Betrachtung  wollen  wir  noch 
einige  Worte  den  Euler'scheu  Formeln 


00 


:i=/ 


=  I  ^*  x^-^  ^^^ 


d^x  dx  =  - 


r{a)       C08  (       .      ,  I      ^ 


Bin 


cos  (       ,       ,  X     ^^ 

V    .     ö^,^  =  arctg^ 
—  Bin  (  '^ 


widmen,  deren  strenge  Begründung  wir  bekanntlich  früher 
in  der  Dirichlet'schen  Weise  gegeben  haben.  Wir  fanden 
nämlich  damals  die  Differentialgleichung 

d»  ai 


-.s 


dd-  A+^i    ' 


von  Hattendorff  herausgegebenen  Vorlesungen  Biemann^s  über  partielle 
Differentialgleichungen,  Seite  134 — 136. 
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wo 

flO 

s  =  u  —  *''  =y  ^-(*+^0*  x"*-^  dx 

0 

war. 

Auch  diese  DiflFerentialgleichung  gestattet  eiue  unmittel- 
bare Integration;  denn  schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

so  ergiebt  sich  augenblicklich 

lg  5  =  lg  (w  —  vi)  =  —  ö  lg  (Ä  +  ^O  +  const. 
Nun  ist  für  a-  =  0 

und  demnach 

const.  =  lg  (^f  •  A")  =  lg  r(«). 

Wir  erhalten  also  jetzt  die  Gleichung 

2.  lg  5  =  ~  «  lg  (yt+a-i)  +  lg  r{a). 

Beachtet  man  aber,  dass  für  positive  Werthe  von  u 

lg  {(u-vi))  =  i  lg  (w^+t;2)  —  I  arc  tang  ^  +  lg  ((!)), 

dagegen  für  ein  negatives  u 

lg  {{u—vi))  =  i  lg  {u^  +  v^)  —  i  arc  tang  l  +  /  jr  +  lg  ((!)) 
und  wegen  des  positiven  k 

lg  ak+»i))  =  i  lg  (F+*')  +  I  arc  tang  |  +  lg  ((1)) 

ist,  wo  die  doppelte  Klammer  in  lg  ((1))  etc.  nach  Caueliy 
bekanntlich  die  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  anzeigt*);  so 
folgen  nun  aus  Gleichung  2.  durch  Sonderung  des  Reellen 
und  Imaginären  die  frühern  Relationen: 

i  lg  (M*+r»)  =  -  2  lg  {k^+&')  +  lg  r(«), 

also 

«2-(-y^  =  (A'-i  +  a-'-V  |^(«)]- 
und 


♦)  Cauchy.  Algebraische Aualy eis,  Einlei tg.,  Kap.  0.— .Ig((l))^j::2r»/, 
wo  r  beliebig  und  ganzzahlig. 
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arctaug  —  =  <i  arc  tang  ^,  u  >  0, 
arctang  —  =  0  arc  tang  -z-  —  jr ,  w  <  0, 


u  ^   k 


d.  g. 


—  =  tang  a  ilf  =  tang  («^  --  7t). 


Augenscheinlich  sind  bei  diesem  Verfahren  die  einfachsten 
Logarithmen  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt^  was  auch  ge- 
schehen darf,  solange  die  Grössen  a  arc  tg  j  und  a  arc  tg  j — jt 

das  für  arc  tang  —  imd  arc  tang  -j-  vorgeschriebene  Intervall 

|  — ~,  +  1^)  nicht  überschreiten.     Tritt  aber  das  Gegentheil 

ein,  so  wird  man  zur  Vermeidung  von  Ungereimtheiten  dem 
Logarithmus  von  s  =  u  —  vi  ein  Vielfaches  von  ni  hinzu- 
fügen müssen  und  die  darin  enthaltene  ganze  Zahl  r  den 
vorkommenden  Umständen  gemäss  bestimmen«);  den  Loga- 
rithmus von  A-  +  1^1  dagegen  wird  man  immer  in  der  ein- 
fachsten Gestalt 

lg  {k  -f  ^0  =  i  lg  {k^  +  ^')  +  I  arc  tang-J 

sich  vorstellen  dürfen. 

3.  Nicht  ganz  ohne  Interesse  dürfte  noch  die  Bemerkung 

sein,  dass  die  beiden  Integrale    1  £;~**   . 

J  sin 

0 

nach  a  zwischen  den  Grenzen  0  und  a  ausgeführte  Integra- 
tion der  früher  in  §.  99.  bewiesenen  Formeln 


dx  durch  eine 


*)  Die  beiden  oben  erwähnten  Formen  für  lg  ((.v))  können  in  die  eine 

lg  ((?/ — vi))  =  i  lg  (u^-^-v^)  —  I  arc  tg  -  +  .¥  Ä 1 

zusamraengefasst  werden,  wo  für  M  entweder  4:2r,  oder  i  (2r+  1) 
zn  wählen  ist,  je  nachdem  man  u  ]>  0,  oder  m  <^  0  hat. 

Zugleich  ersieht  man  hieraus,    dass  zur  Herleitung  der  Beziehung 

—  =  tang  a  ip  die  nähere  Angabe  von  M  nicht  einmal  erforderlich  ist 

und  dass  die  Bestimmung  der  obigen  Integrationsconstanten  immer  in 
der  angedeuteten  Weise  geschehen  kann.  Jedes  Multiplum  von  n  i 
bezeichne  man  nur  immer  durch  M. 
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00      a' 


I  e    "'  siu  Or')  dx  =  {  }/2%  e-  «  ^^  fcos  a  /2  +  sin  «  y% 


0 

iiud 


CO      a' 


Ce   *'  cos  (o;^)  ^a;  =  i  \/2n  e-«  ^^  [cos  a  ^2  —  siu  a  /  2] 

Ü 

gefunden  werden  können  und  dass  folglich  umgekehrt  diese 
aus  jenen  durch  Differentiation  hervorgehen  müssen. 

In  der  That,  setzt  man  zunächst  —^  =  x^y  so  bekommt 

man  leicht  die  Beziehungen 


00      a-  OD 


je    '''  sin  {po")  dx  =  j  e—'.  sin  (^^^  ""^ ; 


0  0 

00         a'  OD 


/  e   *'  COS  (x'')  dx  =  r^~*"'  cos  {^^^  ""J^, 


0  0 

Und  daher  wird  einerseits 


00  00 


OO  00 

=  ^J^'\^  -  *="«  (3)]  dx  =  {yn-  W*^-'  cos  (5)  rf.r 
und 

y*rf«y  V''  cos  (5)  ".  äx  =  U  V*' sin  (^r)  dx. 

ü  Ü  0 

Anderseits  aber  findet  man  durch   theilweise  Integration  so- 
fort die  Gleichungen 


a 


r' 


^  COS  ay2da  =  e--  ry  Binj^-co8«j^2        j_ 


0 
a 


e^***^^  Sin  a  K2öa=  —  ß-«*^*  -       — T/- h-r^. 

2K2  2K2 

0 


1 
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Mithin  hat   mau  jetzt  die  augenscheiulich  mit  den  frühem 
zusammenfallenden  Beziehungen 


OD 


2.     {/«—^  je-''  cos  (~iy  a; ={/«  —  \}/2  ne-» 


,-a  KgCOSoKä 

Vi 

0 

und 


oo  ^ 

3.         I  /e-'^' sin  {~,\dx  =  {/2«e-'' 


oo 
0 

4.  Näherliegend  als  vorhin  ist  jedoch  die  Ableitung  der 
Integrale  2.  und  3.  aus  den  Formeln  11.,  §.  106. ,  II. 


oo 


/^5^rf^  =  l'^«^«in«^2, 


0 


0 

Berücksichtigt  man  z.  B.  bloss  die  erste  dieser  Gleichungen, 
was  offenbar  genügt,  weil  ja  die  andere  durch  zweimalige 
Differentiation  nach  a  aus  jener  entspringt;  so  ergiebt  sich 
mit  Benutzung  der  sofort  diu*ch  die  Euler'sche  Formel 


/ 


00 

r(a) 


er  *'  sin  ^x  .  0(f~^  dx  = .  sin  a  ^ 


0 

zu  rechtfertigenden  Gleichung 


oo 


0 

zunächst  die  Beziehung 

oo  00  30 

,7-  I  -  -i^i  ,—  öo;  =  r^c  I  a:  sin  2aa:  aa;  I  ^-^  *.sm  z  öz 


30  00 


=z-~  i  sin  z  dz  j  e-*-*'  o;  sin  2aa?  e/a;. 


0  0 

Nun  folgt  aus  der  Relation 
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x> 


/^"■coB2...»_i/: 


durch  Derivatiou  nach  a 


—     _  £l 

z         a 


I  ^-=-*'a:  sin  2ax  dx  =  ij/^ 

0 

Mithin  wird  jetzt 

00  00  oo        oc^ 

^-.  Ain  z  dz  l^c-'^'x  sin  2axdx=^  fe~^  ^  dz, 

0  ü  0 

d.  g.,  wenn  JL  =  o;  gesetzt  wird, 


CO  a'  QO 


•/«--•;i..=/e-™(^.').., 


2 

ü  D 

also  ist 


OD 

|V*'  sin  C"!")  rf«  =  i  /«  6-«  ^7  sin  (a  ^). 


§.  109. 


00 


4.    Das  Integral  /  e"'  9^"!  da:. 


—  00 


Die  meisten  von  den  in  §.  106.  vorgeführten  Integralen 
bilden  offenbar  specielle  Falle  der  von  —  oo  bis  -f-  oo  inte- 

grirten  rationalen   Brüche   von  der  Form  ^^,    in  welchen 

die  beiden  zu  einander  primen  Polynome  (p{x)  und  /"(x)  be- 
ziehungsweise vom  m'^'*  und  n^*'"  Grade  sein  sollen,  wenn  der 
Zähler  q){x)  dieser  Brüche  mit  einer  der  Functionen  Sinus 
oder  Cosinus  durch  Multiplication  verbunden  ist,  vorausgesetzt 
natürlich,  dass  solche  Integral  formen  überhaupt  gebildet  wer- 
den dürfen.  Dies  nun  ist,  wie  aus  imsem  frühern  Erörte- 
rungen über  die  Integration  der  gebrochenen  Functionen 
zwischen  den  Grenzen  +  oo  sofort  erhellt,  im  Allgemeinen 
immer,  aber  nur  dann  möglich,  wenn 
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erstens    die   Wurzeln    von    f{x)  sämmtlish    complex    oder 

rein  imaginär  sind  und  wenn 
zweitens  der  Grad  des  Polynomes  q>{x)  kleiner,    als  der 

von  f{x)  ist.*) 
Im  Vergleich    zu   der  Integration   der    nicht   mit  Sinus 

oder  Cosinus  multiplicirten  Brüche  ypr   aber  findet  jetzt  der 

Unterschied  Statt,  dass  nicht  wie  bei  diesen  der  Zähler  9  {x) 
einen  mindestens  um  zwei  Einheiten  niedrigeren  Grad  be- 
sitzen muss,  als  der  Nenner  f{x).    Denn  schreiben  wir  wieder 

wie  damals  y-~=  x^^"  ^{x),  so  entstehen  jetzt  die  Integral- 


00 


formen    /  x""-"  ilf{x)^^^\d'x\  dx^  wo  d'  constant,  und  folg- 


oo 


lieh  ist 

7  .....  .  X 


I  X«-"  ^  (x) ""  ( ^x  dx  =  R  I  x'^-"  ^"^  [d'x  .  dx. 
J  cosf  J  cosL 


i 


Von  den  Integralen  i  a;"'~"       j  ^x  dx  aber  wissen  wir,  dass 

J  C08  ( 

V 

*)  ßczeichuet  a;==a  eine  solche  einfache  Wurzel  von/'(vi:)=0,  für 
welche  entweder  der  Cosinua,    oder  Sinns  ebenfalls  verschwindet,    so 


GO 


wird  das  entsprechende  Integral  nicht  sinnlos.    Z.  B.    /  ^®  -     dx  ist 

,/  x^  —  r* 


00 


nicht  ohne  Bedeutung,  wenn  -ö*  einem  beliebigen  ungeraden  Vielfachen 
von  ^-  gleich  ist.    Mau  hat  unter  dieser  Voraussetzung  in  der  That 


/   cos        ,        n  x\  dx 
/  x^  —  r^  r  2  ^        '         r 


-  r.l 
(Siehe  §.  106.  11.  Annierkg.  1).    Ebenso  gehört 


J9i\\vx   dx «  r         ~t'9\ 


hier  her..    Formen  dieser  Art  wollen  wir  indcss  von  unserer  Betrach- 
tung ausschliessen. 
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sie  mit  wachsendem  p  und  q  der  Grenze  Null  sich  nähern^ 
sofern  m  —  w  <  0,  also  m  <,  n  ist.  Zu  bemerken  ist  übri- 
gens hierbei,  dass  behufs  Anwendung  des  Maximum-Minimum- 
Satzes  die  Grössen  p  und  q  in  der  Weise  des  §.  66.  zu 
wählen  sind. 

Im  Gegensatz    zu    unserer  ehemaligen  Betrachtung  der 

Brüche  -^  wollen  wir  jetzt  noch  annehmen;  dass  eine  Wur- 
zel a  von  f(x)  auch  wiederholt  vorkommen  kann^  dass  also 
bei  der  Zerlegung  von  ^-i-  in  Partialbrüche  Nenner  von  der 
Form  {x—aY  erscheinen  dürfen.     Stellen  wir  nun  die  beiden 

OD  OD 

Integrale  i  j^  cos  ex  dx  und  I  — —^  sin  ex  dx,  in  denen  c 

—  OO  —  QO 

statt  der  Gonstanten  d"  gewählt  ist,  in  der  einen  schon  von 


00 


Cauchy*)   gebrauchten   Gestalt    l  — — :  ^^«  dx  uns  vor;  so  re- 

—  OD 

ducirt  sich  die  Untersuchung  derselben   auf  die  Integration 
eines    Ausdruckes    von   der   Form  dx   oder   einfacher 

c"*'  dx 


00 
na:  -r^-r»  •  i  i-ri  t     ä  c         uui 

wenn 


/^     fi^**  da- 

.     Wir  gewinnen  also  das  Integral  /  , 

(x—a)"  J    {x—^,—viT 


00 


a  =  ^  -|-  1/2  gesetzt  wird,  wo  ft  auch  den  Werth  Null  be- 
sitzen darf.  Durch  die  Substitution  x  —  ^l  =  x'  aber  geht 
das  vorhergehende  Integral  in  das  folgende  über: 


00 


/ 


%er(.i;4-M)i  rfa; 


00 


{x-vi)*"   ' 

an  dessen  Statt  wir  einfach  das  Integral 


/,. ... 

—  00 


(x'—vif 


setzen  dürfen,  weil  wesentlich  nur  die  Form  des  resultirenden 
Integrales  Interesse  für  uns  hat.     Diese  letztere  Darstellnngs- 


*)  Journal  de  Tdcole  polyt,  cah.  19,  p.  578. 
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weise  unserer  Aufgabe  aber  erinnert  uns  lebhaft  au  die  frü- 
here .Gleichung 


/ 


"«'*'■  d*      o,c<:o 


mit  deren  Hülfe  wir  bekanntlich  zuerst  die  Keniitniss  der 
Laplace  sehen  Integrale   I      ^g  i  ^g— ;     I   ~m.Ä2  ^^   "^^^   ^^" 

—  00  —  ao 

warben.  Es  liegt  daher  der  Gedanke  sehr  nahe^  die  er- 
wähnte Beziehung  auch  jetzt  zu  verwerthen.  Und  in  der 
That,  beachten  wir,  dass  {x — vi)ii  =  ( — /)"  (v+^0"?  ^^  folgt 
sogleich  die  Relation 

OD  00 


/e'"da:    ^    .„     P  e"' dx 
(x-viT  *  J    {v+xtf 


—  00  00 


Bezeichnet  mithin  v  eine  positive  Grösse,    so  ist  hierdurch 


00 


die  Transformation  des  Integrales  /  ^  als  beendigt  an- 

J    (a?— vi) 


—  00 


zusehen  und  folglich  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  sofort 
gestattet.      Für   ein   negatives  v  hingegen   ist  das  Integral 


00 

/exi 


—    -      nochmals  umzuformen,  nämlich  in  der  Gestalt 
{v+xiT 


—  OD 

—    CC  —  00 


— cxi 
v+xi)" 


darzustellen. 

Aus    der    vorliegenden  Untersuchung    ergiebt  sich  nun 


00 


offenbar  der  Satz,  dass  ein  Integral  von  der  Form  /  e^^  ^~!  dx 


OD 


stets  auf  die  Zahlen  n  und  e  zurückgeführt  werden  kann. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  in  §.  106.  betrachteten  Inte- 
grale.    Um  aber  einige  Fälle  wenigstens  vorzuführen,  wollen 


wir  die  dort  entwickelten  Integrale 
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30  QO 


ü  0 

wo  'd'  positiv  sein  soll^  nochmals  in  Betracht  ziehen. 

Augenblicklich  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  zuvörderst 
das  erstere  Integral  erörtern,  dass  x  =  +  ri  die  Wurzeln 
des  Polynomes  f(x)  darstellen.  Die  Theilintegrale,  welche 
wir  mithin  jetzt  zu  betrachten  haben,  sind  offenbar  die 
folgenden 


J  ^^i?  ^^  J 


dx 


a?+rt  * 

—  00  —  00 


Nun  zeigt  aber  die  vorhergehende  Entwicklung,  dass  wegen 
der  Beziehungen 


00  00  00 


^        U    (-r+xt-)»—       J     (r+arf)'  "'J  " 


00  —  00  —    00 


r-{-xi 

—  00  —    00 

nur  die  beiden  Integrale 


OD  OO 


J    {x—rx)  J  {r+xiY 

—  OD  —  00 

und 

00  00 

=  2%  <?-'-^ 


J     x—ri  J 


r^**'  dx 


r-{-xi 

OD  —  00 


für  imsere  Untersuchung  Bedeutung  haben.  Bei  der  Zer- 
legung des  Bruches  ^ .  -^  in  Partialbrüche  brauchen  wir 
daher  auch  bloss  die  beiden  Glieder 


.^  und        * 


{x — ri)^  4r*  (o; — ri)^  x — n  4r^  x  —  »*i 

ZU  berücksichtigen.     Dies  aber  führt  uns  auf  den  Ausdruck 

re^"^  dx  ^^ 1_    Ce^^  dx   i      /'e^^'  dx 

9/      {x^-\-1'^y  4  7'*  J      (x 7'l)*  4  7"^  J        X 7'/ 


00  —   »  —    00 


=  !'.e-r<^»-T^<r-r^-^.^'"{l+r»), 


und  demnach  ist  wie  früher 
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00 


/coa  »X  dx «        ^^  (\A.r»\ 

0 

Betrachten  wir  jetzt  das  Integral    /  ^^^,     ^  rfa;. 

Die  Wurzeln  des  Polynomes  f{x)  =  a:*  +  ^  werden  hier 
bekanntlich  durch  die  Ausdrücke 

e         =  +  cos  —  +  I  sin  — 

—  —  4    4 

vorgestellt;  und  demnach  heissen  die  Coefficienten  der  Theil- 
brüche 

A  =  4^=i  [cos  (-  ¥)+ism  (-  ^^J  = i, 

•  •  • 

-^2  —  4  ;  -^3  —   4  '      4  —         4  • 

Daraus  folgt 

00  00  oo 

I  ^i^\^    ^^—    4  /        7c  . .  «+ 4  /       ;rrr~« 

,/  '  ^    x— coBj— isin—        ^    a?— cofl— +*8^T 

00  00 


+ 


a;+C08 j  — t  sin  —  ^    ic+cos—  +1  am  — 


—  00  *  *  —  00  ^.* 

Nun  ist 

a;— cos-- — tsin  —      ^  X  —  «bui-t  ,/  2iu—-\-xi 


4  4 

—  CO  —  00  —  00 


00 


OD 


also  das  erste  Glied  im  vorhergehenden  Ausdrucke 


00 


r       g^^**  dx  ^  n 

^    X — cos-j  —  i  Bin — 


A^  I  --J- — ^.^ =  I  e»^'  e-^*"*, 


OD 
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und 


CO 


4    /         ,         TT       .  .    ff       4 

^/    a>f-coa—  — t  am  -j- 


-i^KF  g~^f^2-- ^^9V%g-9V2  . 


die    beiden    andern  Integrale    dagegen  sind  der  Null  gleich. 
Daher  wird  schliesslich 


oo 


/^^T?  =  ^  ''■*'^  [e»'"^-  c-*'^=3rie-*'^sinO^^ 


—  00 

und 


rxBm2&x  dx        o    /*a;  sin 26*07    ,  <^yT    •     ö.  ^/ö 


00  u 


§.  110. 

5«    Das  Dirichlet'sclie  Integral 


/< 


oo 


e-^'^va-  1  1  «  _/.    1 


(/•+«•»)  (*-!-*.■)"   (Ai+dO"'    (*.+*<•)"'         '      (t+O"  (*,+/)"' 


—  00 


Im  vierten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  für  reine  und 
angewandte  Mathematik  hat  Dirichlet  die  Wissenschaft  mit 
einem  Integral»  bereichert;  das  eine  Fülle  von  einzelnen 
Resultaten  in  sich  begreift,  wie  sie  nur  wenigen  Integralen 
zukommt.  Mit  der  Bildung  dieses  Integrales  wollen  wir  uns 
jetzt  beschäftigen,  beschränken  aber  dabei  im  Einklang  mit 
den  bisherigen  Betrachtungen  die  Werthe  gewisser  Constanten 
vorerst  auf  das  Gebiet  der  reellen  Grössen. 

Bezeichnen  /  und  c  positive  Constanten,  so  gelten  be- 
kanntlich die  Beziehungen 


00  OD 


J  p+»i  d»=-i  e-"  und  J  ^-^,  d»  =  0, 

—  00  30 

aus  deren  Combination  sofort  die  neue  Gleichung 


00 


e-^^'  dO'        « 


1  r^ ."-=     -t,-/r 

A-  J    (ij^^t       l  "- 


CO 
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entspringt.  Sie  besitzt  ^  wie  man  sieht ^  die  Eigentiiümlichkeit; 
dass  die  positive  Grösse  c  einerseits  im  reellen^  andererseits 
hingegen  im  imaginären  Exponenten  erscheint.  Und  gerade 
diese  besondere  Eigenschaft  unserer  Relation  ist  von  ausser- 
ordentlicher Tragweite.  Denn  multipliciren  wir  die  früher 
bewiesene  Euler'sche  Gleichung 


OD 


2.  r^-CÄ-f^o*  x^i  dx  =      ^^"^     *) 


e-^^'  di& 


mit  -.f  ,  A2  ;  und  integriren  wir  hierauf  zwischen  den  Grenzen 
—  oo  und  +  cx),  so  bekommen  wir  das  Integral 


^-<<H.*)*.-  ^^ 


Pia)    ( — ^^       =»   r e-^' af-^  dx  I    

—  CO  0  —  oo  • 

aus  dem  nun  vermöge  der  in  1.  ausgedrückten  Beziehung 


oo 

00 


c 


und  folglich  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Formel 


00 


3.  /  ^lüii^ — »,-/*     » 


/ 


(^+^*)(*+'^0"        '  {*  +  0' 


—  OD 


fliesst.  Diese  aber  zeigt  den  nämlichen  Charakter  wie  Glei- 
chung 1.;  und  daher  können  wir  augenscheinlich  den  vorhin 
angewendeten  Process  von  neuem  vollziehen.  Sind  demnach  A*, 
und  a^  wie  oben  k  und  a  positive  Grössen,  so  entspringt  aus  2. 


oo 


—  00 

00  00 


0  —00 


*)  In  derselben  ist  —  um  es  hier  nochmals  mit  Nachdruck  hervor- 


a 


zuheben  —  bekanntlich  {k  +  -^t)"^  =  (ä«+^)     *  c"«^,  wo 

^p  =s  arc  tang  —  zwischen  +  —  und   —  —  sich  befindet.  (Vergl.  §.62,71). 

K  um 

MxTXB,  bestimmte  Integrale.  22 
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und  dies  giebt  wegen 


/ 

CO 


{P+^^){k,+&ir  l  (Ä|  +  /r' 


also 

0  —00  (I 

die  Beziehung 

r""'*' L_ .  _i  ._.rf^= « ^-/.  _  j L .. . 

J    /•+#•    (Ar+»ir   (ti+^O"'  '  (*+0"     (*.+/)'" 


00 


Wie  man  aber  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kann,  leuchtet 
unmittelbar  ein.  Bezeichnen  somit  ausser  c  auch /^  ky  k^,  ...; 
a,  a^ ,  .  .  »  positive  Constanten:  so  besteht  die  Gleichung 


00 


—  CO 

1 


«    g^le 


Sie  bleibt  selbst  dann  noch  in  Kraft,  wenn  die  Con- 
stanten  l,  k^  ,  .  .  ]  a^  a^  .  .  .  solche  complexen  Werthe  erhalten, 
deren  reelle  Theile  positiv  sind.  Denn  unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich  zunächst  aus  den  Betrachtungen  des 
§.  106.,  dass  Gleichung  1.  fortbesteht.  Und  ein  Blick  auf  die 
Beziehung 

r(«  +  ßi)  =fe-^  a;^/««-i  dx 

0 
oo 

=/ß-*  x^^^  [cos  (/J  lg  x)  +  i  sin  (ß  lg  x)'\  Üx*) 

0 

lehrt,  dass  für  a  >  0  das  Argument  a  der  Function  r(a) 
durch  die  complexe  Grösse  a  -{-  ßi  ersetzt  werden  darf.  Mit- 
hin ist  bloss  der  Nachweis  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung  2. 
unter  der  über  die  Natur  der  Constanten  a  gemachten  An- 
)iahme  noch  zu  liefern.    Dies  aber  erfordert  nur  eine  Wieder- 


''')  Vergleiche  Cauchy.    Algebraische  Analysis.    S.  220. 
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holuiig  des  frühem  für  ein  reelles  a  befolgten  Gedankenganges. 
Schreibt  man  nun  anstatt  der  beliebigen  Grosse  ^  d'^  -{-  x, 
wo  -i^j  und  X  irgend  welche  reellen  Grössen  bedeuten;  so  wird> 
wenn  man  in  A'  +  '^^'  ==  ^  +  ^^  +  ^\^  einfach  k  statt  k-^xi 
setzt;  wieder  die  Beziehung  gelten 


/ 


ao 

r(a) 


e-(*+*iO*  x"'^  dx  = 


0 

Von  den  zahllosen  Folgerungen,  welche  die  Gleichung  I. 
gestattet;  hat  Dirichlet  selbst  eine  sehr  fruchtbare  angezeigt. 
Man  gelangt  zu  ihr  durch  folgende  Betrachtung. 

Sei  h  entweder  eine  positive  Zahl  >  1,  oder  eine  com- 
plexe  Grösse,  deren  reeller  Theil  die  positive  Eins  überschreitet; 
alsdann  wird  immer  der  reelle  Bestandtheil  von 

lg  (Ä  +  !/  0  -  i  lg  (Ä'  +  y  •)  +  i  arc  tang  | 

positiv  sein.  Denn  setzt  man  ä  =  »i  +  ^^  wo  also  w  >  1 
sein  soll,  so  wird 

lg(Ä+§/0=lg[w  +  (n+y)i]=ilg[»i2  +  (w+y)2]  +  farctang|, 

und  in  diesem  Ausdrucke  kann  ffi^4-(w4-y)^  niemals  kleiner, 
als  die  positive  Zahl  w^  >  1  werden*).  —  In  dem  Integrale  2. 
kann  man  daher  die  complexe  Grösse /:  +  ^^  durch  lg  (Ä+y/) 
ersetzen.    In  diesem  Falle  aber  besitzt  Gleichung  2.  die  Gestalt 


ao 


«].  h. 


0 


39 


J    (A  +  yi]'  ~  [lg  [h  +  yÖ']*' 


*)  Die  vorkommenden  Logarithmen  complexer  Grössen  u-^  vi  bind 
hier   zur    Vermeidung    von    Zweideutigkeiten   immer    in    der  •  Gestalt 

^ff  {^)  +  » ^  >  wo  t/;  =  arc  tang  —  zwischen  —  —  und  +  5"   hegt  und  r 

der  Modul  der  coniplexen  Grösse  u-^-vi  ist,  zu  nehmen.    Unter  dieser 
Annahme  stellt  also  eine  Grösse  von  der  Form  [u  +  »i)*"  den  Ausdruck 

vor. 

22* 
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wenn  b  statt  a  geschrieben  wird,  wo  natürlich  b  entweder 
positiv,  oder  —  für  den  Fall  eines  complexen  Werthes  von 
b  —  der  reelle  Theil  desselben  >  0  ist. 

Indem  man  nun  die  letztere  Beziehung  durch  den  Aus- 
druck 

e-^'         1  1  , 

in  welchem  die  Grössen  c,  /,  k,  .  .  . ;  ^/,  «i,  .  .  .  Constant^n 
der  oben  genannten  Art  bedeuten,  multiplicirt  und  hierauf 
von  y  =  —  (X)bisy  =  +  (X)  integrirt,  erhält  man  die  Re- 
lation 


00  00 


r  ,*-.  ,^  r  fs^^  _^ _L_. . . .  _  Avl 


0  —00 

00 


=  rw  /"«--*'-—» -1 ^y--^  . 

^'J  '*  +  »''(* +  1,0"   (*i  +  yO"'       [Jg(A  +  .v01* 


X 


Und   berücksichtigt  man,    was   wegen    des    positiven  x   ge- 
schehen kann,  jetzt  die  Gleichung  I.,  so  folgt,  dass 


/ 


/»  +  y*  Ih  +  y{)'  '  (k  +  yif  '  (Ar,  +  yi)"'  "'     ^ 


—  e-'*" 


also  der  linke  Theil  der  vorhergehenden  Gleichung  mit 


OD 


E  e-i<:        -  *  f''^   V^ 

'  (*  +  0"(*,  +  0"'  ..  J   {h  +  lf 

Ü 

gleichbedeutend  ist.    Nun  findet  aber  die  Beziehung  Statt 


0 

und  demnach  wird 


00 


i^^jx  ^       r(A) 

(A  +  0*  [lg'(A  +  0]''' 
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/_£-"«'         J 1 


Ws{h  +  yi)\ 
1 


=  '1  e-f<^ 


Auf  diese  Belation  gestützt  aber  l^sst  sich  wieder  eine  andere, 
in  der  die  zwei  Factoren  r  und r-   vor- 

kommen ,  dadurch  aus  Gleichung  4.  ableiten ,  dass  man  in  ihr 
statt  b  und  A  respective  h^  und  ^^  schreibt,  dieselbe  mit  dem 
Ausdrucke  unter  dem  Integralzeichen  in  der  zuletzt  gewon- 
nenen Gleichung  multiplicirt  und  hierauf  wieder  von  y  =  —  oo 
bis  y  =  -{-  ^^  iutegrirt.  So  nämlich  gewinnt  man  zunächst 
die  Beziehung 

OD  00 

—cy^       11  11 


I  x^^-^dx  I 


Z'+y*  (k+yiT     {k,+yir  {K+yiT  Mh+yi)] 

Ü  —  oo 


00 


=  r(b^  /'^l!!!._i l ^ 1  ___  d, 

^  ''J  '•+»•  *  (k-^-yi)" '  (*,+»«r' "'  [ig{H-yO]*  *  [ig(Ai+y«-)]*'    ^ 

—  oo 

00 


««-'^      1 


1    1^ r^^^ 

d.  g.  nach  einer  leichten  Reduction 


u 


oo 


e-'»'  r 1_  J 1  i , 


OO 


—  ß-'* 


/  (A:+/r  (A:i  +  0"^  •  •  •     [lg(Ä+0]*  [lg(Äi+0]*^ 

Und  vollzieht  man  diesen  Process  immer  von  neuem,  so  erhält 
man  die  Dirichlet'sche  Formel 


00 


IL  fH^  r    1 ?^  _  , .  ."I  r__J L Idf 


««-''  1  1 


'      (.k+f)'  (*,+0"' . . .   WeC+h]"  Li«^/'i+0]*'  •  • . ' 
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in  der  also  c  positiv  ist  und  /;«,  a,  ...;  ö,  &,...;  Ä,  Äj  ...  ^ 
A,  Ar,  ...  entweder  positiv  reelle,  oder  solche  complexen  Con- 
stanten bezeichnen,  deren  reelle  Theile  zu  den  positiven 
Grössen  gehören  und  für  die  Reihe  ^,  ^,,  .  .  .  grösser,  als  die 
Einheit  sind. 

Als  ein  sehr  specieller  Fall  der  Formel  I.   möge  das  In- 
tegral * 


/ 


00 

C08  (cd-  +  2nip)    ,a.  «       e^^'' 


0 

angeführt  werden;  dasselbe  folgt  leicht  aus  Gleichung  3.,  wenn 
man  l  =  k  und  a  der  ganzen  Zahl  2n  gleichsetzt. 

§.  111. 
6.   Ableitung  einiger  allgemeinen  Integralformcu  mittelst 

Integration  der  Reihe  f{x)  =  £a„  a;". 


0 


Zur  Ergänzung  der  bisjetzt  vorgetragenen  Lehren  lassen 
wir  in  diesem  und  den  Paragraphen  112.  und  113.  noch  einige 
Theoreme  folgen,  die  an  sich  interessant  sind  und  in  manchen 
Fällen  nicht  ohne  Nutzen  beim  Aufsuchen  des  Werthes  vor- 
gelegter Integralformen  sein  werden.  Wir  beginnen  zu  dem 
Behufe  mit  folgender  Betrachtung. 

I.  Sei  /'(x)  eine  solche  Function  von  Xy  für  welche  immer 
die  Gleichung 

Statt  findet,  mag  die  Reihe  endlich  sein,  oder  mag  sie  zu  den 
unendlichen  convergirenden  Reihen  gehören.   Die  Coefficienten 
(fQy  a^f  ,  .  .  werden  dabei  als  reelle  Grössen  angesehen. 
Setzen  wir  in  1.  die  Variabele  x  =  re^*,  so  wird 

2.       f{re^^  =  «0  +  flrjr  cos  -Ö"  +  a<^r'  cos  2'9*  +  .  .  .   • 

-    +  i(flf, r  sin  -O*  +  a^r^  sin  2'9*  +  •  •  • ) 

Multiplicireu  wir  nun  diese  Gleichung  beziehungsweise  mit 

r-j-j^-öTa  ^^^  ikTi  A«;  ^^  ^®  Constante  k  positiv  sein  soll,  und 

integriren  wir  hierauf  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -j-  cc; 
so  entspringen  mit  Rücksicht  auf  die  Laplace'schen  Integrale 


—   ;U3   — 


00  OD 


jT+t^^-T'-'''  '^^  uaiß^^^d»^e-^'>,c>0, 


—  00 


sowie  mit  Beachtung  der  evidenten  Beziehungen 


OD  OD 


J'a»  COS  c^  dd' /^  /•ßin  f^d^  (\ 


—  00  —  00 


und  der  Gleichung  1.  die  Relationen 


00  n  00 


M¥-2f'4^^»''.rire-). 


_«  0  -^« 

00  ^00 


—  ao  1  —  OD 


Andererseits   aber   ist,   wenn   wir   die  Summen   der  Reihen 

n  n 

2Janr'*  cosnd'  und  2Janr"  sin  nd'  bezüglich  durch  die  reellen 

U  1 

Functionen  g>(r,d)  und  flf(r,ff)  von  r  und  O-  bezeichnen. 
Und  daher  wird  nunmehr 


OO  00 


J*j/$-S'^*=l nr^')'    J'Vt?^  ^^  =  «[/-(rO-AO)  ] 


—  00  —  00 

oder  einfacher 

OD  00 


Schreibt  man  in  der  letzten  Beziehung  A'  =  0,  so  ergiebt  sich 


00 


0 

und  folglich  ist  auch 

00 


/'^^^  =  ^[/(r)-AO)l, 


0 

Sei  beispielsweise  f(x)  =  lg  (l  -j-  ar);  alsdann  lässt  sich, 
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solange  r^  <  1 ,  der  Logarithmus  von  1  -j-  ^  in  eine  couver- 
gireude  Beihe  entwickeln,  und  demnach  gelten,  weil  hier 

Ig  (l  +  r<?*0  =  lg  (1  4-  r  cos  ^  +  ri  sin  ») 
=  ilg[l  +  2rco8^  +  r2]  +  ,arctangj^J:^^ 

ist,  die  Beziehungen 

r\Al±^r^^  +^  ^*  =  I  lg  (1  +  re-^) 

0 


und 


y  arc  tang      ^  '^'^  ^  ^  .  rf^ 


oo 

«««  *«««      r  sin  ^ 
arc  taug 


Aus  der  erstem  dieser  Formeln  lässt  sich  leicht  der  Fall  r  >  1 
entwickeln.    Denn  schreibt  man  in  der  genanten  Gleichung 

jetzt    -  statt  r,  so  kommt  nach  einer  einfachen  Beduction 


r 

OD 


pSL±^^l^».+ '^  rf*  ==  I  lg  (r  +  O,   r  >  1. 

0 

•  II.  Multipliciren  wir  die  Reihen  g)(r,  d)  und  ^(r,  ^) 
beziehlich  durch  cospO*  und  sinj^O*,  wo  p  irgend  eine  der 
Zahlen  1,  2,  3,  ...  n  bedeutet ^  und  iutegriren  wir  alsdann 
zwischen  den  Grenzen  0-  =»  0  und  '^  =  ;r ;  so  folgt  mit  Be- 
achtung der  in  §.  92.  erwähnten  Beziehungen 

I  cosp^  cosnd'  dd"  =  0,  ^  und    /  sin  p-O-sinn-ö  .dd'=0,  ~, 

Ü  0 

je  nachdem  n  und  p  verschieden ^  oder  gleich  sind; 
te!!) .d-itilfi)  cos  p»d»  =  ^  a,  rP 


1 
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und 

n 


J 


2t  2      '^ 


u 


Wie  mau  sieht,  ist  dies  eigentlich  nur  eine  Erweiterung 
der  früher  in  §.  95.  gegebenen  Lehren  über  die  Coefficienten- 
bestimmung  in  den  Sinus-  und  Cosinusreihen  für  den  Fall, 
dass  diese  bloss  aus  eiuer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  be- 
stehen. 

AlsBeispiel  wollen  wir  wieder  die  Function  lg(l+^)  nehmen. 
Vermöge  der  ersten  Formel  erhalten  wir  alsdann  für  r^  <  1 
und  p  >  0  die  Beziehung 

n 

I  lg  (1 +2r  cos  »+  r^)  cos  p^  d^  =  nr^Up  =  nrP  (+  -\ , 

0 

je  nachdem  nämlich  p  ungerade,  oder  gerade  ist.  Auch  für 
p  z=s  0  bleibt  die  Formel  in  Kraft,  weil  in  diesem  Falle  ap 
mit  Null  zusammenfallt. 

Wird  r  >  1,  so  setze  man  wieder  —    statt  r:   dadurch 

kommt 

n 

J*lg  (l+2r  co8*+r«)  cos;,^^*  =  |  i;')"/-^'  J>;'.j 


III.    Die  in  §.  78.  entwickelte  und  selbst  für  p  =  0  noch 
gültig  bleibende  Gleichung  8*. 


oo 


COS  p'0  d^  n  .  L  ^ 

'^^  —  ,  ^  =  arc  tang  -r 


I  P  2l{k+l)P 

%    (^2  +  a«)  2  (/t  +  ^«) 

mimmt  für  /  =  — ,  A:  =  1  die  Gestalt 


00 

COS  pyp  dd" 


f    . 

0         /H     I    A«x2 


2q\q+l) 


au.    Und  hieraus  folgt ^  wenn  man  d'  =  tang  ^  setzt; 


ri  n 


I  COS  ptp  cos  ^   ^  dtp /'cos  tp^  cos  pil>  dil>  n_f     q    \^ 

J       1  +  7«  tang -v^«""        J  cös^~+ V  sin  ^»       2^  \?+^/ 


0  0 


*)  Vergleiche;§.  4,  3. 
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Beachtet  man  aber,  dass  2  cos  ^^  cos  p^  mit 

(cos  t  e^'y  +  (cos  t  e-'f^y 
identisch  ist,  so  hat  man  sofort  die  Beziehung 

n 
J  cos  i/>'  +  y*  Bin  1/^*  ^        y    \9  +  1/ 

0 

Nun  seien  in  Gleichung  1.  für  x  nach  und  nach  die  Werthe 
X  =  cos  ^ßV'«  und  X  =  cos  ^^-v»»  gesetzt;  alsdann  ergiebt  sich, 
wenn  man  die  beiden  hieraus  entstehenden  Reihen  durch  Ad- 
dition verbindet,    darauf   das   Resultat   mit  .^  ,  ^,  . — ^ 

'  cos  ijf'  +  9*  sm  v»* 

multiplicirt  und  endlich  zwischen  den  Grenzen  0  und  ^-  in- 
tegrirt, 

J  COB  iA«  +  V' sin  t^"«  ^^— ^^/«Wl/         y^V7+l/' 

0  " 

also  für  q  =  \ 

n_ 
/[/(cos  ^eV"')  +  /"(cos  ^ß-V'«)]  d^  =  ^/"(i). 

u 

Setzt  man  beispielsweise  mit  Serret*),   von    dem    diese 
Formeln  zuerst  bewiesen  sind, 

■ 

f{x)  ==  e^'^  und  2^  =  O-,  {m  =  const.), 
so  kommt 

2/;ico8— ■  .  .     -  2mc08--  .  .     ^ 

COS—      +5r«8in  — 


*)  Liouville  Journal.    T.  8,  p.  489  etc.    Sur  quelques  formules  rela- 
tives a  la  thdorie  des  intdgralos  Euläriennes. 
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d.  h. 


/ 


7t 


^'^^  COS  im  sin  a-)   ,,.  _  «    «'.^:fi 

^*  .    «  •    »^  q 

-i_  y*«  am  ' 


cos-^^-    +<7«8in  2 


und,  wenn  ^  =  1, 

JgmCOi&   CQg    (^    sin    ^)    ^^   =_    jj*^^ 

§.  112. 
7.   Liouvllle'scheB  Theorem« 

Bezeichnet  a   eine    positive  Constante  und  /"(-  +  -) 

eine  solche,  übrigens  beliebige  Function  von  x,  dass  die  beiden 
Integrale 


OD  QO 


0  0 

einen  Sinn  behalten :  so  besteht  nach  Liouville  die  bemerkeus- 
werthe  Gleichung 

P  =  0  log  a**). 

Mit  der  grössten  Leichtigke't  lässt  sich  die  Wahrheit  derselben 
durch  das  in  §.  23.,  II.  beobachtete  Verfahren  nachweisen. 

In  der  That,  sei  -  H —  =  y>  so  wird  für  a;  =  0  und  x  =  oo 

die  neue  Veränderliche  y  =  oo.  Es  findet  daher  zwischen 
diesen  beiden  Grenzwerthen  von  t/  ein  Minimum  =  2  Statt. 
Nun  ist 

und  daher  hat  man 


*)  Vergleiche  §.  96.,  Gl  6. 

**)  Liouville  Journal.   Aug.  1869;  p.  300— .301.    Extrait  d'une  lettre 
adress^e  k  M.  Besgue  par  Liouville. 
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CD  3 


0  <» 


2 


oder  durch  Vereinfachung 


oo 


/>=2iog«  fmy4= 


y  ^'y*  -  4 


00 


+  />(y)^^  lg  [  (iy  -  i  /y'  -4)  (iy  +  i  /y'-4)] 


oo 


= 2  log  «y^/c.)  ^^ 

und 

0  2 

mithin  ist,  wie  zu  zeigen  verlangt  wird  ^  P^=  Q  log  a. 

Einfacher  als  vorhin  führt  jedoch  die  Anwendung  der 
Substitution  log  x^^u-^-lg  a^  d.  i.  x  =  ae"  zum  Beweise  des 
Liouville'schen  Theoremes.  Auf  diesem  Wege  erhält  man 
nämlich  sofort 

0  —  oo 

00 


+  log  a  Cfie''  +  e-")  du^ 


—  « 


d.  h. ,  weil  f{e^  +  er-^) .  u  eine  ungerade  Function  von  u  ist 


■4- CO 


und  demnach  jf(e**  +  d?~")  w  rft/  verschwindet, 

—  oo 
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00  00 


P  ^Jf  (f  + 1)  log  X  f  =  log  aj'rie-  +  «-«)  du 

0  —  OD 

und 

^  =/■  (« +  ^)  ?  =  A""  +  ^"^  ''"• 

0  —  00 

Dieser  letztere  Gedankengang  ist  aber  noch  mit  dem  an- 
dern Vortheil  verknüpft,  sogleich  ersichtlich  zu  machen,  dass 
auch 


00  00 


/>(f-|)^««-V  =  log«//-(f-.7)¥ 


Ü  U 


sein  muss,  wenn  fl^  —  —  j  zu  den  geraden  Functionen  von 

X  gehört. 

Bezeichnet  dagegen  /*(- —  —  j   eine   ungerade  Function 

von  X,  so  muss  für 'das  Stattfinden  der  Liouville'schen  Rela- 
tion /  mit  einer  andern  ungeraden  Function  q>  von  x^  also 

für  den  einfachsten  Fall  mit  -  +  —  durch  Multiplication  ver- 

bunden  sein.    Alsdann  besteht  wieder  die  Gleichung 

natürlich  immer  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung, 

dass  die  Integrale  nicht  sinnlos  werden. 

ii^rt  man  in  die  vorstehenden  Integrale  statt  x  die  neue 

j_ 

Veränderliche  y  =  a:"   ein,  so  zeigt  sich  sofort,  dass 


OD  CO 


u  0 

und,  wenn  /  eine  gerade  Function  ausdrückt,  auch 


CO 


/^^/a?"  a\\sxdx         1  ,  /*/•/«?"  a\  da; 


0  0 

sein  wird. 
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Beispiel.    Der  in  §.  99.  bewiesenen  Gleichung  9.  zufolge 
besteht  die  Beziehung 


d.  g.  für  ft  ==  —  ^ 


00  -  00  CO 

0  0  0 

Nun  ist  aber  nach  §.  75. 

00  oo 

J   (iks  +  ^ty      2^"-^  [r(ii)j«^y  ^  ^  ' 

0  1 

demnach  im  gegenwärtigen  Falle 

00  OD 

/COS  2.y  dy «  ^^     /*    e~~^^      , 

0  1 

Mithin  gilt  weiter  die  Relation 


0 


§.  113. 
8.   Canchy'sdic  Formel*). 

Sei  z  =  re^*  j  und  /"(z)  bezeichne  eine  solche  Function 
von  Zf  welche  nebst  ihrer  Derivirten  ffji)  für  jeden  unter 
einer  gewissen  Grenze  R  befindlichen  Werth  des  Moduls  r 
endlich  und  continuirlich  bleibt  -—  und  die  ausserdem  bei 
constant  bleibendem  Modul  für  -^  =  a  und  %'  =  a  -^  2n  die- 
selben Werthe  erwirbt. 

Da  f(z)  eine  Function  von  r,  ^  ausdrückt,  so  können  wir 
ilire    partiellen   DiflFerentialquotienten    nach  r  und  0"  bilden. 


♦)  Vergl.  die  Werke  vonMoigno,  Sturm  und  Serrct  Über  Infinitosi- 
inalrechuung. 
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Offenbar  werden  dieselben  durch  folgende  Gleichungen  vor- 
gestellt 

dr  dz     or  '     \  / 


und 


Mithin  ist 


dV        dz  d^  ~  '  ^^        ' 


dr  ri    d^ 


Der  Voraussetzung  gemäss  aber  sind  /(z)  und  f\z)  endlich 
und  stetig;  so  lange  der  Modul  r  kleiner,  als  eine  gewisse 
Grenze  R  bleibt;  Gleiches  muss  demnach  auch  von  den  par- 
tiellen Derivirten  nach  r  und  d"  gelten.  Daraus  folgt  weiter, 
dasS;  wenn  man  die  letztere  Gleichung  in  Bezug  auf  r  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  r  integrirt^  das  entstehende  Resultat 
mit  dd^  multiplicirt  und  hierauf  von  d"  =  a  bis  ö'  =  a-j-2;r 
integrirt,  die  Beziehung  gilt 

a+87K       r  r  a+2n 


d&  ^^^' 


a  0  0  a 

Nun  ist 

0  a 

also  der  über  die  Function  f  gemachten  Voraussetzung  zu- 
folge =  0. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  1.  folgt  daher 

fd»  [nz)  -  m]  =  0 , 

a 

d.  g. 

1.  /m=-tJ'nrc"'^o<i»- 


a 


►Setzt  man  «  =  0,  so  hat  man  noch 
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imd  für  a  =  —  2;r  entspringt  leicht 

!*•  /(0)=^//-(r«-*-)rf*. 

Nimmt  man  ferner  an,  dass  f{z)  =  F{x  +  re^*")  ist,  wo  x 
eiue  von  z  unabhängige  veränderliche  Grösse  bezeichnet,  so 
wird  für  z  =  0  f(0)  in  F{x)  übergehen,  und  man  erhält  nun 
die  Gleichungen 

a+27t 


11. 


a 
2n 


F{x)  =  äi  /^(^  +  ''^*)  '^^• 


8ie  beweisen,  dass  jede  beliebige  Function  F{x)  einer  reellen 
oder  imaginären  Veränderlichen  x  durch  ein  bestimmtes  In- 
tegral ersetzt  werden  kann,  wenn  die  Function  F(x-^re^*)  und 
ihre  Den virte  für  alle  diejenigen  Werthe  von  f^e^',  deren  Modul 
kleiner,  als  eine  gewisse  Grenze  R  ist,  endlich  und  stetig 
bleiben  und  wenn  die  Werthe  der  Function  F(x  +  re^»)  für 
die  Argumente  -ö-  und  -9*  +  23r  dieselben  sind. 

Um  die  grosse  Brauchbarkeit  dieser  Formeln  durch  einige 
Beispiele  zu  erläutern,  wollen  wir  f{z)  der  Reihe  nach  mit 

-— ,  c"*,  lg(l — z)  identiiiciren. 

1.    Die  Function  f{z)  =  - — -j    sowie    ihre    Deri virte 

/*' (z)  =  jY^—Tj  werden  für  z=\  unendlich,  was  aber  nur  bei 

einem  der  Einheit  gleichen  Modul  eintreten  kann;  sie  bleiben 
hingegen  endlich  und  stetig,  wenn  der  Modul  r  von  z  kleiner 
als  1  ist.  Setzen  wir  also  r  <  1,  so  wird  vermöge  der  Be- 
ziehungen P.  und  I*.: 

2tt  27t 

0  0 

mithin  entstehen  durch  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden 
Integrale  die  Gleichungen 
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27t  2ft 

:; — Ti 5-1—,  ^^  =  2^:   und    I  - — -„ ^-, — i  =  0. 

1  -^'2r  C08  -a*  +  r*  /    1  —  2 r  COB  -ö"  +  r* 

0  0 

Von  ihnen  ist  die  letzte  selbstverständlich;  denn  bewegt 
sich   der  Bogen  d'  von  0  bis  2  n:,   so   erwirbt  die  J<\inction 

7 — i> n.  t    o  im  ersten  und  vierten  und  ebenso  im  zweiten 

1  —  2r  coß  ^  +  r* 

und  dritten  Quadranten  numerisch  dieselben  Werthe^  und 
folglich  setzt  sich  das  Integral  aus  paarweis  einander  auf- 
hebenden Elementen  zusammen. 

Zur  Kenntniss  dieser  Gleichungen  kann  man  übrigens 
auch  in  folgender  Weise  gelangen.    Erwägt   man  nämlich^ 

dass  für  r  <  1  die  Function  j—-    mit    der    convergirenden 

Reihe 

1  +  z  +  z^  +  2:^  +  z*  -|-  in  inf. 

identisch  ist,  so  folgt  tur  z  =  re^*  durch  Integration  der- 
selben zwischen  den  Grenzen  -Ö*  =  0  und  -d-  =  2ä 

2n  2rt  2n 

/d»      _    r         1  — re""^'  ,^_    r     1— rcoa<»       ,0. 

i-re^'~J   (l-re^')(l-re-^^  J    l-2rC08^+r* ''^ 

00  0 

2n  (ti         2n 

und  demnach  entspringen  durch  Trennung  des  Reellen  und 
Imaginären  die  obigen  Gleichungen. 

2.  Wird  f{z)  mit  e**,  wo  a  constant,  identificirt,  so 
sind  f{z)  und  f'iz)  für  jeden  Modul  endlich  und  stetig;  folg- 
lich ergiebt  sich 

2n  2n 

also,  wenn  man  ar  =  m  schreibt  und  das  Reelle  vom  Imagi- 
nären sondert, 

2jt  =  y^wcosi^  cQg  (j^  gin  ^-j  dd',    0  =y<?'"co«''^  sin  {m  sin  d)  d^. 

0  ü 

Auch  hier  ist  wieder  die  letztere  Gleichung  evident.  Und  stellt- 
man  endlich  noch  die  erstero  in  der  folgenden  Form  dar 

Mkyrii,  befltimmte  lutegralo.  23 
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2n  =y*^*^co8^  cog  (^  ain  ^)  ^^  j^J^mco^»  cos  (w  sin  -9")  d%^ 

und  beachtet,  dass  durch  die  Substitution  ^  =^  n  —  «Ö",  das 
zweite  Integral  in  das  erste  übergeht,  so  entsteht  die  Poissson'- 
sche  Formel 

n 

j^coB&  COS  {m  sin  d^)  dd^  =  7t. 

3.    Wählen  wir  jetzt  für  die  Function  /"(z)  den  Logarith- 
mus von  1  —  Zj  so  wird  für  z  =  1,  also  auch  r  =  1,  nicht 

nur  /"(z) ,  sondern  auch  /"'  (z)  =  —  -r—^   unendlich.      Dieser 

Fall  aber  kann  niemals  eintreten,  wenn  der  Modul  r  <  1  ist. 
Setzen  wir  daher  r  <  1  voraus ,  so  bleibt  nur  noch  die  Frage 
zu  beantworten,  ob  lg  (1 — z)  zu  den  periodischen  Functionen 
von  d"  gehört.    Zu  dem  Behufe  sei 

1  —  z  =  1  —  r  cos  d'  —  ri  sin  ^  =  Q  (cos  /  +  i  sin  t) ; 
alsdann    werden    die    Grössen    q  und   t    definirt    durch    die 
Gleichungen 

^  cos  i  =  l  —  r  cos  d",    Q  sin  t  =  —  r  sin  d-, 
d.  h. 

1  —  r  cos  -O" 


r  =  y\  — 2r  cos  -ö"  -f-  r^y   cos  t  = 


Kl  —  arcoad-'+r«' 


.  r  sin  «d*  jfev 

sm  /  =  —  ,/_- -—  *). 

Vi  —  2r  cos  -e-  +  r«    ^ 

Heisst  nun  für  ^  =  a  der  entsprechende  Bogen  t  ß,  so 
werden,  wenn  d"  von  a  bis  a  -\-  27t  continuirlich  sich  bewegt, 
cos  /  und  sin  /  stetig  sein  müssen,  und  folglich  schreitet  der 
Bogen  i  selbst  in  unendlich  kleinen  Intervallen  fort.  Ist  über- 
dies r  <  1 ,  so  wird  der  Cosinus  von  i  beständig  positiv  sein, 
also ,  wenn  man  den  veränderlichen  Bogen  /  von  einem  festen 
Punkte  eines  Kreises  an  misst,  der  Endpunkt  von  i  immer 
entweder  im  ersten,  oder  vierten  Quadranten  dieser  Kreislinie 
sich  befinden  müssen.  Nun  erwerben  cos  /  und  sin  /  für  d''=  a 
und  d^  =  a  -{-  27t  wieder  ihren  Anfangswe^th ,  folglich  muss 
/  wieder  =  ß  sein,  wenn  -Ö*  den  Werth  a  -\-  27t  annimmt. 


*)  Der  Bogen  /  ist   natürlich  der  kleinste  Bogen,    welcher  diese 
Gleichungen  befriedigt. 
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Alle  Bedingungen  für  die  Anwendung  der  Formel  I''. 
werden  daher  bei  Voraussetzung  der  Gleichung /(2:)= lg  (1 — z) 
erfüllt.    Mithin  ist 

0=^    Ag  (1  —  re*0  d&^^  jlg  /l  — 2rcoS'9-+r«  d& 


u 
in 


i      (  .  r  sin  ^        ,  a. 

•    I  arc  tanff  .        —  «.  e/^ 

\n   J-  ^  i  —  r  cos  ^ 


i 
2; 

d.  g. 


/*lg(l— 2reo8^+r2)^'^=0  und   rarctang^'_^^e/d=0,r<l 


0  0 


VI.  Kapitel. 
Anwendung  bestimmter  Integrale  in  der  Beihenlehre. 

§.  114. 
Yoreriimerungen. 

•  

Die  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen  v^anschaulicht  in 
einem  vorzüglichen  Grade  den  ausserordentlichen  Nutzen, 
•welchen  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  unter  Um- 
standen aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  zu  ziehen 
vermag.  Denn  gerade  mittelst  der  in  den  Paragraphen  86. 
und  87.  dargestellten  Theoreme  Dirichlet's  ist  es  zuerst  diesem 
genialen  Forscher  gelungen,  die  Convergenz  der  trigonome- 
trischen Reihen  ausser  allen  Zweifel  zu  setzen  und  zugleich 
ihre  Summe  anzugeben.  Einen  ebenso  wichtigen  Dienst  hat 
dann  später  Dirichlet  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  erzeigt, 
indem  er  es  wieder  war,  welcher  durch  eine  mit  seinem  in 
der  Lehre  von  den  Fourier'schen  Reihen  befolgten  Gedanken- 
gange nahe  verwandte  Methode  zuerst  die  Convergenz  der 
uneiidlichen  Reihe 

JL  V(2r»  +  1)  fd%''  sin  ^'  fpji^'y  9>')  dq> 

23* 
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mit  aller  wissenschaftlichen  Strenge  nachwies*).  In  dieser 
Reihe  bedeutet  n  eine  ganze  Zahl  und  P„  den  Coefficienteu 
von  a",  welcher  aus  der  Entwicklung  des  Radicals 


K(l  —  2a  (cos  -Ö"  cos  ^'  +  sin  ^  sin  6*'  cos  (9'  —  qp)  +  «*] 

nach  Potenzen  von  a  hervorgeht.  Ihre  Summe  ferner  ist  der 
Function  /'(O*,  (p)  gleich  für  alle  Werthe  von  -9"  und  q),  welche 
zwischen  den  Grenzen  -Ö*  =  0  und  0*  =  jt,  g)  =  0  und  (p=2x 
sich  befinden;  die  Function/"  selbst  ist  völlig  willkürlich,  nur 
die  einzige  Bedingung  hat  sie  zu  erfüllen,  innerhalb  der  an- 
gezeigten Grenzen  von  -^  und  <jp  niemals  unendlich  zu  werden. 
Dieses  schöne  und  für  die  mathematische  Physik  äusserst 
wichtige  Resultat  werden  wir  später  in  der  Dirichlet'schen 
Weise  darstellen.  Gegenwärtig  wollen  wir  uns  mit  Betrach- 
tungen von  ganz  elementarer  Natur  beschäftigen,  nämlich  im 
Vorbeigeben  an  einige  für  die  Reihenlehre  interessanten  Fol- 
gerungen erinnern,  welche  aus  gewissen  im  Frühem  ent- 
wickelten Formeln  mit  Leichtigkeit  sich  ziehen  lassen.  Vorher 
aber  wollen  wir  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  auch 
die  Theorie  der  sogenannten  Potenz-  und  Facultätenreihen 
einen  bedeutenden  Grad  von  Eleganz  und  Strenge  gewinnt, 
wenn  man  bei  ihrem  Studium  die  durch  die  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale  gebotenen  Hülfsmittel  nicht  verschmäht. 
Man  vergleiche  nur  in  dieser  Hinsicht  die  beiden  Abhand- ' 
lungen  Schlömilch's :  „Ueber  die  Potenzreihen  und  deren 
Reste^'**)  und  „Ueber  Facultätenreihen"***). 


*)  Dirichlet.  Sur  les  säries  dont  le  terme  g^n^ral  dopend  de  deux 
angles,  et  qui  servent  ä  exprimer  des  fonctions  arbitraires  entre  des 
limites  donn^es.   Grelle.    Journal.    Bd.  17.  S.  35— öC' 

•♦)  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.   Jahrg.  I.    S.  129. 
***)  Ebendaselbst.    Jahrg.  IV.    S.  390. 


\ 


> 
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1.    Summationen  verschiedener  Reihen  mittelst  bestimmter 

Integrale. 

§.  115. 

!•  Methode,  gegrilndet  auf  die  Darstelluiii^  de»  allgemeinen  Gliedes 

jt„  einer  Reihe  unter  der  Form  «„  =  »„ //*„(«?)  äx. 

Unter  den  Methoden ,  welche  von  den  Mathematikern  zur 
Auffindung  des  Werthes  einer  vorgelegten  endlichen  oder  un- 
endlichen Reihe  erdacht  worden  sind,  behauptet  die  folgende 
einen  der  hervorragendsten  Plätze. 

Sei  nämlich 

5  =  W,  -j-  «2  +  W3  +  .  .  .  +  Wn  +  .  .  . 

eine  solche  endliche  oder  unendliche  convergireude  Reihe, 
deren  allgemeines  Glied  u„  in  zwei  Pactoren  v„  und  w„  zer- 
legt werden  kann,  von  denen  der  eine  w„  durch  ein  bestimmtes 

Integral  rv»  =  ff„  (x)  dx  dai'stellbar  ist.    Unter  dieser  Voraus- 

a 

Setzung  nimmt  dieselbe  oflFenbar  die  Form 

i 

s  =  f(fx  [«;,  /,  {x)  +  V2  f^ioo)  + . . .  +  f«  /«(.r)  + . . .] 


a 


au.     Lässt  sich  nun  die  Summe  q>{x)   der  Reihe  E  Vn  fn{x) 
angeben,  so  wird  augenscheinlich 

s  =J  <p  (x)  dx. 

a 

1.    Zur  nähern   Erläuterung  dieser  Methode  wollen  wir 
zunächst  die  Summe  der  Reihe 

i«=0         • 

in  welcher  «,  ^,  a  und  b  positive  Grossen  bedeuten  sollen, 
anzugeben  versuchen. 

Nach  einer  in  §.  25.  gemachten  Bemerkung  ist  der  Bruch 
mit  dem  Integrale  /y^*""^  tfy  gleichbedeutend.     Die 
Reihe  s  lässt  sich  demnach  auch  so  schreiben: 
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n  \  In 

s  =  Ux^-^^i^fy"^"-^  dy  =  x"  J  dy  y^-^  Z  {x^  y^Y\ 

0  0  u  0 

aber 
-^{xfi  y>-Y  =  1  +  .r."  y»  +  (.t.*  y*)»  + . . .  =  1-  ^-^/^i"^', 

0  ^ 

folglich 


dy. 


Dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich  offenbar  für  «  ==  oo, 
wenn  x  <  1*);  denn  nun  wird  die  jetzt  convergirende  Reihe 


1 


0 


Man  kann  diesem  Integrale  leicht  eine  andere  Gestalt  geben, 
indem  man  statt  der  Veränderlichen  y  eine  neue  V/iriabele 
zß  =  xß  y*  einführt.     So  nämlich  ergiebt  sich  ohne  Mühe 


« 


p  /^    in- 


0 


eine  Form,    die  man    unmittelbar   dadurch   gewinnen  kann. 


oo 


dass  man  die  geometrische  Reihe    ^^  (r/*)"  = -^  ,    z  <  1 

ü 

zuvörderst  mit  z         dz    multiplicirt,    darauf    zwischen    den 
Grenzen  z  =  0  nnd  z  =  x  integrirt  und  schliesslich  dem  er- 

zielten  Resultate  den  Factor  x  beifügt. 

2.     Ein  dem  so  eben  erörterten  ganz  analoges  Verfahren 


*)  Eigentlich  braucht  nur  j?/*  <  1  zu  sein,  woraus  folgt,  dass  man 
dem  p  auch  negative  Werthe  beilegen  kann ;  fiir  ar  sind  augenscheinlich 
negative  Werthe  immer  zulässig. 
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liisst  sich  augenscheinlich  auch  bei  den  Reihen  in  Anwendung 
bringen,  deren  allffemeines  Glied  die  Gestalt n_  . 

^      '  ^  (a+nb)  (a+n+l.b) 

besitzt.     Denn  man  hat 


X 


o+»/*  a?""*"^"  r     1 


(a+nb)  (a+n+l.b)  * 


r  ^  -   '  -1 

la+nb  a+(n+l)bj 


1 


ü 
also 

0 

Setzt  man  hier  beispielsweise  x  =  1,  so  erhalt  man 

V  1  _  Ifl    _  1 "1   ^  n+X 

^  [a+nh]  [a+ (n+1)  b]  b\a  a+{n+l)b\  a[a+{n+l)b] ' 

0  L  -I 

demnach  für  w  =  oo,  fiir  welchen  Fall  die  obige  Reihe  noch 
convergirt, 

^  [a+nb]  [a+(n+i)b]  ab' 

0 

Der  specielle  Fall  x  =  l  lässt  sich  übrigens  auf  die  ein- 
fachste Weise  durch  die  Summation  der  einzelnen  Glieder 


b   [a+bn  a+(n+l)by   "  —  0,  1,  2 


;  •  •  •  ^;  . 


und  für  ein  über  jede  Grenze  hinaus  wachsendes  n  durch 
nachfolgenden  Uebergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen 
erledigen. 

3.  Besteht  der  Nenner  des  allgemeinen  Gliedes  aus  drei 
Factoren  a  +  w^,  «  +  (^  +  1)*  "^^  «  +  (n  +  2)b,  so  hat 
man  offenbar  diese  Beziehungen: 


[a  +  bn]    [a  +  {n+i)b]    [a  +  {n  +  2)  b] 
2^      l(a+nb)  {a+n+Wb)  {a+i^i,b)  ia+n+2,b)S 
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,«+"/* 


^,  1«+«^]  V+n+lM][a+[n+2)b] 
""   -^j,2nß+^'^n«+(«+iW   ~   -^^26[fl+n+I.&]  [«+(«+2)6] 

0  ü 

1 

u 
Ist  folglich  wieder  ^r  <  1*),  so  wird  für  n  =  oo 

^ ^''^         _     _-  =  ''"     /V"'(i -.v')*^^ 

^,  [«+6«]  [«+(n+l)/;j  [«+(n+2M  2/.»  J  i__^^,/ 

0 

Uud  ist  o;  =  1 ,  so  gilt  diese  Gleichung   - 

00  1 

d.  g.  mit  Benutzung  der  in  §.  60.  bewiesenen  Formel 
/"^-•{l-v)'-' ,l.r  -  '  -*  -IV/      !"'' 


00 

1 


^\~a 


[a+nh]  l«+(«+l)/^]  [a+(w+2)/>]  2«Ä  («  +  /5»)' 

Auch  diese  Beziehung  h'ätte  man  in  der  einfachsten  Weise 
durch  blosse  Vereinigung  der  gleichnamigen  Glieder  in  den 
beiden  Reihen 

n  n 

mit  nachfolgendem  Uebergaug  zum  Unendlichen  erzielen 
können.  Denn  man  findet  auf  diesem  Wege  sofort  die 
Gleichimg 

•)  Vergl.  die  Anmerkung  S.  358. 
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M 


-^0  f'^+^^J  l^'+in+m  [a+(n+2)b] 

=1  r_i L  _    1 

26  la{a+b)  {a+nb){a+n+l,b)y 

Will  mau  dies  letztere  Resultat  aus  dem  obigen  Integrale 

u 
ableiten^  so  bat  man  zu  beachten,  dass  ausser  der  Gleichung 

0 

noch  die  Relation 

-- 1  »/«+'H-i''-iri— j/*ww=     - ' - 

V  — ^— («+«+2.6)y  (^i+^+ij 

1 1 

■~  2*  [«+(«  +  !)*]  [«+(n+2)A] 
gilt.. 

Wie  man  endlich  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kanji, 
ist  unmittelbar  einleuchtend.  Wir  verlassen  daher  diesen 
Gegenstand,  wenden  uns  vielmehr  zur  Summation  der  allge- 
meineren Reihe 

.  .  —  "V ^>i^" 

*  —  -^   {a+nb)  («+«6+1) ...  («+„6+p-l)' 

die  wir  natürlich  convergent  voraussetzen  und  in  der  p  eine 
absolute  ganze  Zahl,  An  eine  beliebige,  h  und  a  dagegen 
positive  Gonstanten  bezeichnen  sollen. 

Das  allgemeine  Glied  Un  dieser  Reihe  ist  ersichtlich  in 
folgender  Form  darstellbar: 

«- = ^-  ^ife  J'J^"''-'  (1  -  yy-'  ^y  =  ^^  ^"  rSSfe,)  • 

0 

Mithin  wird 
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QO 

0  » 

Heisst  folglich  q>(pc)  die  Summe  der  einfacheren  Reihe  Z  a^  a:", 

0 

so  wird 

Wie  Külp  in  seiner  DiflFerential-  und  Integralrechnung 
(S.  319 — 322)  bemerkt,  verdankt  man  Schlömilch  die  Sum- 
mirung  dieser  Reihe. 

Setzt  mau  behufs  eines  besondern  Falles  (p  {x)  =  (l+o:)", 

ist  ^«  ss=/"  j  «=  a„  und  folglich  für  x'^  <,  1 


n  ^ 


SO 

OD 

Wie  man  sieht,  kann  hier  durch  Entwicklung  des  Binoms 
(1 — y)'^^  das  vorstehende  Integral  wegen  der  Natur  des  p 
immer   auf   eine   endliche   Reihe   von   Integralen   der  Form 

fy*"  (1  +  ^J/*)"  ^^  zurückgeführt  werden. 

0 

Bekanntlich  convergirt  die  binomische  Reihe  auch  noch 
für  x=\j  sofern  nur  a>  —  1;  türa;  =  —  1  dagegen  muss 
a  >  0  sein. 

Wählt  man  ^  ==  1  und  a  =  —  {'^-\-p)y  so  ist 
1 

'y«-i  (l~y)P-i  (l+xyY  dy ^-  ^^-f^^  *), 

y        V       y;        \  -r    if  j      j       {x-\-xY   n«+p)      ^' 

0 

demnach  für  o;^  <  1 

^  -(«+P)„^^^ 

^^   («+n)  (ß+~„+f)...(fl  +  „+p-l) 
1  r{a)  1  1 


/ 


{l+xY   Hö+P)         (l+.r)"  («+P-1)  (fl+P-2)...  «• 

Und  nimmt  man  x  ==  —  1,  a>0,  so  entspringt 
*)  Vergl.  §.  80,  Gl.  1^, 
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«»^ 

^Jia  +  n)  (a  +  n  +  1)  ...  (a  +  n  +  p-^1) 

^    r(a)r{p+a)       _i__ r(fl)__   __ 

r'ip)  r(H-«+p)""(;^-i)? '  («+«)  ...(fl+a+p-2)  (a+cc+p^i) 

5.     Als  eine  letzte  Anwendiuig  der  im  Vorhergehenden 

erörterten  Summationsmethode  wählen  wir  noch  die  Aufgabe, 

den  Werth  s  der  Reihe 

^^  —  cos  n<p  =i  cos  9  +  ^  cos  2  <jp  +  ^  cos  39)  +  ..., 

welche  bekanntlich  immer  convergirt,  so  lange  q)  keinem  ge- 
raden Vielfachen  der  Zahl  ä  gleich  ist*),  anzugeben. 
Beachtet  man  hier  die  Beziehung 

ep 


u 


80  entspringt  sogleich 


u 

♦    Nun  ist  aber  nach  der  in  §.  95.  unter  1.  angeführten  Formel 


.— 2.r 


y'e~"*  cos  nw  = —  , 

^^  ^         1-2 C-*  C08  q>  +  ej-^x  ' 


folglich 


X 


^yl  COS  n  <p  /      —r  ^^^  ^  —  ^ 


IcOSnqp    ^       Z*^,^ 


— o: 


-^       ^  I  1— 2e-*C08g)  +  c-2*' 

Und  weil  ferner 

—  2c~*  C08  <p  +  e""**) 


1— 2c~*  cos  (p  +  e"-^*  *^       1  — 


2  e""^  cos  9  +  e~*'*" 

=  ^  lg  [l  —  2  ^~*  cos  q>  +  ^-2*]  -|-  const., 
also 


f 


e-r cos  qp  ~  .  -^  rfo:  =  -  lg  (2  sin  i  9>) 

1  — 2c-*co8  (p  +  c~^*  ®^  ^  ^^ 


0 
•)  Vergl.  z.  B.  Sternes  Analysis  §.  119,  S.  227. 
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ist,  8u  hat  man  schliesslich 

1 

§.  116. 
ParscYal's  Methode«*) 

Aus  der  Theorie  der  Fourier'schen  lieiheu  ist  bekauut, 
dass  jede  eudlichbleibende  Function  f{x)  innerhalb  des  Inter- 
valles  (0,  Ji)  durch  eine  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  x 
fortschreitende  Reihe  sich  darstellen  lässt,  wenn  die  Coef- 
ficienten  der  Gleichung 

n 

a^  =  —  I  f{x)  cos  nx  dx 

0 

gemäss  bestimmt  werden.     Mit  Rücksicht   hierauf  kann  man 
sofort   eine  Relation  begründen,    die  unter  dem  Namen  der 
Parsevarschen  Formel  bekannt  und  die  Quelle  einer  Summa- 
tionsmethode  unendlicher  Reihen  ist. 
Sei  nämlich 

f[x)  =  ^  ^0  +  ^'i  ^^^  ^+0-2  c^^  2  .r  -f-  ...  +  «„  cos  /Kt;  +  .. .    • 

und 

qp (o;)  ^  ^  ^^j  -|-  by  cos  x-^-L^  (^0^2  X  -^  ..,'\-  bn  cos  nx  +  . . . ; 

alsdann    folgt    durch  Multiplication   der  Function  f{x)    mit 

q>{x)  dx  oder  umgekehrt  und  nachherige  Integration  zwischen 

den  Grenzen  o;  =  0  und  a;  =  ä  die  Beziehung 

7t 

5.   -  / /"(o;)  9(0;)  dra;  =  irto^>o  +  ^i  ^1+^2*2 +---  +  ««^»  +  --- 


n 


Lässt  sich  demnach  das  allgemeine  Glied  Un  einer  Reihe  E  Un 

0 

in  zwei  Factoren  a„  und  bn  zerlegen,  von  denen  jeder  durch 

ft 

ein  bestimmtes  Integral  von  der  Form  -    1   '^^^ 


ft 

cos  n  X  d  X 


/VW 


darstellbar  ist,  nimmt  also  die  Reihe  die  Gestalt 


*)  VergL  Catalan.    Traitä  ^l^mentaire  des  s^ries.    Paris  1860. 
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5  =  2;  t/;,  =  öo  z^o  +  ^1  ^1  +  ^'i  ^2  +  •  •  •  +  ^»  ^"  +  •  •  • 

0 

an,  so  besteht  für  die  Summe  s  derselben  die  Gleichung 

5  =  I   /  f{x)  q>{x)  dx  +  ^a^  h^. 

Sei  beispielsweise  folgende  unendliche  Reihe 

^~  !«•  1.3"»"  3*'  6.7    '6« '9.11  "*"  7*  *  13.15    «     *  '  '  ' 

deren  allgemeines  Glied  offenbar  die  Form 

1 1 

""  ~  (2n+T)«   '   (4n+l)  (4n  +  3) 

besitzt;  zu  summiren. 

Nach   §.  83.,  3.  ist  der  Factor  ^«'^/^/i-nt  durch  das 

n 

bestimmte  Integral  -  l  ( — ?^- j  cos  (2n+  1)  o:  dx  ausdrtick- 
bar,  und  ebenso  leicht  findet  sich,  dass 

ist.  Beachtet  man  nun  femer ,  dass  die  Darstellungen  der 
Functionen  f{x)=» — ^  x  und  g)(a;)= — ^  sin  ^a;  durch  eine 
Cosinusreihe  in  dieser  Gestalt  erscheinen: 

T  ~       "8"  "•      i«~  "*      3«      '       6«      r  •  •  • 
und 

9r     *_  or  f     ,    cos  07    ,    cos  2x    ,    COS  3ar    , 

-  4  «>°  2  =  -  i  +  ITs:  +  TTT  +  -6  77"  +  •  •  • ' 
dass   also  in  der  Reihe  5.   mit  Ausnahme   des   nullten   alle 
Glieder  von  geradem  Range  verschwinden;   so  wird  offenbar 


'=  « J  16  ^  «"^  2  ^^  -   8   =  8    /  ^  «'^  2  ^^ 


«» 


8* 

0  0 

Aber 

I  X  sin  "^  (Ix  =    —  2x  cos  1^  +  4  sin  \  oc\  =  4, 
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mithin 

~  2  ""  T  ""  2  \^^  ~  i) 


s 


§.  117. 
Summation  einiger  reciproken  Potenzreihen  mittelst  der  Formel 


OD 

—  sx   _« — 1 


i  _  _i  r  -" 


dx. 

8"  """      ' 


Die  wichtige  Formel 


00 


0 

besitzt  die  interessante  Eigenschaft^  dass  sich  mittelst  ihrer 
ohne  Mühe  alle  die  niedlichen  Sätze  über  reciproke  Potenz- 
reihen beweisen  lassen^  welche  Stern  in  seiner  algebraischen 
Analysis  auf  elementarem  Wege  abgeleitet  hat.  Um  diese 
Eigenthümlichkeit  der  genannten  Relation  nicht  ganz  mit 
Stillschweigen  zu  behandeln,  wollen  wir  die  Richtigkeit  eini- 
ger jener  Sätze  und  zwar  der  nachstehenden  in  der  ange- 
deuteten Weise  darthun.*) 

Schliesst  man  die  Einheit  nicht  nur  als  Basis,  sondern 
auch  als  Exponent  von  der  Betrachtung  aus;  so  ist  die 
Summe  der 

1.  reciproken  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  ==  1, 

2.  reciproken  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  ^=  log  2, 

3.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen4w-(-3=^ ^ , 

4.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4w-|-3  =  \  log  2, 

5.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n+2  =  g^.**) 

1.  Nehmen  wir  in  der  Formel  I.  für  s  zunächst  alle 
ganzen  Zahlen  2,  3,  4,  .  .  .,  so  wird 

0  0 


•)  Man  sehe  auch  Qrunert's  Archiv.    Thl.  41,  S   220—231. 
♦•)  Stern  a.  a.  0.     Note  X.    S.  446-447. 
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Und  setzt  man  nun  für  a  ebenfalls  die  Reihe  a  =  2,  3,  .  .  . , 
80  entspringt 

oo  oo  oo 


a=2  5=2  •/  1  «/  •/ 


a — 8 

"^ 0  0  0 

Mau  kann  diesen   Satz  leicht  verallgemeinern;    indem   man 

statt  s  die  positiven  ganzen  Zahlen  j!>+l;  P'\-^}  P+3,..., 
wo  p  >  0,  wählt.**)  Denn  so  gewinnt  man  vorerst  die 
Beziehung 

^5       1        ^     1         rx^'e-^P+^^'  _     1         re-P'x^'-'d^v 

0  0 

mithin 


azzoD  «^30  * 


fl=a  .«=1   ^  '   -^  «j" 


^— ?>*  dx  = 


2.    Nun  setze  man  in  I.  für  alle  geraden  Zahlen.     Da- 
durch kommt 


CO  oo 


folglich  für  a  =  2,  3,  4,  .  .  . 


a=aJ     .    _ 

U  0 


3.  Wenn  wir  jetzt  in  I.  anstatt  s  alle  Zahlen  von  der 
Form  4n-f-3  substituiren,  so  erhalten  wir  zunächst  die  Be- 
ziehung 

0  u 

und  demnach  wird 


*)  Dieser  Satz  ist  von  Jacob  Steiner.  Vergl.  Grelle.  Journal.  Bd.  13. 
S.  361. 

**)  Stern  a.  a  0.    S.  434. 
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CO 


OD 


j^    y      da?  P  e^  dx 


0 

Aber 


und 

/\'  dx -    re^{\-e-'^-\-\-\-e^^)dx^      .    C  e'^  dx      .    P  e' dx 

==  —  4^  arc  tang  e*  —  i  arc  tang  (i  ^)  +  const., 
d.  g.  wegen  arc  tang  vi==^^.  log  j-^  : 

/  ^ij-fj  =  _  ^  arc  tang  e*  +  i  log  — -^  +  const. 


Daher 

=  i  arc  tang  ^  +  i  ^^g  "^^ — h  const. 

e 

und  somit  schliesslich 

OD  00 

1    /*  ^^       r  e^  dx    _«  log  2 

0  0 

4.  Schreibt  man  hingegen  in  der  ersten  der  Formeln  3. 
statt  a  allmählich  a  =  2,  4,  6  .  .  .  und  vereinigt  alsdann  die 
einzelnen  Resultate,  so  gewinnt  man  diese  Gleichung: 


0  0 

=  (_^log(l-(-^-2*)f=^log2. 

Ü 
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5.  Die  Voraussetzung  «  =  2,  6,  10,  .  .  •  4n-f-2,  .  .  .  end- 
lich liefert  vermöge  der  Formel  I.  vorerst  die  Relation 

1 1      /*"£»->_£^  a  —  ±     Z^fÜiL"!^  rf 


und  hieraus  fliesst  für  a  =>  2,  4,  6, .  .  . 


r=oo  »=00  /»       2x  aP        — x  /•     «  j 

1  -3_      /       g  e  — e        ,     j     /     e  jfia? 

00 

=  r^  arc  tang  ^1  =  ^ . 

0 


§.  118. 

Weitere  Anwendmigen  der  Gammaftmctionen  in  der  Reilienlelure. 

In  §.  80.  haben  wir  auf  Grund  des  Theoremes  P.  ge- 
zeigt, dass  die  wichtige  Gauss'sche  Function  F(a,ß,y,x) 
für  den  Fall  x  =  1  und  y  >  «  +  jS  immer  durch  Gamma- 
functionen darstellbar  ist.  Ausser  dieser  existiren  aber  noch 
manche  andere  Reihen ,  welche  ebenfalls  eine  Reduction  auf 
Gammafunctionen  und  unter  gewissen  Umständen  mittelst 
dieser  wieder  eine  Zurückführung  auf  einfachere  Formen  ge- 
statten. Wir  wollen  daher  gegenwärtig  noch  einige  Augen- 
blicke bei  diesem  Gegenstande  verw^en  und  in  dieser  Hin- 
sicht zunächst  folgende  Beziehung  entwickeln.*) 

I.  Sei  nämlich 

1.  A^  +A^x'^\l~x)+A.^x''-\]  —xy'\-...+^n{l—xY=(p{x), 

wobei  Aq,  ^j5  .  .  .  beliebige  Gonstanten  und  n,  n  —  1,  ... 
ganze  Zahlen  bedeuten  sollen.  Wird  die  Reihe  1.  durch 
^«-«-1  ^j  —  xy—^  dx  multiplicirt  und  darauf  zwischen  den 
Grenzen  o;  =  0  und  a;  =  1  integrirt;  so  entspringt  unter  der 
Annahme  a  —  n>0,  /3>0  sofort  die  Gleichung 


*)  Vergl.  Limboui^.    Theorie  de  la  fouction  Gamma,  page  120  etc. 

Mkykr,  bßstimmto  Integrale.  24 
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9    j  r{a)r{ß)  ,    .  r(«-i)r(p+i)  ,    .  r(«-2)r.p+2)  , 

u 

Nun  ist;  weil  n  eine  ganze  Zahl  ausdrückt, 

«,  V       (a— l)(a— 2)(a— 3)...(a-«)ri/  \  r(a) 

^  ^       («—!)(«— 2)(a—3)...(a—n)     '^  ^      (a— l)(a— 2)...(a— n) ' 

r(/J  +  n)  =  ^  (^  +  1)  (/S  +  2)  . .  .  (^  +  n  -  1)  rOJ) ; 
mithin  erhält  man  aus  2.  die  andere  Relation 

1 

=  ?St§)  J'^""^'  (l-a^y-»  9(x)  da;. 

0 

Setzt  man  beispielsweise  in  der  Reihe  1.  alle  Coefficien- 
ten  von  gerader  Rangstelle  =  -{-  1,  alle  A  mit  ungeradem 
Index  hingegen  «=  —  1 ;  so  ergiebt  sich  für  die  Summe  (p{x) 

der  geometrischen  Reihe  o:"  ^i — ^)    der  Ausdruck 

und  folglich  entspringt  vermöge  der  Gleichung  3.  die  Beziehung 

a~i  "•    (a--l)(a— 2) '^•••"^^      ^    (a-l)(a--2)...(a— n) 
1  1 

_«_   , /_.^,  r(«+ß)  r(«-n)  r(^+,i+i) 

„+,j-ri.      '■)    i\a)I\ß)    r{a-n+ß+n+l) 
—      «_  _L  /_  1  >       ß{ß+i){ß+i)...{ß+n) 

cc+ß-r-(     >-)  („_i)(„_2)...(„_„)(«+^)- 

Ein  ferneres  Beispiel  zu  den  jetzigen  Betrachtungen  lie- 
fert die  Annahme,  dass  die  A  in  der  Reihe  1.  mit  den  Binomial- 
coefficienten  der  n"'  Potenz  zusammenfallen.  Alsdann  wird 
augenscheinlich  die  Reihe  1.  die  Entwicklung  des  Productes 

-  [' + -r]' 

bilden  und  9^(0;)  =  1  sein.     Mithin  gilt  jetzt  die  Gleichung 


I 
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__  r(tt+p)  r(«-n)  r(p) 
r(a)r(«r(«+p-n)  ^ 

d.  g.  wieder  mit  Benutzung  der  obigen  Formel  für  r{a — ;/), 
sowie  der  ähnlichen  Relation 


ia-X'n   P.(H-l)»..(P+r-l)  _  (ct+P-1)  («+P-2)  ■-  .  {<^+ß-n) 
^  "^^     '■  («— 1)  («— 2)...(«-r)  ~  (a-1)  (a-2)  .  .  .  (a-n) 

Behufs  einer  letzten  Anwendung  der  Gleichung  3.  wollen 
wir  die  Reihe  1.  mit  der  folgenden  identificiren 


"^1        a?"~~'' 


(1  -  X)' 


r=30 

Unter  dieser  Annahme  wird  offenbar 

n 


^w— 2-(&)'=-"['+S]"-(^t-)". 


0 

demnach 


'      »«— 1      2     *    2«        2jg_i^^_2   1  I   2»(a— l)(a— 2)...(a  -w) 


1 


Ü 

Setzen  wir  nun  hierin  wieder  /3=w  +  l,  so  wird  das  Integral 
in  f  ocf^^"^  (1  —  x^Y  dx  übergehen ,    also  nach  §.  60.  mit 

r(^)r(«+o 

i  • -^  .  ^, \ — -  gleichbedeutend  werden.     Aber 

r(T+') 

r(i^+')-r{T+^')-('?+")('?+-')-x 
-rrc-?)-4=°-±F--Tr(T).  r{»+i)  -"  ^ 

und  somit  wird  schliesslich 

"^^   2*'  (a— l)(a— 2)...(a— r)      (a+n)  (a+n—2)  (a+w— 4)  .  .  .  (a— «) ' 

24* 
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Die  gleichzeitige  Substitution  von  —  a  statt  a  und  —  ß 
anstatt  ß  in  Gleichung  2.  dagegen  giebt  die  Relation 

^      ''(a+«-l)(«+«-2)...(«+n-r)      ü      a+n-r' 

0  1 

Und  schreibt  man  hierin  a  —  n  an  Stelle  von  a,  so  kommt 

^      '^   (a— l)(a— 2).  ..(a— r)  Xx      «  — '^ 

0  1 

Indem  man  femer  in  den  Gleichungen  2^.  und  2^.  die  be- 
liebige Grosse  ß  mit  der  ganzen  Zahl  n  identificirt;  erhält 
man  die  Beziehungen 

"Vr— ly    ^  [yt.(yi— l)...(«--r  +  l)]«  ^TJ      """'' 

j^^      ^    r!(a  +  n— l)(a+«— 2)...(a+n  — r)       l  J.  a  +  n—r 


0 

und 


^  1  n«(yi«~l)...[n»— (r— 1)«]   ^    rfa  +  n^r 
j^rl    (cf— l)(a  — 2)...(a— r)  Ji       a  — r     ' 

0  1 


mithin  gilt  auch  diese  Gleichung 

1  [n(n  — l)...(n  — r+l)]« 
0 


1_^'^/ i\r      1   [n(w~-l)  ...  (n  — r-f- 

^^       ^'  'rl  («+«  — 1).  ..(a+n-r) 


II 


"^    l^  w«(w«~l)...[n»-(r— 1)«] 

^   r!     (a-l)(a— 2)...(a— r)    ' 
0 


2.    Einige  Theoreme  über  den  Zusammenhang  gewisser  Reihen. 

§.  119. 

CO 

Zusammenhang  der  Reihen  f(a)  =  ^^  (—1)"  — - 


'o  (2n+l) 


oo 


nnd  AI-«)  =  yi  (-1)" ^'-i — 

Die  in  §.  68.  entwickelte  Euler'sche  Gleichung 

00 

fx«-^  sin  »xdx=r^  sin  ^,  1  >  «  >  0;  ^  >  0, 
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sowie  das  in  §.  89.  bewiesene  Dirichlet'sche  Theorem  II.  hat 
Schlömilch  zum  Beweise  einer  von  ihm  schon  1849  gefun- 
denen interessanten  Beziehung  zwischen  den  überhaupt  für 
jedes  positive  ö  >  0  convergirenden  Reihen 


00  00 


f(a)  =  y  (— l)"  -  -— -  und/-(l— ö)  =  V(— 1)«—   — .— ,  1  >  ^/  >  0 

benutzt;  die  wir  jetzt  entwickeln  wollen.*) 

Schreibt  man  nämlich  in  dem  obigen  Integrale  statt  %^ 
nach  und  nach  alle  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  4n-{-l;  so 
entspringt  durch  Vereinigung  sämmtlicher  Resultate  die 
Gleichung 

--./x.flwri       1,1  ,        i"| 

na)  B">-2-[p  -^-  +^  -  •  •  •  +  Jü^y.] 

=  Jo(f^^  dx  [sino; — sin3a;+sin5a; —  .  .  .  +  sin  (4n  +  l)  ^]> 

d.  g.  mit  Benutzung  der  bekannten  Formel 

2  (-  ly  «in  (2r+l)x  =5^1^)^:«) 

0 

r(«)  Bva'^y  (-1)'  -i^  =  r?^(^Ltl)£  :^y  dx 

^  ^  2     y^i  ^        '    (2r4-l)*      J  2c08a5 


0 

00 


_£    /"Bin(2«+l)a:        ,^^,:^.        1     /lin  (2n+l)^^.^^  ^,^^^^ 

2y  2C08^  V  "^"^ 

0  2  0 

Beachtet  man  nun,  dass  die  Gründe;  auf  denen  das  oben  er- 
wähnte Dirichlet'sche  Theorem  beruht,  unverändert  fortbe- 
stehen, wenn  die  dortige  Constante  a  über  jede  Grenze  hinaus 
zunimmt  und  dass  hierdurch  bloss  der  Unterschied  zwischen 
a  ssss  ix  und  a  («=)  Ix  verschwindet:  so  sieht  man  sofort,  dass 
auch  für  a  =  cx>  jener  Lehrsatz  Dirichlet's  noch  gültig  bleibt, 
sofern  nur  die  entstehende  Reihe  den  convergenten  angehört. 


*)  ZeiUchriffc  für  Mathematik  n.  Physik.    Jahrgg.  3.    S.  130  — 131. 
•**)  Vergl.  §.  81,  Anmerkung  •). 
♦*♦)  Siehe  §.  6,  4;  §.  14. 
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Dies  ist  hier  der  Fall^  denu  bei  unendlich  werdendem  n  geht 

ao 

das  Intecrral  /  ■       ^^  sin  ~  o;«-*  dx  über  in 


Integral  j  — qi^x  Y 


00 


Mau  hat  daher  den  Satz  Schlomilch's: 

(^y  na)  r{a)  sin  ^  =  /(l  -«),  1  >  «  >  0. 

Wie  Schlömilch  bemerkt  hat,  lässt  sich  das  so  eben  be- 
nutzte Verfahren  überhaupt  bei  jedem  Integrale  y7l[a:)  sin -^a^dla:, 

a 

dessen  Werth  tlj(fi)  bekannt  ist,  zur  Anwendung  bringen, 
vorausgesetzt  natürlich,  dass  beim  Unendlichwerden  der  einen 
oder  der  andern  Integrationsgrenze  die  entstehende  Reihe 
nicht  divergirt.     Man  hat  alsdann  sofort 

V;(l)  -  t^(3)  +  ^(5)  --  ip{7)  +  in  inf. 

T       ,    /*8in(2n+l)«    •      ^  y-Z^'X  ^ 

=  ^'"^  y      Binx      «^  ¥  f\^)  '^^- 

Den  Grenzwerth  des  Integrales  aber  wird  man  unmittelbar 
wieder  vermöge  des  Dirichlet'schen  Satzes  entdecken;  für  ein 
von  Null  verschiedenes  a  ist  freilich  vorerst  eine  Zerfällung 
des  Integrales  in  zwei  andere  von  0  bis  2a  und  vonO  bis  2b 
erforderlich. 

Lassen  wir  z.  B.  nach  Schlömilch's  Vorgänge  das  Inte- 
gral ^(^)  mit  dem  folgenden 

zusammenfallen,  so  entspringt 


*)  Vergl.  §.  108,  4. 
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^        ^  0 


OD  g'j' 

s=  lim  4  f  sin-r-  e  -^  —  .  ^  ^    ^x 

'   f  2  2  Bino; 

_^P     *  _3^      *    +5i?    ^  *^  -...] 
oder  einfacher  geschrieben 

e 

0 

Das  Product  der  Exponenten  von 

e  =  ^  und  ^  =  '^^ 

d.  h.  das  Product  der  Logarithmen  von  q  und  r  ist  augen- 
scheinlich dem  Quadrate  von  ~  gleich.    Mit  Rücksicht  hierauf 

lasst  sich  demnach  der  vorstehende  Satz  auch  in  folgender 
Fassung  aussprechen. 

Wenn  die  echten  Brüche  q  und  r  der  Art  gewählt  sind; 
dass 

lg^.lgr  =  (~j 
ist;  so  findet  die  Beziehung  Statt: 

=  j^  (ig 7)  '^  (- 1)-  (2n  + 1)  r<*H.i)'. 

Diese  Relation  ähnelt  sehr  einer  andern^  die  Cauchy  gegeben 
hat  und  deren  Richtigkeit  von  Abel  mittelst  elliptischer  Func- 
tionen nachgewiesen  ist.*)  Besitzen  nämlich  die  echten 
Brüche  q  und  r  die  Eigenschaft ,  dass 


*)  Note    8ur   quelques  formuleB    elliptiqueB   in:    Oeuvres   compl., 
tome  I.,  p.  299—308  oder  Grelle.    Journal.    Bd.  4,  S.  86. 
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lg  ^  .  lg  r  =  ä'^ 
ist,  so  gilt  die  Gleichung*) 

Man  gelangt  —  wie  ich  jetzt  zu  zeigen  versuchen  will  —  zu 
diesem  Satze  sehr  einfach  ^  wenn  man  erwagt ,  dass  der  von 
Schlömilch  zur  Herleitung  seiner  im  Obigen  mitgetheilten 
Relationen  befolgte  Gedankengang  ebenfalls  bei  dem  Integrale 

b 
^(n)  ^=  Jf{x)  cos  nx  dx 

a 

Anwendung  findet.  Setzt  man  nämlich  für  n  zunächst  alle 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  n,  so  ergiebt  sich  sofort,  daas 

b 


8in(2n+l)-s 
i+i  — 


b  2 


•      X 

Bin  — 
2 


i,fnx)äx  +fr(2x)  ^^^t^  äx 

b_ 

^rfin) ^J'f(^^)dx+\mija2x)^^±^dx 

^  a  a 

T 

ist. 

Nimmt  man  hier  beispielsweise  das  Laplace  sehe  Integral*^) 


oo 


^y  -  e   *''  =  /  erP^  cos  nx  dx, 

0 

so  erhält  man  augenblicklich 


*)  Abel  a.  a.  0.  p.  308. 
*♦)  Siehe  §.  97.,  1. 
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/ 
1^ 

Nun  ist,  wenn  man  e   ^'^  =  ^  und  er^P^  =  r  setzt, 

lg  (?  .  lg  r  =  Ä% 
mithin  nach  einer  einfachen  Reduction 

w.  z.  b,  w. 

§.  120. 
Dirichlet's  Theorem  ftber  den  Znaammenliang  der  Reihen 

>  Cs  COS  Äö,     >  Cg  cos  —^^-  und    >' c,  sin  —;^ *)« 


0  *So  «=1 


Nach  den  in  §.  69.  angestellten  Betrachtungen  sind  be- 
kanntlich die  beiden  Integrale    • 

oo 

I  cos  (a;*)  cos  2vx  dx  =  y  ^\  cos  i/^  +  sin  v^  L 


—  OD 
OO 


1  sin  {ptP)  C092  V  X  dx  =  l/^  cos  i/^  —  sin  v^ 


—  00 


Folgerungen  der  Gleichung 


OD 


/ 


e^dx  =  j/^il^i), 


OD 


die  ihrerseits  wieder  aus  der  Euler'schen  Formel 

Pia) 


J 


OD 


^-(Ä+^i)«  x^-1  ^x  = 


hervorging.     Jener  Gleichung,    d.  h.    der   beiden  Integrale 

CO  OD 

y  COS  (aP)  dx,  y  sin  (x^)  dx  werden  wir  uns  jetzt  bedienen  zur 

—  oo  —  » 

Ableitung  eines  äusserst  eleganten,  die  Summation  gewisser 
goniometrischen    Reihen    betreffenden    Dirichlet'schen  Theo- 


^)  P.  Q.  Lejeane-Dirichlet.  Sur  Tusage  des  intägrales  ddfinies  dans 
la  sommation  des  sdries  finies  ou  infinies.  Grelle.  Journal.  Bd.  17, 
S.  57-67. 
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remes.  Den  numerischen  Werth  ^  y2n  der  genannten  Inte- 
grale werden  wir  jedoch  nicht  als  bekannt  voraussetzen,  weil 
er  als  ganz  beiläufiges  Resultat  unserer  Untersuchungen  er- 
scheinen wird.    Wir  nennen  vielmehr 

00  » 

1.  /cos  {x^)  dx  =  a,    Jsm  (x^)  dx  =  b, 

—  ao  —  oo 

schreiben  also 

fe*^  dx  =  a  -\'  hi. 

—  oo 

Operiren  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  in  der  frühern  W«ise, 
so  ergiebt  sich,  dass 

oo 

J  cos  (o;^)  co9  2vx  dx  =  a  cos  (i/*)  +  b  sin  (v^) 

—  CO 

und 

oo 

J  sin  (x^)  cos2vx  dx  ==ib  cos  {v^)  —  a  sin  (v^) 
ist. 

In  diesen  Gleichungen  wollen  wir  x  mit  ^  ^y  y~  ^^^ 

V  mit  sj/  —  vertauschen,  wo  a  eine  neue  Veränderliche  und 

n  und  s  positive  Constanten  bezeichnen  sollen,  die  wir  behufs 
der  folgenden  Untersuchung  überdies  als  ganze  Zahlen  voraus- 
setzen werden.  Durch  Ausführung  der  genannten  Operation 
gewinnen  wir  ersichtlich  die  folgenden  Beziehungen 

00  

COS  1^1  COS  5a  rfa  =  2  ^  —   a  cos  -—4-^  sm  — -  , 


2A 


00 
00 


/*  .      fna*\  ,  o  1/2«  fi  2**«  .     2*»«1 

I  sm  l  3^  )  COS  5a  da  =  2  ^  —  ^  cos  — a  sm  — -   - 

—  00 

Nun  sei 

3.     F(a)=:CQ+CiCOsa'\^C2G082a-^...-\-CMCOs  5a+...==Zfc,cossa 

eine  endliche  oder  unendliche  Cosinusreihe,  die  aber  für  den 
letzten  Fall  als  convergent  vorausgesetzt  wird  und  alsdann 
eine  continuirliche  Function  F(cc)  darstellen  soll.  Werden 
jetzt  die  vorhergehenden  Gleichungen  2.  durch  die  constanten 
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Coefficienten  r„ ,  c^ ,  Cj  .  .  .  der  Reihe  3.  multiplicirt  und  darauf 
addirt;  so  entspringen  mit  Rücksicht  auf  3.  die  Beziehungen 


OD 


J'cos{^)Fia)äa^2j/'^[a2c,co.'-^+b2c.^s^^] 


oo 

und 


fsm(g)Fia)da=2/'-^[b2!c.<^'^-a2<^.^^''il 


—  00 


die  wir  abkürzend  in  folgender  Weise  schreiben  wollen 


4. 


00 

JcoB  (^*)  F{a)  da  =  2j/^[a  G  +  *  //], 


—  00 
00 


/Bin(g)/'(«)e/a  =  2/?^[*(?-«^] 


—  QO 


Um  die  Werthe  dieser  Integrale  zu  ermitteln^  werden  wir 
die  Integrationen  zunächst  von  —  (4Är  +  1)ä  bis  {4:k  -{•  \)% 
erstrecken,  wo  k  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet. 
Jedes  dieser  beiden  neuen  Integrale  denken  wir  uns  hierauf 
wieder  in  4A:  +  1  andere  zwischen  den  Grenzen  {2  h  —  \)% 
und  (2ä  -{-  l);r  zerlegt;  in  denen  für  h  nach  und  nach  alle 
ganzen  Zahlen  von  —  2  Ar  bis  +  2  ä:  zu  setzen  sind.  Die  Trans- 
formation dieser  Theilintegrale  in  zweckmässige  Formen  und 
ihre  nachherige  Vereinigung  wird  uns  dann  Ausdrücke  liefern, 
die  für  ein  über  jede  Grenze  hinaus  wachsendes  k  zu  den 
Werthen  der  vorgelegten  Integrale  4.  führen. 

Da  nun  für  a  =  2ää  +  ß  wegen  F(^h%  +  /S)  =  F{ß) 

J2ä4-i)ä  4-/1 

f  cos  (IJ)  /-(«)  äa  =  /-cos  "-^JJ^  F(ß)  ä  ß 


{9A-l)n 


—n 


und 


(2^1)^  -Ht 

Jsin  (^-l*)  /■(«)  d.  =  Jsin  ^*|-+ «•  /•(«  dß 


(2A-J)Ä 


ist,  80  wird 
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_(4*+l)«  2*  +it 


/cos  (1^)  Fia)  ä.  ==  V/cos  !iii*|^  ^^  .^ 
und 

Aber 


-^[ 


^g  «^(J  +  2Ä  «)«    ,    _„  n  (P  +  2Ä  «)«■ 


2Jt 


+  COS     *^  T ^    +  COS  ~- 

•^  8«  J     "^  8« 


=  COS  -r^  +  2    >'cos     ^     o ■  COS  -r^, 

8«    *         y^  i  -8«  2    ' 

und  eine  ganz  ähnliche  Behandlung  der  Summe  ^sin  ^^2± — L 


Sn 

zeigt,  dass  sie  mit  der  folgenden 

2k 

sm 

übereinstimmt. 
Nun  ist 


in  ^  +  2  >'sm    ^^  T^ ^  cos  ^ 

8»     '  >^;  Sn  Sn 


und 

«^^  --Ir—  =  «^"  8^^   ^^^"^  =  «^^  (s^  +  -t)  > 

je  nachdem  nämlich  h  zu  den  geraden  ^  oder  ungeraden  Zahlen 
gehört;  denn  hat  man  h  =  2r,  so  bezeichnet  h^  eine  Zahl 
VOÄ  der  Form  4fi,  und  ist  Ä  =  2r  +  1;  so  besitzt  Ä^  die 
Form  4ft  +  !• 

Sondert  man  daher  in  den  vorstehenden  Summen  die 
Glieder,  welche  einem  geraden  h  entsprechen,  von  denen,  in 
welchen  h  mit  einer  ungeraden  Zahl  zusammenfallt:  so  er- 
hält man 
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cos 


nl 
8» 


2^ 


\  +  2y. 


1 


n(ö«+2Ä«««)  hnß 

COS  -^^—^ COS  -^ 


np 


=  COS  !^  [1  +  2  COS  n/J  +  2  cos  2nß  +  . . .  +  2  cos  nkß] 


und 


sin  ^*  +  2 


SA 


n(jJ«+2Ä«««) 


8»     •     -  ^'^   "'''    -  ' ^^« 


89r 


2' 


=  sin|J  [1  +  2  cos  n/3  +  .  .  .  +  2  cos  nkß] 
+  sin  (!^+g)|^2cos^^+2cos^  +  ...+2cos?^^^^ 
Nach  §.  81.  aber  gelten  die  Relationen 


1  +2cosn/J+'--  +  2cos  nkß  = 


sin  {2k  +  1)  -'^ 


.    nß 
sin  — ^ 

Dil*    2 


(cos  ^  + 


COB  -g^  +  .  .  .  +   cos  i ^  »^ 


] 


n  ß 

8in-;=- 

4 


.    (2k  +  l)nß 
am  i ! — i — L 

2 

Bin  — ^ 
Bin  2 


mithin  wird 

(4*+l)« 


-Hr 


/  cos  1^  ^(a)  <*«  =  /  < 


rf^ 


— Ä 


— (4*+l)/r 
+J    C0S(^T  +  8^J  ^.^,p       - 


Bin 


.    nß 
Bin  -^ 


/'(^)J^, 


d.  h.,  weil  die  Function  jPOS)  und  die  aus  den  Sinus  und  Co- 
sinus gebildeten  Ausdrücke  durch  Vertauschung  von  ß  mit 
—  ß  unveiundert  bleiben , 
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(4A-fl)ff 


-(4Ä4-l)/r  0 

sm(2Ä:+l)"'' 


+  2  /  dßFiß) ~-^p—  [cos  /--COS  (^-  +-y  J, 


8in 

0 


und  ebenso 

(4Ä+1)Ä 


'/*  .  /"  8in(4*+l)^  r  ... 

Jsin!^^Fia)äa=2jäßF(ß)   ___^sm[f +|j] 


— (4A+1)ä  0 

ff 

8m(2Ä  +  l)'''^ 


+  2/.,^w!:^^T[sin^-..(V'  +  if)]. 


0 


Die  Integrale  rechts  aber  lassen  sich  leicht  in  andere,  für 
die  Anwendung  des  in  §.  89.  erörterten  Dirichlet'schen  Theo- 
remes  IL  geeignete  Formen  umsetzen.  Denn  schreibt  man  in 
den  ersten  dieser  Integrale  y  anstatt  ^  nß  und  in  den  zweiten 
^  nß  =  y ,  so  entspringt 


tut 

(4Ar4-l)ff  4 


/  8  7c      ^  ^  71    f  Bin  y  L  2     '   w  «J      \ «  / 


4   re2J?*+I)rreos-VL_co8r'L«  +  ,?^)lFf^^Vy 

nl  sin  y         I         2«»  y2     '    2«3ry  J       \«/ 


0 

und 

(4A+l)7r  4 


/  Sw     ^    -^  n    /  sin  y  \^2     ^   nnj      y^n  J     * 


-(4A:+1)ä  0 

T 


■     w    f  Hin  y         I         2?!«  \^  2      '    2«7rM       \«/ 
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Nennen  wir  -nun  g  und  g^   die  grossten  bezüglich  in  ^ 

und  ^  enthaltenen  gans&en  Zahlen;    so  ist  für  ein  über  jede 
Grenze  hinaus  wachsendes  k  einerseits 

nn 
J  sin  y  L  ^  ^''^ \       \  "  / 

=  I  cos  !^ .  nO) +  «  ^'cos  (^  +  ?^) /■(!£!!)  , 
wenn  n  nicht  durch  4  aufgeht^  dagegen 

f  sin  y  L  ^  '''^  J       \ "  / 

=  g  [cos  f  .  /-(O)  +  cos  (^  +  ?^)  ^(^')] 

wenn  n  =  0  (mod.  4) ,  Beziehungen ,  welche  wir  kurz  durch 
-  cos  ^  Jf  (0)  +  «  2'co8  (^-  +  —  j  /•  (^— j 

andeuten  wollen,  und  ebenso  ist  in  abkürzender  Schreibweise 


nn 


0 

=  ^  [co^coB^]nO)+«2'[-?^—  (t+$)]^(¥)  • 

Andererseits  aber  gelten  ganz  ähnliche  Ausdrücke  für  das 
Sinusintegral;  indem  hier  nur  der  Cosinus  durch  den  Sinus 
zu   ersetzen  ist.     Durch  Multiplication   dieser  verschiedenen 

Ausdrücke  beziehungsweise  mit  —  ~^y  T~  ^^^  H  'Y  V  ¥~ 
entspringen  demnach  nunmehr  die  Gleichungen 

MsncB,  bestimmte  Integrale.  25 


—    386    — 


««+*^=/S(i  +  <^-t)  m+^/fn2'^{T+^'¥)K':f) 


+  2/f„2'hfi— (T+lf)]^(^0 


und 


Ein  Blick  auf  diese  Beziehungen  aber  genügt^  um  das 
folgende  schone  Theorem  Dirichlet's  aussprechen  zu  können. 

Setzt  man  die  Summe  der  endlichen  oder  unendlichen 
Cosinusreihe 

F(cc)  c=  Cq  +  Cj  cos  a  +  ^2  ^^^  2  a  +  .  .  . 
als  bekannt  voraus,  so  lassen  sich  mittelst  der  continuirlichen 
Function  F{a)  immer  die  Summen  G  und  H  der  beiden  Reihen 

G^Cq  +  c^  cos  /l^ .  ^  j  +  Cj  cos  {2^  .^\  +  .  .  . 
und 

bestimmen. 

§.  121. 

»—1  «-1 

Die  GansB^Bchen  Sammen   /.co»"^  'u**  ,^®"^  "^    *^^    *P*" 

clelle  FUle  des  Dirichlet'sehen  TheoremeB  dargreBtellt.    Werth- 

ermlttlong  der  Integrale  a  und  6. 

Das  Dirichlet'sche  Theorem  enthält  als  besondere  Fälle 
jene  berühmten  Gleichungen,  welche  Gauss  zuerst  in  seinen 
Disquisitiones  arithmeticae,  art.  356.  aufgestellt  und  dieser 
dann  später  in  allgemeiner  Weise  zum  Gegenstande  einer  be- 
sondern Abhandlung  gemacht  hat. 

Bezeichnen  nämlich  p  =  4»i  +  1  und  (?  =  4»i  +  3  ab- 
solute Primzahlen,  so  folgt  aus  der  Lehre  von  der  Ereisthei- 
lung,  dass 
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'^TT         2»*«  j  ^Tl  .      2«*« 

u  =    >'cos und  V  =    >  sm 

53=0  s=i) 

ist;  wo  u  und  v  durch  die  beiden  Gleichungen 

« 
definirt  werden.    Nur  uneutschiedeu  bleibt  dabei ,  welches  der 

Vorzeichen  +  von  j/p  und  ^  hier  in  Betracht  kommt. 
Wählt  man  specielle  Werthe  für  p  und  q^  so  zeigt  sich,  dass 
immer  das  Pluszeichen  gilt,  aber  die  Schwierigkeit,  in  der 
Ereistheilung  einen  allgemeinen  Beweis  dafür  zu  geben,  ver- 
anlasste Gauss  zur  Abfassung  der  berühmten  Abhandlung: 
Summatio  quarundam  serierum  singularium*),  in  welcher  die 
oben  berührte  Frage  nach  dem  Vorzeichen  der  Wurzelgrossen 
ihre  voUstandige  Erledigung  fand.  Gestützt  auf  seine  im  Vor- 
hergehenden mitgetheilten  Betrachtungen  hat  dann  später 
Dirichlet  einen  neuen  Beweis  jener  Gauss'schen  Gleichungen 
geliefert**),  und  diesem  ist  endlich  wieder  im  Crelle'schen 
Journale***)  von  Dirichlet  ein  sehr  vereinfachter  und  von  ihm 
in  seinen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  benutzter  Beweis 
hinzugefügt  t). 

Setzen  wir  die  Reihe  F(a)  als  endliche  voraus,  und  neh- 
men wir  überdies  noch  an,  dass  sämmtliche  Coefficienten  c 
auf  die  Einheit  reducirt  werden;  so  ist 

.  (2»— l)— 
^(a)=l-|-co8a+cos2a+...+cos(n — l)a==i+i~ -} 

Bin  — 
2 

und  die  i\mction  f( — -\   wird  augenscheinlich  den  Werth 

Null  besitzen  für  eine  durch  n  nicht  theilbare  ganze  Zahl  /. 
In  den  obigen  Gleichungen  fallen  daher  die  mit  f(-^\  und 

*)  Siehe  Gauss  Werke  Bd.  2.,  S.  11  ff. 
**)  a.  a.  0.  S.  57-67.    Sur  rusage  etc. 

***)  Becherches  aar  diverses  applications  de  TAnalyse  infinitesimale 
a  la  Theorie  d«s  Nombres.    Journal  Bd.  21.   S.  134  ff. 

t)  Man  findet  die  Beproduction  des  Dirichlet^schen  Vortrages  in  den 
von  Dedekind  herausgegebenen  Vorlesungen  Dirichlet's  über  Zahlen - 
theorie.    Suppl.  I.  S.  318  ff. 

25* 


nn 

T 
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Fy  -- j  multiplicirten  Glieder  fort,  und  ausserdem  ist  F{0)=n. 
Mithin  entstehen  jetzt  die  Beziehungen 

bG  -  aß  ^  y  -am  ^  .  n  ==y  -  Bin  -^, 
und  hieraus  fliesst  für  «  =  1  wegen  ff  =  1,  ff=0: 

Viir  ein  beliebiges  endliches  n  ist  daher 

6f  +  Ä^=  /n  ^1  +  cos  -g-)  und  6^  —  i?  =  >/n  .  sin 
d.  g. 

^=i/«[l+eos^-^+sin^],  ^=i/^[]+eos^-s 

Nun  lässt  sich  jede  ganze  Zahl  in  einer  der  Formen  4ft, 
4^»  H'  1^9  ^f^  4**  ^;  4fi  -f-  3  darstellen;  setzt  man  also  in  den 
letztern  Gleichungen  für  n  diese  Formen,  so  folgt 

n — 1  n— 1 

2cos  (~^\  =  \/n,    ^sin  ?^  =  /w ,    n  =  4ft; 

0  ^  '^  0 

II— 1  n — 1 

2'cosH^  =  ^/«,         V«^n?^=0,       «  =  4^+1; 

0  0 

^cos?^  =  0,  V8inH^  =  0,       «=4^  +  2; 

II — 1  n — 1 

2cosB^  =  0,  Vsin^  =  /«,    «  =  4^+3. 

0  0 

§.  122. 
Das  Reciprocitfttsgesetz  in  der  Theorie  der  quadratischen  Beste« 

Die  vorhin  bewiesenen  Gauss'schen  Summen  gewinnen 
dadurch  ein  ganz  besonderes  Interesse,  dass  sie  —  wie  Gauss 
in  der  oben  erwähnten  Abhandlung  gezeigt  hat  —  mit  grosser 
Leichtigkeit  zu  dem  Beweise  des  berühmten  und  für  die  Theorie 
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der  Zahlen  äusserst  wichtigen  Legendre'schen  Beciprocitats- 
gesetzes  in  der  Theorie  der  quadratischen  Beste  führen.  Mit 
der  von  Dirichlet  im  Crelle'schen  Journale*)  gegebenen  Dar- 
stellung dieses  vierten  Gauss'schen  Beweises  jenes  Fundamen- 
talgesetzes wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen;  wir  fürchten 
nicht;  dass  man  uns  tadeln  werde.  Des  bessern  Verständnisses 
halber  schicken  wir  jedoch  zuvorderst  folgende  Bemerkungen 
voraus. 

Bezeichnet  p  eine  absolute  ungerade  Primzahl  ^  so  muss 
jede  durch  p  nicht  aufgehende  ganze  Zahl  x  bei  der  Division 
mit  p  einen  der  Beste  1,  2,  3,  .  .  .  ,  j»  —  1  liefern.  Dividirt 
man  nun  die  zweiten  Potenzen  dieser  Zahlen  durch  p,  so  zeigt 
sich,  dass  die  Quadrate  zweier  Zahlen  r  und  p  —  r,  deren 
Summe  p  ist,  denselben  Best  geben.  Den  Benennungen  der 
Zahlentheorie  zufolge  sind  daher  H  und  (p  —  r)^  in  Bezug  auf 
den  Modul  p  congruent,  eine  Beziehung,  welche  man  in 

der  Form 

r^  =  (p  —  ry  (mod.  p) 

schreibt  und  die  der  Gleichung 

r^  —  (p  —  ^y  "=  einem  Multiplum  von  p  =  Mp 

äquivalent  ist. 

Offenbar  fliesst  nun  aus  dem  Gesagten  sogleich  weiter, 
dass  der  Best  jeder  Zahl  x^  mit  einem  der  Beste  aus  der  Beihe 

P    2^    3^    .  .  .      ( ^■^~" )   zusammenfallen  muss.   Diese  Beste, 

welche  wir  durch  a,,  ^2,  .  .  . ,  a;>-i  andeuten  wollen,  müssen 

ferner  sämmtlich  verschieden  oder  incongruent  sein;  denn 
wären  z.  B.  die  Beste  ür  und  üg  zweier  Zahlen  r^  und  s^  aus 

der  Beihe  1^,  2^,  3^,  .  .  . ,  (^-^j    gleich,  so  müsste 

r^  =  s^  (mod.  p), 
folglich  r^  —  5^  =  (r  -f-  s)  (r  —  s)  durch  p  theilbar  sein.    Nun 

kann  aber,  weil  r  -f-  «  höchstens  =  ^ 1-  ^-^  «=  p  —  2 

und  ebenfalls  r  —  s  <C  p  ist,  keiner  dieser  Factoren  durch  p 
aufgehen,  mithin  ist  die  Gongruenz  r^  =  $^  (mod.  p)  unmöglich. 

*)  Bd.  17.  S.  66  ff.  —  Vergl.  femer  die  VorleBungen  Dirichlete  über 
Zahlentheorie  von  Dedekind.   Suppi.  I. 
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Die  lleihe  1,  2,  .  .  .  ,  p  —  1  euthält  ersichtlich  ausser 
den  Resten  a^,  a^,  .  .  . ,  öf»~i  auch  noch  die  ^        Zahlen  'd„ 

b^j  ...  ;  bp^i.    Bat  man  nun  irgend  eine  durch  p  nicht  theil- 

bare  ganze  Zahl  q^  so  muss  sie  entwedeif  mit  einem  der  a^ 
oder  mit  einem  der  h  nach  dem  Modul  p  congruent  sein^  d.  h. 
sie  genügt  entweder  der  Congruenz 

x^  =  q  (mod.  p), 

oder  es  ist  nicht  der  Fall.  Findet  das  Erstere  Statt,  so  wird 
q  ein  quadratischer  Rest  von  p  genannt;  im  letztern  Falle 
hingegen  heisst  q  quadratischer  Nichtrest  von  p. 

In  Betreff  beider  Arten  von  Resten  führen  wir  die  fol- 
genden Sätze  an.  —  Bezeichnen  q  und  ^^  quadratische  Beste^ 
d.  h.  also  werden  die  Oongruenzen 

x^  ^q  (mod.  p)  und  Xy^  ^  q^  (mod.  p) 

befriedigt,  so  besteht  auch  die  Congruenz 

{xx^'^  ^  qqx  (mod.  p). 

Das  Product  zweier  quadratischen  Reste  ist  dem- 
nach wieder  ein  quadratischer  Rest. 

Wird  die  Reihe  1,  2,  .  .  . ,  p  —  1  mit  einer  zu  p  rela- 
tiven Primzahl  q  multiplicirt;  so  müssen ,  abgesehen  von  der 
Ordnung;  die  Producte  1^,  2^,  ...,  (p  —  l)^iii  Bezug  auf 
p  wieder  die  Reste  1,  2,  .  .  . ,  i?  —  1  hervorbringen,  indem 
irgend  zwei  dieser  Producte  rq  und  sq  nur  dann  nach  dem 
Modul  p  congruent  sein  können,  wenn  r  und  s  zusammen- 
fallen.   Ist  folglich  q  ein  quadratischer  Rest,  so  sind  nach 

dem  vorhin  bewiesenen  Satze  die  ^-^— Zahlen  ^^  quadratische 

Reste,  und  daher  müssen  die  ^-^—  Zahlen  bq   quadratische 

Nichtreste  sein.  Mithin  ist  das  Product  aus  einem  qua- 
dratischen Reste  in  einen  quadratischen  Nichtrest 
ebenfalls  ein  Nichtrest. 

Wenden  wir  nun  diese  Wahrheiten  auf  die  Reihe  l^j, 

2^^,  .  .  .  (  "-J— )  Q  an,  so  muss  sie,  je  nachdem  q  ein  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  ist,  mit  der  Reihe  der  a,  oder  der 
b  die  nämliche  Bedeutung  besitzen. 
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Nach  diesen  vorgähgigen  Bemerkuugeii  können  wir  nun- 
mehr zu  dem  uns  gesteckten  Ziele  schreiten. 

Da  p  eine  ungerade  Zahl  vorstellt^  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen 

0  0 

wenn  p  von  der  Form  4ft  +  1  ist,  und 

Vcos  —  =  0,       Vsrn  —  =  j/p 

0  0 

für  ein  p  von  der  Form  4ft  +  3. 

Multipliciren  wir  also  die  Sinusreihe  durch  t,  addiren  hierauf 

das  Resultat  zu  der  Oosinusreihe,   und  beachten  wir,   dass 

f  ^  =  -|- 1 ,  oder  =  +  t  ist ,  je  nachdem  man  p^  1  (mod.  4), 
oder  /?  ^  3  (mod.  4)  hat;  so  erhalten  wir  statt  der  obigen 
Beziehungen  die  eine  Gleichung 


t 


e""     ^i/p  i 

2rhti  2(p-r)«jri 


Bedenken  wir  aber,  dass  e  ^    ^=6     '*       ist,  so  können  wir 

0 

p-\ 
in  der  Gestalt  1  +  2  ^e  p    schreiben;  mithin  ist 


oder  noch  einfacher 


1  +  22'«    "^/^.^^^ 

1 


weil  die  Vielfachen  von  2ici  in  den  verschiedenen  Exponenten 
der  Zahl^  unberücksichtigt  bleiben  können,  also  auch  statt  der 
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Quadrate  der  s  die  ihnen  nach  dem  Modul  p  congrueuten 
Zahlen  a  gesetzt  werden  dürfen. 

Ebenso  wie  vorhin  ergiebt  sich  ferner^  dass 

P  =  2^  >     =1+2  V^~^. 

Nun  stimmt  dem  Obigen  zufolge  die  Reihe  Vq^  2^^,  ...  ( ^^ )  ^ 

entweder  mit  der  Reihe  a^  oder  der  b  überein  ^  je  nachdem  q 
quadratißcher  Rest  oder  Nichtrest  in  Qezug  auf  p  ist.  Daher 
hat  num  diesen  Fällen  entsprechend 

Eni  fc? 

8  2««  2  iiti 

/>=  1  +  2  V/'  P  ,  oder  />=  1  +  2  V/'  p  • 

Weil  aber  die  geometrische  Reihe   ^e  ^  =  —  1  die  Summe 

1 
der  beiden  Reihen 

p-i 

2         2m         -     p-l    .  %7ti 

1  1 

darstellt;  so  wird 

p—i  p—i 

2       .    2«»  2  2ni 

1  +  2  Ve  '"?" 1-2  yje''T. 

1.  1 

Die  beiden  Werthe  von  P  kann  man  daher  ^  wenn  d  die 
positive  oder  negative  Einheit  bedeutet^  je  nachdem  q  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  von  p  ist^  durch  die  neue  Gleichung 

P=d{l  +  2  y^e"'  p)=^dj/p  ,i^^  ^ 

ausdrücken. 

Bedeutet  nun  q  ebenfalls  eine  ungerade  Primzahl^so  folgt 
unmittelbar  aus  der  Gleichung  für  P  durch  blosse  Yertauschung 
von  p  mit  q  die  ähnliche  Beziehung 
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q  »/~    S    2    ^ 

e   ^    =s  £  y  q  %         , 

in  der  also  a  =  +  1,  oder  =  —  1 ,  je  nachdem  p  quadrati- 
scher Best  oder  Nichtrest  von  q  ist.  Durch  iMultiplication 
dieser  Reihe  mit  der  vorhergehenden  und  durch  Hinzufüguug 

iqpisni 

des  Factors  1  «=  e   ^'^    ergiebt  sich  mithin  die  Gleichung 


eine  Beziehung  ^  in  der  die  Doppelsumme  sofort  in  eine  ein- 
fache Summe  sich  verwandelt^  wenn  man  statt  der  Grossen 
qs  -}-  ip  ihre  nach  dem  Modul  pq  genommenen  Reste  substi- 
tuirt.  Diese  Reste  nämlich  müssen  sämmtlich  verschieden  sein^ 
weil,  wenn  qs-^tp^^s'-^-fp  (mod.  pq)  sein,  also  q(js — 0+P(^ — 0 
durch  pq  aufgehen  soll,  wegen  der  Grenzen  (0,  p  —  1)  von 
s  und  s  und  (0,  q  —  1)  von  /  und  i'  nothwendig  zu  gleicher 
Zeit  5  =  /,  /  =  y  sein  muss.  Die  Zahlen  qs '-\- tp  liefern 
demnach  in  Bezug  auf  den  Modul  pq  die  sämmtlichen  Reste 
0,  1,  2,  3;  • .  . ,  pg  —  1,  und  sonach  besteht  jetzt  die 
Gleichung 

Nach  dem  Obigen  aber  ist 

0 

mithin  gilt  die  Relation 
d.  g.  wegen 

(^)'  -  ((=?)' + {t)'i  -  (^)  -  r^+^f 

_L9  ?zl  g-1  ^  (p-i)(?-i)r(p+i)(H-t)    ii  _  p*-i  g«-i    (p-i)(g-i) 

"T^*     22  2|_2  J2'2  2 

da  =(—  1)  8  •  2  . 


; 
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Sind  nun  beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4fi+ 1 
oder  ist  die  eine  ^  +  1,  die  andere  ^  —  1  (mod.  4),  so 
müssen  d  und  e  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  d.  h.  die  eine 
Primzahl  p  ist  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest 
der  andern  q^  wenn  q  zu  den  quadratischen  Besten 
oder  Nichtresten  von  p  gehört. 

Dagegen  haben  d  und  £  verschiedene  Vorzeichen,  sofern 
beide  Primzahlen  bei  der  Division  durch'4  den  Rest  3  (oder  —  1) 
geben.  In  diesem  Falle  ist  daher  die  eine  quadratischer 
Rest  oder  Nichtrest  der  andern,  wenn  diese  quadra- 
tischer Nichtrest  oder  Rest  jener  ist. 

Der  Ausspruch  dieser  wechselseitigen  Beziehungen  zwi- 
schen zwei  absoluten  Primzahlen  bildet  den  Inhalt  des  Reci- 
procitatsgesetzes. 


8.  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach 

Kugelfunotionen. 

§.  123. 

Enjtwicklnng  des  Badicals  (1  —  2«  cos  y  +  a*)        nach  steigenden 

Potenxen  von  a. 

In  §.  114.  haben  wir  die  wichtige  Untersuchung  ange- 
deutet, welche  Dirichlet  über  die  Reibe 

2rt 


angestellt  hat..  Mit  der  Darstellung  dieser  sinnreichen  Be- 
trachtungen Dirichlet's  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  Zu 
dem  Behufe  aber  ist  es  nothig,  einige  vorläufigen,  auf  den 
Coefficienten  Pn  von  W  in  der  Entwicklung  des  Radicals 

1 

^1  —  2  a  (cos  -0"  008  -0"'  -f-  sin  ^  sin  -O*'  cos  (qp'  —  <)p) )  +  «* 

bezüglichen  Erörterungen  vorauszuschicken. 

Bezeichnen  R  und  q  zwei  von  einem  Pole  0  ausgehende 
Radien vectoren,  welche  mit  der  Polarachse  Ox  beziehungs- 
weise die  Winkel  ^'  und  Q^  einschliessen,  und  deren  Ebenen 
{Rx)f  [ßx)  mit  der  Polarebene  die  Winkel  9?'  und  qp  bilden-, 
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heist  ferner  y  der  Winkel  zwischen  B  und  q  :  so  entsteht  ein 
körperliches  Dreieck^  für  welches  bekanntlich  die  Beziehung  gilt 

1.  cos  y  ==  cos  d  cos  ^'  +  sin  *&  sin  %•'  cos  {tp — qp). 

Mittelst  derselben  können  wir  daher  unserm  Radical  die 

Form  -  >         .-=z — —,zzz^  geben.    Setzen  wir  nun  voraus,  dass 

Vi  —  2  a  cos  y  +  «• 

a  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  ausdrückt,  so 

kann  die  Wurzelgrösse  [1  —  (2  cos  y  —  cc)  a]""i  stets  nach 
Potenzen  von  a  entwickelt  werden.  Denn  weil  immer  einem 
bekannten  trigonometrischen  Satze  zufolge  a^--\-b^ — 2öfÄcos(7=c^ 
ist,  so  muss  1  —  2  a  cos  y  +  «^  stets  positiv  sein,  und  ausser- 
dem ist  bei  hinlänglich  kleinem  a  numerisch  2a  cos  y — a^<l*). 
Nun  besteht  aber  für  z^  <,  l  die  Gleichung 

£      .1.46.0...IR 

mithin  wird 


[l-«(2co8y-a)]    ^J'^l^^ß!?^  [«  (2  cos  y  -  «)]". 


Und  entwickelt  man  hierin  die  verschiedenen  Potenzen  von 
2  a  cos  y — a^  nach  der  Binomialformel  und  vereinigt  alle 
Glieder,  welche  den  Factor  a"  enthalten;  so  gewinnt  man 
für  diesen  zu  a"  gehörigen  Coefficienten  den  Ausdruck 

o  n  1.3.5. .. (2n  -1)  r  ^  n(n  — 1)  ^    „ 

2-      ^-  =  -  r  2-.  3 .77^--  [^^«  y^  -  2(bri)  cos  r-^ 

n(n-l)(n~2)(n-3ji_  _^  ___  1 

^1.2.4(2n-l)(2n-3)  ^^  ^  "  ' ]' 

Der  Coefficient  P^  von  a"  stellt  folglich  eine  ganze  Function 
des  n'*^  Grades  von  cos  y  vor,  und  diese  Eigenschaft  des 
Goefficienten  P^  pflegt  man  in  der  schriftlichen  Darstellung 
kurz  durch  iP„  (cos  y)  anzudeuten.**)  Wie  man  sieht,  ge- 
hören sämmtliche  Exponenten  des  Argumentes  cos  y  zu  den 


*)  Man  beachte,  dasB  y  zwischen  0  und  «  liegt.  —  Für  y  :=  0,  » 

geht  die  Wurzelgrösse  in  den  Quotienten  — = —  über,  ist  also  wegen 

1  4-a 

der  Natur  des  a  in  eine  convergirende  geometrische  Reihe  ontwickelbar. 

**)  P^  spielt  also  bei  dieser  DirichleVschen  Bezeichnungsweise  die 

Rolle  eines  Functionszeichens. 
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geraden^  oder  ungeraden  Zahlen^  je  nachdem  n^O^  oder 
7z^  1  (mod.  2)  ist. 

Ausser  der  obigen  lassen  sich  für  P^  noch  verschiedene 
anderen  Formen  auffinden.  Wir  begnügen  uns  jedoch  hier 
damit^  nur  noch  einige  derselben  anzuführen,  und  zwar  wäh- 
len wir  zunächst  die  beiden  Dirichlet'schen  Formen,  welche 
sogleich  durch  eine  einfache  Transformation  von  cos  y  ent- 
springen. 

Schreibt  man  nämlich   1 — 2  a  cos  ^^-j-a^  in  der  Gestalt 


l-2a  +  4asin|.'+«^=(l— «)' 


1+ 


4aBiii*- 

(1--«)»  J 


,  SO  wird, 


4a  sin  ^ 


t-i 


[1 -2a COS y+o^r*=^  y^-^Y  i:^"P=l>    — - 


(!-«>' J 


_.    '^  / j\»,  1.3.6...  (2m 

0 


1  .2  .  3  ..  .  m         (i_a)8««4-i    • 


Nun  ist 


i+l)(2iii+2)  ^^ 


,    (2m+l)(2m+2)(2m+3)  ^8    ,  ,    (2fii-Kl)(2m-K2)(2iii+3)...(2w^r)  ^^  ,       1 

+ V:^^  "   -i----i  1.2.3...r  "^  +-J' 

der  Factor  ( 2  a  sin  |-  j     und  das  Glied 

(2>«-|-l)(2m+2) ...  [2i»  — (n— in)] 


a 


1.2.8. >.(»—!») 

verbinden  sich  daher,    solange  m  den  Werth  n  nicht  über- 
schreitet,  zu  dem  Producte  2-  (?üL±i).^^±4^+ü!)  ^. 

'  1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  m) 

Daraus  aber  fiiesst  weiter,    dass  die  Glieder,   welche  in  der 


OD 


Sunmie 


2'(-i) 


.  (2aBm^   I 
1.3.6...(2»i— 1)  \  2  / 


«I  ~  *   . 


den  Ooef ficienten 


von  «*  bilden,  in  der  Form 

(_^     1.8.6...(2».-l)(2m+l)(2m-H)..^n+^  g.  ^j^  ^*-  ^ 
^        '  ml  1.2...  («—//*)  2  ' 
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wenn  man  den  Zähler  und  Nenner  dieses  Ausdmckes  mit 
2.4.6...2f»  =  2'"  r(m  +  l)  multiplicirt,  in  dieser  Gestalt 

/       n«. rjn+m+i)  ^  y   *- 

erseheinen  werden.  Setzt  man  folglich  für  m  nach  und  nach 
die  Zahlen  0^  1^  2,  3  .  .  .  ^  so  kommt 

Anstatt  der  Substitution  cosy  ^=1  —  2  sin  |-  hätte  man 
offenbar  cos  y  auch  durch  den  gleichgeltenden  Ausdruck 
2  cos  5"     —  1     ersetzen    können.      Dadurch    wäre    alsdann 

(1  —  2a  COS  y  +  ^^)~' ^  ^ 

1 2  VI  1.3.6...(2m-l)  \ 2^ 

(!  +  «)•   J  ^  1.2...WI  (i+a)«««+i 

übergegangen,  und  demnach  würden  jetzt  die  GUeder,  aus 
deren  Vereinigung  iP„  entspringt ,  die  Form 

(_  1 V-«  r{n+m+X)  y  «- 

^.       ^^         [r{m+iyp  r{n—m+l)  ^^  2 

besitzen.    Hieraus  aber  schliesst  man  weiter^  dass 

ist.  Wie  man  indess  augenblicklich  erkennt ,  resultirt  diese 
Beziehung  am  einfachsten  aus  der  dritten  durch  Yertauschung 
von  a  mit  —  a  und  y  mit  ä  —  y.  —  Wir  gehen  jetzt  zu  einer 
Darstellung  von  P„  über,  in  welcher  die  einzelnen  Glieder 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  Yon  y  fortschreiten  und  ans 
der  man  sofort  erkennt,  dass  Pn  immer  zwischen  +  1  sich  be- 
finden muss-  Man  erhält  diese  Form,  wenn  man  1 — 2a  cosy-j-a^ 
in  die  beiden  Factoren  1  —  a  ey*  und  1  —  a  tf~y»  zerlegt  und 
beide  nach  der  Binomialformel  entwickelt.  Die  Ausführung 
der  Rechnung  zeigt  alsdann,  dass  wegen 
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00 


0 


0 

also 

(l-2a  cosy  +  a2)-i  =^  ^'^-(^"'-^)  ««  ^r« 

0 
^^"^^1  1  •  3  •••  (2»» — 1)     «    _-ivt 

X  >   — ^ a'"ef-*y« 

0 

c    1  7^  /          \        1.3.5...(2n— 1)  ,   1.8...(2n  — 3) ,         /        o\ 

5.  i/>„(C0Sy)^ 2X6:72;.- '^««»y  +  2.4.6...(2n-2-)^°°«("-^)y 

,    1.3...  (2n— 5)    1.3  ,  ^v         I 

+  2.4.. .(2,-4)  2-71  <^"("-^)y+--- 


s  =  n 


ist,  wo  n'  =  -^,  oder  =  ^^  sein  wird,  je  nachdem  n  zu  den 

geraden,  oder  ungeraden  Zahlen  gehört.  Die  Coefficienten 
der  Cosinns  in  diesem  Ausdrucke  sind  sämmtlich  positiv,  sein 
absolut  grosster  Werth  findet  demnach  für  }^  «=  0  Statt.    Da 

nun  für  diesen  Fall  die  Wurzelgrosse  (1  —  2«  cos  y-f"**')        ^^^ 

-—-  =  1  -j-a  +  a^  +  ^^ +  •••  +  "*  "+"••• 

übergeht,  also  i>,  =  1  wird,  so  kann  offenbar  Pn  niemals 
numerisch  grösser,  als  1  sein. 


§.  124. 
Darstellung  Yon  P„  durch  bestimmte  Integrale. 

Dem  Obigen  zufolge  besteht  die  Beziehung 

1-   i/r  9-4;r- öT-«  =  n  +  /^,  «  +  /^2«^  +  ■-  +  Pnc^"  +  ■■■ 

yi  —  2acosy-f-a' 

Wird  in  dieser  Gleichung  a  durch  den  Ausdruck  e^^  ersetzt, 
wo  if  einen  von  y  unabhängigen  und  wie  dieser  zwischen 
0  und  Jt  befindlichen  Bogen  bezeichnet;  so  verwandelt  sich 
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die  rechte  Seite   derslben  in   C^  +  ^U    wenn  man  zur  Ab- 
kürzung 

i>o  +  i>i  cos  ^  +  7>2  cos  2  ^  +  . . .  +  i>„  cos  n  V'  +  .  .  .   =G 
und 

schreibt.     Die  linke  Seite  der  Gleichung  1.  dagegen  ist  mit 


jev»'  [er'f^  +  e^^  —  2  cos  y]|"^  =  [2  (cos  V'  —  cos y)Y'^e 

identisch^  und  sonach  wird,  wenn  i^Ky,  also  cos  ^  —  co&y>0 
ist, 

r  2  (COB  ^—008  y)  r  2  (cos  -V^— C08  y ) 

für  y  <  ^,  mithin  für  cos  ^  —  cos  y  <  0  hingegen  hat  man 

Cr  =  - . ,     iz  =  —y.-  -. 

r  2(C08y— COS-^)  (^2(0087—008-?/») 

Nun  sahen  wir  in  der  Lehre  von  den  Fourier'schen  Reihen, 
dass  beim  Statthaben  der  Reihen  für  G  und  H  die  Coeffi- 
cienten  P  durch  die  Formeln  bestimmt  werden 

n  n  Y 


+v 


G  cos  nil)  d"^ 


und 


A  = 


=  —  /  6^sinn^rf^=—  /  ffsinnV'rf^-j —  /  G  sin  n^  rf^. 

Ersetzt  man  also  in  diesen  Beziehungen  G  und  ZT  durch  die 
oben  ermittelten  Ausdrücke,  so  kommt 


2.     P.^ 

1     \/VD     71     ip     UVB    -]     ip 

'   /^2(008'V» — 008  y) 

rf^+ 

£            ä       WD     7(    ip     BlU     }      ip 

"  e/    K2(C08y  — 008^) 

and 

U 

• 

3.     P.  =  - 

2 

y 

rf?<'4- 

2     /*  sin  n-^  008  ^'^ 

0 
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Von  diesen  beiden  Dirichlet'schen  Formeln  für  P„  muss  offen- 
bar die  erstere  für  n  =  0  auf  die  Hälfte  reducirt  werden, 
und  in  der  zweiten  sind  für  n  alle  ganzen  Zahlen  1,  2,  3, . . . 
zu  wählen. 

So  unverfänglich  der  vorhin  befolgte  Gedankengang  auf 
den  ersten  Blick  auch  erscheinen  mag^  so  ist  er  doch  bei 
näherer   Ansicht   nicht  frei   von  Zweifeln.    Denn   dass   für 

a  =  e^*  die  Wurzelgrösse  (1  — 2  a  cos  y +  «2)  *  mit  Aus- 
nahme des  Falles  V^  =  y,  für  welchen  das  Radical  unendlich 
wird,  noch  immer  in  eine  convergirende  Reihe  sich  entwickehi 
lässt,  ist  —  wenn  auch  thatsächlich  der  Fall  —  doch  eine 
ganz  unbewiesene  Voraussetzung.  Die  Integralformeln  2. 
und  3.  bedürfen  daher  auch  noch  einer  nachträglichen  Be- 
stätigung ihrer  Richtigkeit.  Zu  dem  Zwecke  benutzt  Dirich- 
let  folgendes  Verfahren;  er  bildet  unendliche  nach  Potenzen 
von  a  fortschreitende  Reihen,  in  denen  die  verschiedenen 
Coefricienten  der  a  aus  den  obigen  Theilintegralen  bestehen. 
Von  diesen  Reihen  nun  zeigt  Dirichlet,  dass  sie  convergiren 
und  Summen  besitzen,  die  bei  der  Vereinigung  der  einander 
entsprechenden  Reihen  unmittelbar  zu  dem  Radical 

(1  —  2a  cos  y  +"^) 

sich  ergänzen. 

Behufs  der  nähern  Erläuterung  dieses  Ideehganges  sei 
zunächst 

^J   r2(co8'^— cofly) 
u 

alsdann  ist  offenbar  £)„  numerisch  kleiner,  als 

r 

«    /  ^(coB-^  —  cosy) 


*)  Man  hat 


JCcosif»  — cosv)       /  j/       /sinit^y  \8in  i  7/ 

y     ~~  Vsin  \  y) 


K2(cos^  — cosy) 
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Bezeichnet  folglich  a  einen  echten  positiven  oder  negativen 
Bruch;  so  muss  die  Reihe 

convergiren.  Ihre  Summe  S  selbst  aber  findet  sich  leicht; 
v^enn  man  statt  der  Q  die  entsprechenden  Integrale  einfiihrt; 
denn  so  kommt  zuvörderst 

[i+«cosV'4-<^^cos2V'+"'cos3^+...], 


, 2^  r    C08  I  ^  diff 

^J  K2(C08  ^  —  cos  y 


cos  y) 

d.  g.  mit  Beachtung  der  Gleichung 
4  •  :j — »    ^",  , — :  =  i  +  a  cos  ^  +  «2  cos  2 1(;  +  •  •  •  *) 

^       1—2«  008'^  +  « 


5=1-«*  /^ 

^     J   (1—2« 


008  -^  tp  dip 


008  -^ + «•)?^2  (cos  -V»  —cos  y) 


Setzt  man  nun   ^  sin  ^  =:=  sin  4  V^^  wo  5  eine  neue  Variabele 
bezeichnet;  so  entspringt 


y 
2  sin  ~  ds 


.    /•                                    2  sin   '- 
^  ^^  1  —  «•    / ^ 

«       /    [1— 2a(l  — 2*«siniy»)+a«jK2 


(1  —  2  Bin  i  y'  •  «*  —  cos  y) 

0 

1 


_   1  — ^«    /• ds 1 

~       n      J  yr^st  '  (1  — «)*  +  4a  sin  ^  y«  .  *«' 

Erinnert  man  sich  aber  der  bekannten  Formel 

/< 


^ ==  -TT-     rarctang  —A^-^^^r-,  +  const, 

(«'  —  6*a7*)f^a  —  y  j:*         «r  y  «*  —  «6*  aV  a  —  y  a:* 

SO  findet  sich  sogleich;  dass 

r  ds 1 

J  yrH^  '   (l-a)«  +  4a*«8in4y« 

=  --^- ^  arc  tg  lKüE3!±Si?+const, 

also 


*)  Vergl.  §.  95. 

Mktkr,  bestimmte  luteKral«.  2(i 
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o 1  —  «*     n     1 4  ^ 1+c^ 

~      n      '  "2  *  ( 1— a)^^(l— a)H-  4«  (sin  \  y )«  ~  *  *  ^1  — 2acos7+ä' 

ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  würde  man  nun   die  Summe 
der  Reihe 

i  Äo  +  Äj  a  +  Ä2  «2  +  .  .  .  +  Ä„  a«  +  . .  . , 

wo 

n 


■n    2     /"jCGsn^  ein -i-^  d-V» 

*e/     K2^(C08  y  —  COS -V»)' 


y 
finden^  doch  geschieht  dies  einfacher  ^  indem  man  in  diesem 
Integrale  %  —  ^  statt   V^    schreibt   und   die   goniometrische 
Formel  cos  (a+wsr)  =  ( — 1)"  cos  a  berücksichtigt.     So  näm- 
lich ergiebt  sich  sofort 

n 

COSIff) 


ff 
2     /'cos  »^  sin  ^'^ 

^  J   V'^  (cos  y  —  cofi 


!/'_„  1  \»    /     oo^nrffCOB^  tpd'ip         / ^v «  2     /     cos  n  ^  COS  ^  d-^ 

~      n^       ^    I   J/2 [cos y — cos^^)]      ^  ^*  /  ,/-,  ■      ,.> 

J    '    ^      '  V       r/j  ^    J^2[cOB'0— cos(3r— y;! 

und  demnach  ist  ^,i  a"  eine  Grosse;  welche  aus  dem  Integrale 

n       „  2         ^    /^  cos  ni^  008  4'^  e/ifr 

"f  c/  r  2  (cos  V»  —  cos  y) 

durch  Vertauschung  von  y  mit  n  —  y  und  von  a  mit  —  a 
entspringt.     Daraus  aber  fliesst  sogleich  weiter  ^  dass 

i  Äo  +  Ä,  a  +  .  .  .  +  Ä„  a»  +  . .  . 

die  Entwicklung  des  Radicals 

I  1  —  a 

■k  •  - .  

f^  1—2«  cos  y+ce* 

nach  Potenzen  von  a  bildet.     Weil  nun 

Kl— 2acosy-|-a«  J'T^  2  a  cos  y -f  a* 

=  i  ^0  +  ^1  «  +  A  «'  +  •  •  • 


Kl  — 2acOBy+a* 

ist,  SO  findet  in  der  That  für  Pn  die  Gleichung  2.  Statt. 
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Um  jetzt  die  Richtigkeit  der  Gleichung  3.  nachzuweisen; 
untersuchen  wir  auch  hier  vorerst  die  Reihe  ^  deren  allge- 
meines Glied 


2  et"  y    sin  n-^  sin  ^ -^  rf^ 

^  j     yi  (COB  ^  — -  COB  y) 


0 

heisst;  wo  für  n  bekanntlich  alle  ganzen  Zahlen  1,  2^  3^  .  .  . 
zu  setzen  sind.  Die  Summe  S^  dieser  Reihe  wird  offenbar 
durch  den  Ausdruck 

_2   /^l^_rft_  [^  sin  »  +  g^  sin  2^  +  ■  >  ■] 

«J    ^2(008-^— ^   ^  '  v-     I  J 


COS  y) 

0 


^    2^   ^       sin^'^fl 
^^  j^2  (cos  1^ 


</i/>  a  sin  t/r 


cosy)       1— 2aco8'^  +  a* 
0 

vorgestellt.*)  Dieses  Tntegral  aber  lässt  sich  mit  Berück- 
sichtigung der  Beziehung 

•      ..    •     1    .  ..  (1  —  a)«  008  ^ 

_  «  smift  Bin  ^  ^      =  4  cos  ^  —  4  .  2 

1  — 2aco8^-fa»         ^  2         ^  '  1  —  2a  cos  ^  +  a« 

sofort  auf  zwei  andere  Integrale  zurückführen^  deren  Werthe 
unmittelbar  aus  dem  Obigen  abgelesen  werden  können.  Denn 
man  hat  nun  für  5,  die  Form 


j.     r    cos  -^  ^  d'^ .  (1— tt)*   /  __ 

»   /    ](^2(co8^^^^08y)  ^      J    (1— 


cos  ^  rf  ^ 


=  -i  +  i 


2a  cos  '^+a*)K2  (cos  -^  —  cos  y ) 
ö 

1  —  a 


Kl— 2aC08y4-a** 

Endlich  überzeugt  man  sich  sogleich  ^  dass  die  Summe  der 
Reihe ;  deren  allgemeines  Glied  durch 


fg^    /"sin  n^p  COS  \'^  d^ 
«    J  ^2  (C08  y  -—  COS  -^j 


2 
n 

y 
ausgedrückt  wird,   sich  wieder  durch  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  ^j  =  ä  —  ^  in  das  vorstehende  Integral  aus 


*)  Vergl.  §.  95,  Schluss. 

2G 


Ol.  ♦ 
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der   Yorhin   untersuchten  Reihe   ableiten   lässt.    Man   erhält 
nämlich  hier  wegen  sin  («  +  «ä)  =«  (—  1)"  sin  a 

n                                                                    n—y 
2  a"    /*  sinw'^cos^^    •,  . 2^^ \^  C     8^°  ^^  sin  ^  yy  rft/y 

n    J  K2(C08y— cos'V'j  ^  J  y2[co6 ip  —  cos («  —  y)]' 

und  folglich  ist  die  Summe  der  entstehenden  Reihe  mit 

_  1    ri ^  +  « 

2    '    3     ^_2ac08y+a« 

gleichbedeutend.     Die  Addition  beider  Reihen  aber  zeigt  nun 
wieder,  dass 

ist  und  dass  somit  die  Gleichung  3.  zu  den  richtigen  gehört. 


§.  125. 
Fortsetzung* 

Unentbehrlich  und  völlig  hinreichend  für  die  später  fol- 
genden Untersuchungen  ist  nur  .die  Eenntniss  der  im  Vor- 
hergehenden abgeleiteten  Dirichlet'schen  Integrale;  ohne  Inte- 
resse dürfte  es  indess  nicht  sein,  wenn  wir  auch  jenem  Integrale 
einige  Worte  widmen,  durch  welches  Pn  zuerst  von  Laplace 
dargestellt  wurde.  Wir  wollen  daher  dieses  Integral  jetzt 
entwickeln,  und  zwar  werden  vrir  uns  mit  Heine*)  auf  den 
Satz  stützen,  dass  für  ein  positives  a  und  für  ein  reelles, 
oder  rein  imaginäres  b,  das  im  ersten  Falle  aber  kleiner,  als 
a  sein  muss,  immer  die  Beziehung  gilt 

n  J  a-\-b  cos  q>  J/ßi ^«' 

0 

WO  die  Wurzel  auf  der  rechten  Seite  mit  dem  Pluszeichen  zu 
nehmen  ist. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Gleichung  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe  durch  folgende  Betrachtung. 

In  §.  95,  1.  haben  wir  gezeigt,  dass  für  —  1  <  r  <  1  stets 


*)  Man  sehe  dessen  vorzügliches  „Handbuch  der  Theorie  der  Kugel- 
functionon",  S.  11  etc. 
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7t 

ydq>  71 

0 


ist.  Diese  Relation  aber  bleibt  selbst  fUr  ein  rein  imagi- 
näres r,  dessen  Modul  kleiner^  als  1  ist^  in  Kraft.  Ent- 
wickelt man  nämlich 


(1  — 2r  cos  qp  +  r^)   ^  =(l—.re*9y^  (1— r^'V) 


— 1 


nach  steigenden  Potenzen  von  r^'v  und  r^-'V,  also  nach  Co- 
sinus und  Sinus  von  g>  und  beachtet^  dass  bei  der  Entwick- 
lung der  Function  (1  —  2r  cos  g)  +  r*)~^  in  eine  trigono- 
metrische Reihe  die  Sinusglieder  nicht  in  Betracht  kommen, 
weil  sie  für  ein  reelles  r  mit  i  multiplicirt^  für  ein  rein  ima- 
ginäres r  dagegen  von  i  befreit  sind:  so  wird  bei  der  Inte- 
gration^ nach  9  zwischen  den  Grenzen  0  und.^  nur  das  von 
ff  unabhängige  Glied 

1  +  ,.2  +  H  +  .  .  .  =   ^_[-, 

zur  Bildung  des  Integrales  beitragen. 

Wie  nun  bei  einiger  Ueberlegung  ohne  grosse  Schwierig- 
keit erhellt,  wird  sich  auf  das  soeben  erwähnte  Integral  die 
Form  1.  reduciren  lassen,  wenn  man  zwei  Constanten  py  r 
so  zu  bestimmen  vermag,  dass  der  Modul  von  r  <  1  und 

;,(l  +  r2)  =  r/,  -^2rp  =  b 

ist.  Offenbar  kann  dieser  Forderung  immer  Genüge  geschehen ; 
denn  da 

r =^^ 

die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 


r 


? 


+  2  :  /•  +  1  =  0 


ausdrückt,  das  Product  derselben  also  der  Einheit  gleich  ist; 
so  muss  natürlich  der  Modul  der  einen  kleiner,  der  der  an- 
dern grösser,  als  1  sein.     Unsem  Voraussetzungen  zufolge 

aber  ist  a} — V^  stets  positiv,  demnach  mod.  \    ^^^—)  <  !• 
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Wählt   man    mithiu   für   r   diese    Wurzel,    so    ergiebt   sich 
sofort 


n 

ß 


Bei   der  Entwicklunff  der  Function   — r-i in   eine 

°  a-j-b  cos  qp 

Cosinusreihe  Cq  +  Cj  cos  g)  +  .  .  .  stellt  —  wie  unmittelbar 
einleuchtet  —  die  Grosse das  Glied  c^  vor,  und  ebenso 

augenscheinlich  findet  das  Nämliche  bei  der  Entwicklung  der 
Function  [a+ft  cos  (9 — 9>i)]~"^  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
von  q> — 9)]  Statt,  wo  g>^  unabhängig  von  g>  ist.*  Daraus 
aber  fliesst  weiter,  dass  durch  Integration  dieses  Bruches 
nach  ff  zwischen  den  Grenzen  0  und  2;r  wegen 

Jc,n  cos  m  (9? — 9),)  ^9  =  0,  /»  >  0 
0 

die  Gleichung  entspringt 

dcp  2it 


ß 


a  -{-  b  cos  tp  cos  9i  +  6  sin  g>  sin  g>i  ^ä' 6*  * 

0 

Und  hieraus  kann  man  sogleich  wieder  die  Beziehung 

dcp  2n 


-^  +  /y  cos  qp  +  C  sin  9         y  jt  ^  ß2 c^ 


') 


ableiten,  wenn  man  a  ^^  A,  b  cos  <p^  :=  B  und  b  sin  <p^  =  C 
schreibt,  wo  also  B  und  C  zugleich  reell,  oder  rein  imaginär 
sind  und  die  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse  A}  —  B^  —  (P 
mit  dem  Pluszeichen  zu  nehmen  ist. 

Mittelst  des  vorhin  entwickelten  Hülfssatzes  nun  ist  es 


•)  Ausser   dem   Ueine'schen  Werke   über  Kugelfimct.   möge   auch 
Jacobi's  Abhandl.  „Heber  den  Werth,  welchen  das  bestimmte  Integral 

27t 

d(p 


J 


1  —  A  cos  qp  —  /?  Sin  qp 

u 

für  beliebige  imaginäre  Werthe   von  A  und  B  annimmt'*  in  Crelle's 
Journal  Bd.  32,  S.  8  nicht  unberücksichtigt  bleiben. 
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leicht,  das  Radical  (1 — 2aa;+a^)  *  bei  reellem  x  zunächst 
durch  ein  bestimmtes  Integral  auszudrücken.  Beachtet  man 
nämlich,  dass 

1  — 2a  x  +  a^  =  {l  —  axf  +  «^  (1  — a;^) 

ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  man 

a  =  l  —  ax,  b  =  a  y^?  —  1 

setzt  und  a  hinlänglich  klein  wählt,  dass 

aqp 


^    —  =  1  f— 


yi—2ax+a*  ^  J  1— aa;  +  a  Vx^  —  1  .  coa  9' 

0 

denn  unter  der  über  a  gemachten  Voraussetzung  ist  X'-ax  >  0, 

und  a  /rc^ —  1  besitzt  entweder  einen  rein  imaginären  Werth, 
oder  ist  reell  und  alsdann  wegen 

«2  —  &2  =  1  —  2a  a;  +  «2  >  0 

kleiner  als  a,  mit  welchem  Zeichen  man  auch  die  Wurzel 
y  x^ — 1  nehmen  mag. 

Entwickelt  man  nun  aber  (1  —  2  a  o;  +  «*)        «nd  die 

Grosse  1  —  aa;  +  "  V  ^^ — Icosg)  nach  steigenden  Potenzen 
von  a,  so  wird,  wie  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden 
erhellt,  der  Coefficient  von  a",  d.  h.  Pn{p^  dargestellt  durch 
das  bestimmte  Integral 

n 

2.  Pn  (^)  =  4  /  ^^  ■"  ^^®  ^  ^^^2—1)«  dip. 

0 

Substituirt  man  in  demselben  statt  9)  die  neue  Veränderliche 
^j  =  ;r  —  97,  so  hat  man  augenscheinlich  auch  diese  Gleichung 

n 

%  Pn  {x)  =  /  (o;  +  COS  9  )/a;2—  1)"  dtp. 
0 

Wird  endlich  (x  +  cos  9  ^o;*— 1)"  nach  der  Binomialformel 
entwickelt  und  ausserdem  die  aus  den  Elementen  bekannte 
Relation 

n 

^^dg>  =  0,     m~l  (mod.  2) 


—  I  cos  q>* 

V 


yi 
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berücksichtigt;  so  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick ^  dass  die 

ungeraden  Potenzen  von  cos  tp,  also  auch  }/x^  —  1  bei  der 
Integration  nach  <p  zwischen  den  Grenzen  0  und  7t  verschwin- 
den müssen.  Die  entstehende  Function  von  x  gehört  mithin 
zu  den  ganzen  Functionen  von  x.  Nun  ist  aber  Pn{x)  dem 
Obigen  zufolge  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Function  von  x, 
mithin  gilt  die  Laplace'sche  Gleichung  2.  selbst  dann  noch^ 
wenn  x  als  imaginäre  Grosse  auftritt.  Denn  sind  zwei  Func- 
tionen für  alle  reellen  Werthe  des  Argumentes  x  gleich,  so 
muss  auch  fOr  alle  imaginären  Werthe  desselben  die  Gleichheit 
in  Kraft  bleiben. 

Mit    der   grossten   Leichtigkeit   lässt   sich   vermöge   der 
Gleichung  2.  die  von  Dirichlet*)  angeführte  neue  Reihe 

beweisen.  Zu  dem  Behufe  setze  man  wieder  wie  früher  das 
obige  X  ==  cos  y  und  zerfalle  cos  y  -\'i  sin  y  cos  <p  in  die  beiden 

Factoren  cos  ~  -f- 1  sin  ^^  und  cos  |^  -f- 1  sin  |^  ^-*v-,  ent- 
wickelt man  nun  die  n^'  Potenz  dieser  Ausdrücke,  so  stellt 
sich  (cos  y  +  I  sin  y  cos  g>y  als  das  Product  der  beiden  Reihen 

dar,  und  sonach  muss  der  Gleichung  2.  zufolge  die  Beziehung  3. 
Statt  finden. 

Noch  einfacher  aber  lässt  sich  die  folgende,  wie  Heine 
erwähnt,  schon  von  Euler**)  gekannte  Relation 

4.       Pn  (cos  y)  =  cos  y"    1  —      ^,~"     tang  y^ 

'        +n.(n-lH.-2)(.-a)^^._         J 


*)  Grelle.    Journal  Bd.  17,  S.  40. 

**)  iDstitutioneB  calculi  integraÜB,  Ed.  III.  Fetrop.  1824,  Vol.  I., 
Sectio  I.,  Cap.  VI.,  prob.  33,  S.  160. 
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vermittelst  der  Laplace'scheu  Gleichung  erzielen.  Denn  ent- 
wickelt man  {x  +  cos  9  ^x^  —  1)"  =  (cos  j>  + 1  sin  y  cos  9)" 
nach  Newton's  Lehrsatze  ^    so  folgt  mit  Beachtung  der  be- 

n 

kannten  Formel-  |  cos w^dw  =  -*-a-^ 4—    ~     >  oder=0, 

nf  ^      ^  2.4.6. .,r        '  ' 

0 

je  nachdem  nämlich  r  zu  den  geraden,  oder  ungeraden  Zahlen 
gehört,  dass 

i>,(cos  y)  =  cos  y-  Fl  —  ttj-i-  tg  y2  +  n,  1^  tg  y'  —  .  ,  . 

sein  muss. 

§.  126. 

P^  genügt  einer  partiellen  Differentialgloicliung  der  zweiten 

(h'dnnng» 

Zu  den  wichtigen  Eigenschaften  der  Function  Pn  gehört 
auch  die  von  Laplace  entdeckte ,  daas  sie  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistet  Um 
diese  zu  erzielen,  setzen  wir  für  den  Augenblick  wieder  cos  y=x 
imd  der  Kürze  halber 

Durch  Derivation  nach  x  und  a  entspringt  alsdann 
—   =  —  i  "^^^ =  cc  73. 

iZ' 1       (-  2x  +  a«)     _/„_„>,  7.3. 

^I  =  3(a;  -  a)  7»  11"  -  r»  =  3 («—«)*  7"—  7». 

Nun  ist 

(l-a:»)g+«*g'=«^r»[-l  +  3yHl-2«x+«^)]-2«»r-' 

und 

2a:t-— 2a|^==  2arna;  — cc  +  «1  =  2a»7» 
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sonach 

oder 

Mit  Benutzung  des  Werthes  T  =  ZP» .  a"  aber  nimmt  diese 
Beziehung  die  Form  an 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  also  wieder  eine  nach 
Potenzen  von  a  fortschreitende  Reihe;  offenbar  kann  sie  nur 
dadurch  mit  Null  zusammenfallen ^  dass  jedes  ihrer  Glieder 
verschwindet.  Setzt  man  demnach  den  Coefiicienten  von  a" 
der  Null  gleich  ^  so  entspringt  die  Differentialgleichung 

1.  (l_a:^)^_2a;^  +  (n  +  l)n/>,  =  ()•). 

In  einer  andern  Gestalt  zeigt  sich  dieselbe,  wenn  für  a;=co8  y 
der  frühere  Ausdruck 

cos  y  =  cos  d''  cos  ^  +  sin  ^'  sin  d'  cos,(g)'  —  g>) 

gewählt  und  cos  y  bloss  als  Function  von  d'  und  9  aufgefasst 
wird.  Dadurch  nämlich  verwandelt  sich  die  vorstehende  Dif- 
ferentialgleichung in 

sin  V  0^  *     Bm-^*  ocp*     •    \      >      / 

Und  zwar  ergiebt  sich  diese  Form  leicht,  wenn  man  beachtet^ 
dass  vermöge  der  Beziehungen: 

X  =:  cos  d''  cos  ^  -|-  sin  -&'  sin  -ö"  cos  (9'  —  qp) ; 
^  =  —  cos  d'  sin  -d"  +  sin  -ö"'  cos  d'  cos  (9'  —  g>) ; 

s=  —  cos  -&'  cos  d"  —  sin  -&'  sin  d"  cos  (9'  —  9^)  «=  —  ^5 


ad» 


1^  =  sin  d''  sin  -d*  sin  (q/ — q)) ;  p-i= — sin  ^'  sin  «d  cos  (9' — tp) ; 


*)  lieber  verschiedene  Transformationen  der  hier  vorkommenden 
Differentialgleichangen  ist  wieder  Heiners  Werk  über  Kagelftmctionen 
einzusehen. 
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9Pn  dx^Pn     SP,  S^dP,     d'P„  dP„S>X 


a«-     a^  dx  >  dtp     dtp  dx  '  ad«      a«  a«-« 

ü^  =  ?^  ^     r   (dxV  ^  _       1 
a^*  dx    dtp*  ■+"  Va^/     aa^    ~  sin«^« 

a*p  ap 

der  Ausdruck  (1  —  a;^)      "  —  2a;  -^-^  mit 

^  -^  da^  dx 

-g^,+  COtg^g^     |^^^,-g^  =  [_(^g^j  +3111^28111(9-9)']^ 

identisch  ist. 

Hierdurch  also  ist  bewiesen,  dass  unser  />«,  welches  — 
wie  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  einleuchtet  ■—  eine 
ganze  rationale  Function  von  cos  «O*,  cos  9  sind,  sin  tp  %\vl%^ 
vorstellt,  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  1*. 
oder  vielmehr  von 

liefert.  Mithin  steht  P»  zu  ihr  in  einer  ähnlichen  Beziehung 
wie  die  Functionen  sin  und  cos  zu  der  einfacheren  Gleichung 

%  +  nH  =  0, 

deren   allgemeines  Integral  bekanntlich  durch  den  Ausdruck 

s^=  a  cos  nd  +  a,  sin  n% 

repräsentirt  wird.  Die  Analogie  lässt  sich  indess  noch  weiter 
treiben.  Denn  die  Functionen  sin  n'd'  und  cos  nd  können, 
wenn  man  will,  als  ganze  Functionen  der  Grössen  sind  und 
cos  d  betrachtet  werden;  und  beschreibt  man  mit  dem  Halb- 
messer =  1  aus  dem  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystemes  eine  Kreislinie,  so  stellen  sin  d  imd  cos  d  die 
rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Peripheriepunktes  in  Polar- 
coordinaten  dar,  dessen  Radius vector  mit  der  Abscissenachsc 
den  Winkel  d  einschliesst.  Ganz  ebenso  leicht  aber  findet 
man,  wenn  man  mit  dem  Halbmesser  =  1  aus  dem  Mittel- 
punkte eines  orthogonalen  Goordinatensystems  eine  Eugelfläche 
construirt,  dass  cos  <&,  sin  d  cos  9,  sin  d  sin  9  den  recht- 
winkligen Goordinaten  eines  Punktes  dieser  I^läche  gleich  sind, 
sofern  d  der  Winkel  seines  Badiusvectors  mit  der  a;-Achse  ist, 
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und  q)  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  durch  den  Leit- 
strahl und  die  Abscissenachse  bestimmte  Ebene  mit  der  xfj- 
Ebene  bildet.  Die  nach  Gauss  eingeführte  Benennung  Kugel - 
f  unction  für  Pn,  überhaupt  für  jede  ganze  rationale  Function 
Xn  von  cos  -9",  sin  «d*  cos  9,  sin  d"  sin  <py  welche  die  Differen- 
tialgleichung I.  befriedigt,  ist  daher  als  eine  sehr  passende 
zu  betrachten. 

Wegen  des  Indexes  n  nennt  man  auch  wohl  die  Kugel- 
function  Xn  eine  Eugelfunction  n^  Ordnung.  Die  ebenfalls 
übliche  Bezeichnimg  Laplace'sche  Function  endlich  ist 
Laplace  zu  Ehren,  der  mehrere  der  Haupteigenschaften  Ton' 
P„  zuerst  entdeckt  hat,  eingeführt. 

§.  127. 
Einige  Sätze  über  Kagelfimctionen*). 

Aus  der  oben  gegebenen  Definitionsgleichuug  für  Kugel- 
fiinctionen  entspringen  fast  ohne  Mühe  einige  Sätze,  die  wir 
des  Interesses  wegen  hier  anführen  wollen  und  von  denen 
namentlich  der  eine  fUr  die  nachfolgenden  Betrachtungen  von 
grosster  Wichtigkeit  ist. 

1.  Zunächst  nämlich  ergiebt  sich  auf  den  ersten  Blicke 
dass  irgend  eine  Eugelfunction  An  der  n''^«  Ordnung  wieder 
eine  Eugelfunction  derselben  Ordnung  liefert,  sofern  sie  mit 
einer  beliebigen  Constanten  c  multiplicirt  wird.    Denn  man  hat 

0  =  nin  +  l){X.c)  +  ^^^(sm^-g^)+^^,-^-r-' 

2.  Ebenso  leicht  beweist  sich  femer  der  Satz,  dass  die 
Addition  und  Subtraction  zweier  Eugelfunctionen  derselben 
Ordnung  wiederum  auf  eine  Eugelfunction  der  nämlichen 
Ordnung  führt. 

3.  Sind  die  Coefficienten  irgend  einer  Eugelfunction  Xn 
aus  beliebigen  von  d"  und  q>  unabhängigen  Grossen  A,  fi,  i;,  . . . 
zusammengesetzt,  so  entspringt  durch  Integration  von  Xn  nach 
A,  f(,  1/,  .  .  .  zwischen  beliebigen  von  <&  und  9  unabhängigen 


*)  Aas  Dirichlet*B  Yorlesimg:  Ueber  die  Erüfte,  welche  im  umge- 
kehrten Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  wirken.  Winter- 
semester 1857^1858  entlehnt. 
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Grenzen  eine  KugeMunction  derselben  Ordnung.  Seien  z.  B. 
die  Coefficienten  der  Function  Xn  von  X  abhängig,  und  p  und  q 
die  Integrationsgrenzen  in  Bezug  auf  A;  alsdann  ist 

fXndk 
p 

eine  Kugelfunction  der  n^  Ordnung.  Denn  erstens  bleibt  das 
Integral  eine  rationale  ganze  Function  von  cos  d^  sin  <&  cos  ip, 
sin  <&  sin  9  und  zweitens  folgt  aus 

0  =  n(n  +  l)^,+g^^-^(^sm^-p,j+5^.^^, 
dass 

P  P  P 

d.  g.,  weil  p  und  ^  von  ^  und  q>  nicht  abhängen^ 


0=n(n+l)siiiö^.r„dA+A["sin^^J  ^«^*]+ai; 


p^ 

ain<9'        ^  qp^ 

P  P  ' 

4.  Der  für  das  Folgende  wichtigste  Satz  endlich  besteht 
darin  ^  dass  wenn  Xn  und  Y^  beziehlich  Kugelfunctionen  der 
n^^  und  m*^^  Ordnung  bezeichnen,  wo  n  und  m  verschiedene 
ganze  Zahlen  vorstellen,  immer  die  Gleichung  gilt 

W/sin  %•  Xn  Yfn  dq>  =  0. 

Von  der  Wahrheit  dieses  Laplace'schen  Theoremes*)  werden 
wir  uns  ohne  Mühe  durch  Innehaltung  des  folgenden  Gedanken- 
ganges überzeugen. 

Da  nämlich  Xn  und  JT«  beziehungsweise  Kugelfunctionen 
der  n^^  und  »i^^**  Ordnung  ausdrücken  sollen,  so  müssen  sie 
den  Differentialgleichungen 


f' 


und 


*)  Memoiren  der  Pariser  Akademie  aus  dem  Jahre  1782,  S.  163; 
siehe  Heine  Eugelf.  S.  264.  —  M^canique  Celeste.  Tome  IL,  p.  31,  siehe 
Dirichlet  in  Crelle's  Journale  Bd.  17. 
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Genüge  leisten.  Multiplieiren  wir  nun  die  erste  derselben  durch 
V,nd&  d<py  und  integriren  wir  in  Bezug  auf  -9*  und  q)  zwischen 
den  oben  erwähnten  Grenzen  ^  so  kommt 

Die  theilweise  Integration  aber  zeigt  jetzt;  dass 

3»r^^[.^n»^\^F„su.»  .J-J  sm^^^  ^a*, 

also,  weil  Xn  und  F«  ganze  Functionen  der  trigonometrischen 
Functionen  sin  und  cos  darstellen  und  demnach  stetig  sind, 
ja  selbst  continuirliche  Differentialquotienten  besitzen, 

Ferner  hat  man 
sonach 

2n  in 


/'     a«x„  Cdr^^dx^ 


weil  für  irgend  ein  Vielfaches  von  2%  die  goniometrischen 
Functionen  sin  und  cos  und  demnach  auch  das  Product  der 

Grossen  Ymj  -ö—^  unverändert  bleiben.  Nun  ändert  sich  äugen- 

scheinUch  jedes  dieser  neu  gewonnenen  Integrale  nicht;  wenn 
man  die  Functionen  Y^  und  Xn  mit  einander  vertauscht.  Da 
aber  einer  solchen  Verwechselung  von  jT«  mit  Xn  eine  Mul- 
tiplication  der  zweiten  von  den  obigen  Differentialgleichungen 
durch  Xnd^d^  und  nachherige  Integration  zwischen  den 
Grenzen  '9'  =  0,  -ö*  =  sr  und  g)  =  0;  g)  =  2ä  entspricht;  so 
muss  auch  die  Beziehung  bestehen 

n  (n  + 1) // X.  F„,  sin -ö-a-^a  9>  =  w  (w  + 1  )j7Xi  F«  sin -Ö-a-ö-a  9 ; 


—    415    — 

d.  g.   wegen  der  Uugleichheit  der  beiden  ganzen  Zahlen  m 
und  n 

in 


fi 


0    0 

§.  128, 
Beweis  der  Dirichlefschen  Yorm^l  jdx j  (p{x,y)dy^jdyf(p{x^y)dx. 

Die  Umkehrung  der  Integrationsordnung  bei  Doppelinte- 
gralen stützt  sich  unsern  frühern  Betrachtungen  zufolge  wesent- 
lich auf  die  Voraussetzung  constanter  Integrationsgrenzen. 
Sind  also  dieselben  von  den  Veränderlichen  abhängig;  so  ist 
auch  im  Allgemeinen  die  einmal  vorgeschriebene  Ordnung  der 
Integrationen  nicht  mehr  nach  Belieben  abzuändern.  Von 
grossem  Interesse  und  für  das  Folgende  sehr  wichtig  ist  nun 
aber  die  Bemerkung  Dirichlet'S;  dass  eine  Umkehrung  der 
Integrationsordnung  immer  gestattet  ist;  wenn  das  Doppel- 
integral eine  der  Formen  besitzt 

/x  a  a 

dxj<p{x,  y)  dy,    fdyj(p{x,  y)  dx, 

0         0  0        y 

in  denen  a  eine  Constante  bezeichnet;  denn  in  einem  Falle 
dieser  Art  gilt  die  Gleichung 

a  ae  fit? 

Jdxjfp{x,  y)  dy  =^JdyJq>{x,  y)  dx, 

0         0  0         y 

Von  ihrer  Richtigkeit  überzeugt  man  sich  sofort;  wenn  man 
die  beiden  Integrale  räumlich  deutet. 

Bezeichnen  nämlich  x,  y,  q){x,  y)  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  Punktes  irgend  einer  Oberfläche;  so  lässt 
sich  der  Inhalt  des  Raumes ;  welcher  von  der  Oberfläche;  der 
a;^-Ebene  und  von  den  drei  zu  dieser  winkelrechten  Ebenen 
a;  =  ö,  y  =  0;  y  =  x  begrenzt  wird,  durch  jede  der  obigen 
Integralformen  ausdrücken.  Denn  zerlegt  man  diesen  Raum 
parallel  mit  der  a;;s-Ebene  in  unendlich  dünne  Schichten,  so 

wird  der  Inhalt  irgend  einer  von  ihnen  durch  dy  fg){x,  y)dx^ 

y 

also  das  ganze  Volumen  durch  das  Integral 

fdyf<p{x,y)dx 

0         y 


' 
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vorgestellt.  Zerschneidet  man  dagegen  den  körperlichen  Ranm 
in    Elementarschichten    parallel    zur   ^z-Ebene,    so    drückt 

dxj<p(x,t/)dy  den  Inhalt  irgend  eines  Elementarschnittes 

0 

aus;   die  Summe  aller  Schichten  wird  sonach  jetzt  durch  das 
Integral 

^dxj<p{x,y)  dy 

reprasentirt. 

Die  Zuhülfenahme  eines  körperlichen  Baumes  beim  Be- 
weise der  Dirichlef  sehen  Formel  ist  jedoch  nicht  einmal  nothig ; 

Fig.  lt. 


man  kann  sich  vielmehr  mit  Heine*)  auf  das  Gebiet  der  Ebene 
beschränken  und  diese  in  jedem.  Punkte  mit  einem  Factor 
g>(Xyy)  behaftet,  der  bei  Voraussetzung  einer  materiellen 
Ebene  z.  B.  die  Dichtigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  be- 
zeichnen würde ;  sich  vorstellen.  Zerfällt  man  nun  das  gleich- 
schenklige rechtwinklige  Dreieck  ABC  —  die  Projection  des 
Oberflächenstückes  FDE  auf  die  xy-Ehene  — ,  dessen  Eck- 
punkte die   (Koordinaten  a;«=0,  ys=sO;  a;  =  a,  y  =  0  und 


*)  Kugelfunctionen,  S.  268.    Man  vergl.  auch  die  später  folgende 
Darstellung  der  geometrischen  Bedeutung  der  Doppelintegrale. 
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X  =^  a ,  y  =  a  besitzen,  durch  Parallelen  zur  x-  und  j^-Achse 

fr 

in  unendlich  kleine  Rechtecke;   so  wird  f(p{x,y)  dx  irgend 


y 


einen  Parallelstreifen  zur  Achse  der  Xy  also  J  dy  J  ip{Xy  y)  dx 

0         y 
den  Inbegriff  aller  im  Dreiecke  befindlichen  Elemente^  d.  h. 

bei  Annahme  einer  materiellen  Ebene  die  Masse  des  Dreieckes 
darstellen.    Das  Integral  f  <p{x,  y)  dy  hingegen  liefert  einen 

0 

mit  der  y-Achse  parallelen  Streifen  und  demnach 

JdxJ  q>{xyy)dy 

0  0 

ebenfalls  die  Masse  des  Dreieckes. 


§.  129. 


in 


Snmmatlon  der  Reihe  ^  ^{2n+\)  j  d»'  sin  »'  j  d(p'Pjf{»\q>') 


n=0  Q  0 


1.  Fall.   9  =  0. 

Nachdem  wir  uns  in  dem  Vorhergehenden  die  für  das 
Verständniss  der  jetzt  folgenden  Untersuchungen  nöthigen 
Vorkenntnisse  erworben  haben ,  gehen  wir  nunmehr  zu  unserm 
eigentlichen  Ziele,  zur  Summation  der  unendlichen  Reihe  über, 
deren  allgemeines  Glied  JT«  die  Form 

n  2ä 

Ä„  =  -^  (2w  +  1)  j'd^'  sin  -&•'  fdip' .  />„  .  /C^',  9)') 

0  0 

besitzt.  Die  Grosse  P„  stellt  dabei  bekanntlich  unsern  obigen 
Coefficienten  von  a"  in  der  Entwicklung  des  Radicals 

[1  —  2a  (cos  -0"  cos  d-'  +  sin  d'  sin  <9''  cos  (q)'  —  g)))  +  «*] 

nach  steigenden  Potenzen  von  et  vor,  und  /"(-ö-',  <p)  bedeutet 
eine  zwischen  den  Grenzen  ^'=0,  '0''=jr  und  (p'=0,  q)'=2jt 
willkürlich  gegebene,  aber  innerhalb  derselben  niemals  un- 
endlich werdende  Function  von  d^'  und  9';  die  ganze  Zahl  n 
endlich  beginnt  mit  n  ==  0. 

Da  die  Grossen  ^'  und  (p  von  d"  und  (p  unabhängig  sind, 

MicYRBf  bestimmte  Integrale.    '  27 
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so  drückt  offenbar  Xn  eine  Kugelfunction  n^*"^  Ordnung  aus; 
unsere  Aufgabe  besteht  demnach  in  der  Beantwortung  der 
Frage,  ob  die  unendliche,  aus  den  Kugelfunctionen  ^Q,^,,-ir2>  — 
gebildete  Reihe  convergirt,  und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  wel- 
chen Werth  ihre  Summe  alsdann  besitzt. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  werden  wir  einen  ähn- 
lichen Gedankengang  innehalten,  wie  wir  ihn  bei  der  Theorie 
der  Fourier'schen  Reihen  in  Anwendung  brachten,  wir  denken 
uns  also  zunächst  die  Reihe  als  eine  endliche,  als  aus  ihren 
n  -j-  1  ersten  Gliedern  bestehend,  drücken  deren  Summe  durch 
ein  bestimmtes  Integral  aus  und  sehen  nun  nach,  welchem 
Grenzwerthe  dieses  bei  ohne  Aufhören  wachsendem  n  zustrebt. 
Die  hierauf  bezüglichen  Entwicklungen  vereinfachen  sich  in- 
dess  nicht  wenig,  wenn  wir  vorerst  auf  den  besondem  Fall 
^  =  0  uns  beschränken.  Denn  erstens  wird  dadurch  Pn  nur 
von  cos  y  ===  cos  -ö*'  abhängig  und  tritt  sonach  vor  das  Integral 
nach  (p\  was,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  von  grossem 
Yortheil  für  die  Ausführung  der  Rechnung  ist,  und  zweitens 
lässt  sich  der  allgemeinere  Fall  mit  Leichtigkeit  auf  den  an- 
gezeigten zurückführen. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  halber 

0 

und  schreiben  wir  y  statt  des  Buchstabens  '9'',  so  verwandelt 
sich  Xn  in 

^(2n  +1)  I  dy  sin  y  i>,(cos  y)  j  d(p'f{y,  <p') 


0  0 


=  2«+l 
2 


I  dy  sin  yP„  (cos  y)  F{y), 


und  für  die  Summe  S  der  w  +  1  ersten  Glieder  unserer  Reihe 
X^^  -j-  ^,  +  JT^  4"  •  •  •  ergiebt  sich  der  Ausdruck 

S  =  \fdy  sin  y  F{y)  [P,  +  ZP,+bP^  +  ...  +  (2n+l)/>.]. 

0 

OflFenbar  lässt  sich  derselbe  als  eine  Combination  der  beiden 
Reihen 
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T=^fdy  sin  y  F(y)  [/>„  +  />,  +  y>,  +  />3  +  ...  +  /•„] 

0 

und 

U  =  fdr  sin  y  ^(y)  [/>,  +  2y>,  +  SP,  +  .  .  .  +  n  i>,] 

0 

auffassen;  welche  ihrerseits  wieder  mittelst  der  früher  gefun- 
denen Dirichlet'schen  Integrale  für  die  P  ohne  grosse  Mühe 
in  die  für  unsern  Zweck  geeigneten  Integralformen  sich  um- 
setzen lassen. 

Betrachten  wir  nämlich  zuvörderst  die  erste  Reihe ,  so 
entspringt  mit  Benutzung  der  Gleichung 

r  « 

",/   ^^2(008^— cosy)  *^  >^2(cosy— cos-v») 

0  r 

die  Beziehung 

U  0 

+  -/*-- _''"^_^^^-^[l  +  2cos^+2cos2^+...+2cosw^]|, 


d.h.  wegen  l+2cos^-f-2cos2^+...  +  2cosfi^=- 


8in(2»i+l)| 


Bin  — 
2 


r  r      /•Bin(2«  +  l)|co8|rfi/. 

^=2 « /  ^y  ^^'^  y  ^w    /  rvv--^--  - 

0  0 


/BÜl  [2  » 


+  l)|8ü.|d 


^2  (COB  y  —  COB  ^) 

y 
Daraus  aber  fliesst  mit  Rücksicht  auf  die  Dirichlet'sche  Formel 

n  X  an 

j  dxj  ip{Xj  y)  dy  =y  dy  J  <p(x,  y)  dx 
sogleich  weiter  y  dass 

27* 
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ft  n 

/  sin^  /  ^^25(cos^— cosy) 

0  V' 

/*      sin  (2n  +  1)  ^  .     /*    .        r»/  x  j 

/  sin'^  V  i^^'^icosy  — cQs^) 

0  0 

ist,  also  in  der  Form 


n 


.       r     8in(2«  +  l)| 

0 

dargestellt  werden  kann,  wenn  man  zur  Abkürzung 
il  W  =  cos  I  /^^.y=£M-rfy+sin|  L-i'^m-^dv 

J  r  2{cosi^— cosy)  ^  J  r2(c08y  — cosV^) 

V  0 

schreibt.     Nennt  man  nun   M  den  absolut  grössten  Werth, 

welchen  die  Function  F{y)  innerhalb  des  Intervalls  von  y=0 

bis  y  =  ;r  annimmt,   so  ist  offenbar  der  numerische  Werth 

des  Integrales 

J   y2  (cos  ^  —  cos  y) 
u 

kleiner,  als  der  des  Integrales 

J  )K2(cosi^  —  cosyj' 

0 

also  um  so  mehr  kleiner,  als  der  Zahlenwerth  des  Integrales 
M  f--^M?=^  =  f  r2  /2  (cos  ^  -  cos  y)  ] 

J  K2lcos^— cosy)  2  L    '^       ^        ^  ^^J 

V  V' 


=  3f  }/2  (cos  il;-{-  \)  =  2  M  cos^ip. 
Das  Integral 

/siny  ^Xy)  ''^y 
K2(cosy  —  cosi^) 
u 
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dagegen  ist  seinem  Zahlenwerthe  nach  kleiner^  als  das  Integral 

J  V'i  (cos  y  —  cos  ^) 


0 


= -^  —  I  [2 (cos y  — cos ^)]    *rf[2(cosy  —  cos^)]  =  2il!/sin|. 

0 

Fa^st  man  Beides  zusammen;  so  scbliesst  man  unmittelbar^ 
dass  die  Function  /7(^)  zu  den  endlichen  Grössen  gehört. 
Substituirt  man  daher  in  dem  Integrale  für  T  statt  ^  die 
Veränderh'che  2^^^  so  muss  sich  das  Integral 


71 

2«       J  sin-^  \    ^^ 


dem  in  §.  86.   bewiesenen  Dirichlet'schen  Theoreme  zufolge 
mit  unendlich  werdendem  n  der  Grenze  ^  /7(0)  nähern^  d.  h. 

lim  r=  i  f^^'{S  =  ^  /"^(y)  ^"^  i  ^  ^^- 

J   ^  2  (1  —  cos  y)  J 


§.   130. 
Fortsetzung. 

In  ähnlicher  Weise  wie   vorhin  behandeln  wir  jetzt  die 
Reihe 

U  =  ^dy  sin  y  /-(y)  [/>,  +  2  7>2  +3  i>3  +  .  .  .  +  w  />„], 

indem  wir  hier  statt  der  P  die  mittelst  der  Gleichung 

y   .  n 

j^  2     /•   sin  n  1^  sin  ^ -^      ,       ,     2    /'sin  »^  cos  ^  ^  rfi/» 

Fn  ==   —     I    ,7^  --     ^"-= — ::^^   " 'k   H I    77 -^^-' '—=^ 

^J   f^2  (cos  ^  —  co*y)  ^J   ^^2  (cos  y  —  cos '^) 

ZU  bildeuden  Integral  ausdrücke  substituiren  und  die  Ordnung 
der  einzelnen  Integrationen  wieder  vermöge  der  Dirichlet- 
schen  Formel  umkehren.     Da  nun  allgemein 

n  y .  . 

sin  ntp  sin  \  tp  d'tp 


2     /•  ,       .  y^/  V    /  sin  nip  ßii 
I  dysmy  F(y)  1  --    i — 

""J  y  ^'2(cos^ 


cosy) 


I  JV'  Sin  «^  Sin  4  ^   I  -, — ^-  "^^.v 

'^  J  J   r  2(008-^ —cosy) 

0  v 
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und 


C08t^) 


rt  tl 

'^     /'w      *•         r»/   \    /'sin  M  V' COS  ^  V» 

I  dy  smy  F(y)  1  -       ^    -^  \ 
^J  J  r2(cosy-coi 

0  y 

^J  J  ^'2(C08y--( 


F{y)dy 
cos^) 

0  0 

ist;  ao  folgt,  wenn  man  w  =  1,  2,  .  .  . ,  n  setzt  und  die  Bil- 
dung der  Reihe  U  beachtet,  dass 

1   II  t\ 


COS'^) 


X 


•     \    ,     r  »in  y  /"(y)  rfy   1 

^    ^^2(008-^  -  C08y)J 

sein  muss.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  bequemer  schreiben^ 
wenn  man  die  Grosse  innerhalb  der  Klammer  ^(^)  nennt, 
man  gewinnt  so  die  einfache  Form 

U=^^   f  0{tl^)  .n  sin  n^  dtl;. 

1    n 


0 

Indem    man    nun    weiter   beachtet,    dass    n  sin  n^  diff  mit 

d  cos  H  ^ 

1 


~T£    ^^'  ^^^^  "^  n  sin  n^  mit 


a  2;  cos  n^  sin  (2  «  +  1)  ^ 

__  '^  d  cos  n;^ 1 —  I    ^      —  _  ''^ 

gleichbedeutend  ist,  hat  man  auch 


n 


8in(2«+l)| 
8in- 

0 


Gelänge  es  uns  aber  jetzt  darzuthun,  dass 

P.    dieses   Integral   der   partiellen  Integration   unter- 
worfen, somit 
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U=- 

n 


n 
I  Hin  r>»  _L  1\  !^ 


sin  (2  «  +  1)  I 


Bin;^ 


'     na*    diif  .    '0 


0 


gesetzt  werden  darf,  dass 

2®.  der  vom  Integralzeichen  befreite  Ausdruck  mit  Null 
zusammenfallt  und  dass  endlich 

3®.  0'(ff))  s=  ,.>p~  höchstens  nur  für  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Werthen  für  0  innerhalb  des  Intervalles  (0,  jr) 
unendlich  wird,  wälirend  f  &{^)  dip  fortwährend  von  ^  =  0 

Ü 

bis  ^  =  jr  endlich  und  stetig  bleibt:  so  würde  uns  offenbar 
auch  hier  das  oben  benutzte  Dirichlet'sche  Theorem  das  Mittel 
zur  Auffindung  des  Grenzwerthes  von  U  für  ein  ohne  Auf- 
hören wachsendes  n  bieten.*) 

Diesen  Nachweis  nun  können  wir  liefern.  Denn  da  zu- 
nächst die  vorhin  definirte  Function  §  (?/;)  die  nämlichen  Inte- 
gi-ale  enthält,  von  welchen  auch  die  Function  77  (^)  abhängt,  so 
gehört  sie  wie  diese  zu  den  endlichen  Functionen,  und  ausser- 
dem ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  sie  für  ^  =  0  und 
^  =  jt  verschwindet.  Eine  stetige  Function  von  tp  aber  wird 
ferner  S(tli)  sein,  wenn  die  Differenz  @(^-j-£)  —  S{t)  i"it 
dem  ins  unendliche  abnehmenden  positiven  s  ebenfalls  der 
Null  sich  nähert,  d.  h.  wenn  sowohl 

liraf  f    -  ^"^  ^  ^^^^  ^^-    —  —   /*--^igy  ^'(y^^y  1  ==o 

Lt/  V'^  (cos  y  —  cos  (iff  +  sjj         J  V'Z  (cos  y  —  cos  tp)] 
0  0 

als  auch 

lim  r    r  siny^^(y)  dy       _   _     /'     sin y  F(y)  dy      1  ^  ^ 

Lc/   y^-^  (cos  (-V^  -f  c)  —  cos  y)         J  V'I  (cos  tp  —  cos  y)J 

Statt  findet. 

Zum  Nachweise  der  Richtigkeit  dieser  Grenzgleichuugen 
genügt  die  Betrachtung  des  ersten  Falles,  weil  für  den  andern 
dasselbe  Schlussverfahren  anwendbar  bleibt-,  wir  beschränken 
daher  unsere  Erörterung  auf  diesen  Fall. 

*)  Vergl.  §.  88. 
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Schreiben    wir    nun    die  vorkommende  Differenz,  in  der 
Form 

-  f^ny)äy  l  \  ^^°y -  _-.-.  -gyy-     _  1 

J  L'^2(cosy  —  C081/;)  V2  [cosy  —  C08  (^  +  s)]j 

F(y)  sin  y  rfy 


V: 


K2  [cos  y  —  coß  (^ + e)] ' 

SO  ergiebt  sich  sofort,  dass  in  dem  ersten  dieser  Integrale 
der  Factor  von  Fiy)  stets  positiv  bleibt,  wenn  y  von  0  bis  ^ 
sich  bewegt.  Ist  mithin  wieder  M  der  absolut  grösste  Werth, 
welchen  F{y)  innerhalb  des  Intervalles  (0,  ä)  erwirbt;  so 
muss  numerisch  dies  erste  Integral  kleiner,  als 

M  I  L7 —  ■---  —  -^- ^  1  sin  y  dy 

J    Lr  2(C08  y  —  COS  V^)         Yt  [COB  y  —  COS  ('^+6)1  J 
0 

/ 

V 

=  —  M  1^2  (cos  y  — qps  V')  —  ^2  [cos  y  —  cos  (tp  +  6)]| 

0 

=  2  iV  [sin  i  V'  -  sin  i  (^  +  a)  +  j/sin  ^  b  sin  (^+1)] 

sein.  Mit  abnehmendem  b  aber  nähert  sich  dieser  Ausdruck 
der  Null,   und   demnach  ist  das  Integral  von  0  bis  ii>  stetig. 

Die  Grösse    -^-_      -  ^        _  ..  ändert  ferner  ihr  Zeichen 

K2  (cos  y  —  COS  (^  +  e)) 
nicht  zwischen  den  unendlich  nahe  liegenden  Grenzen  f^  und 
^  -f-  £,  mithin  wird   auch  das  zweite  der  Integrale  in  der 
oben  erwähnten  Differenz  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen 
unter 

M  (-- -    -'°y^-_  .^  =  -M r/2 [cosy- cos (vr+l)il 


=  2if/sin|sin^^+|) 


liegen,  ist  also  ebenfalls  eine  continuirliche  Function  von  il^. 
Aus  Beidem  zusammengenommen  ergiebt  sich  daher  der 
Satz,  dass  eine  uneudlich  kleine  Zunahme  von  ^  einen  eben 
solchen  Zuwachs  des  Integrales 


J 
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F(y)  sin  y  </y 


)K2(cosy  —  coö^) 

Ü 

zur  Folge  hat^  und  dass  somit  dieses  Integral  eine  stetige 
Function  von  rj;  ist. 

Da  nun  —  wie  schon  angedeutet  —  derselbe  Gedanken- 
gang auf  das  Integral 

*     F(y)  sin  y  rfy 
y2  (cos  ijj  —  cos  y) 

Anwendung  findet  und  dieses  dadurch  gleichfalls  als  stetige 
Function  von  ip  sich  zu  erkennen  giebt;  so  muss  auch  die 
Function  ®(^)  die  Eigenschaft  der  Continuiiät  besitzen.*) 
Daraus  aber  fliesst  leicht  weiter ;  dass  das  Integral 

8in| 

niemals  sinnlos  wird^  selbst  dann  nicht;  wenn  S'{tp)  für  ge- 
wisse Werthe  von  ^  innerhalb  des  Intervalles  (0,  tc)  durch 
das  Unendliche  geht. 

Sei  nämlich  ^|  ein  solcher  besonderer  Werth  von  ^^  so 
wird;  wenn  man  diese  kritische  Stelle  von  der  Betrachtung 
vorläufig  ausschliesst;  also  das  singulare  Integral 

8in(2«+l)| 

^w ^-^* 

sin- 

bildet;  in  welchem  d  und  £  unendlich  klein  werdende  Grössen 
von  demselben  Vorzeichen  bedeuten  sollen;  dieses  mit  unauf- 
hörlich abnehmendem  Ö  und  s  der  Null  sich  nähern.  Denn 
man  kann  die  Grössen  d  und  s  so  klein  wählen,  dass  &\tl^) 
zwischen  den  Grenzen  ^,  +  ^  und  V'i  +  *  niemals  das  Zei- 
chen wechselt  und  dass  somit  dem  Maximum-Minimum-Satze 
zufolge 

*)  Das  Gleiche  gilt  übrigens  auch  von  der  Function  i7('^),  doch 
ist  für  die  vorliegende  Untersuchung  diese  Eigenschaft  von  11  (ip)  un- 
wesentlich. 
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in(2n  +  l)|  r 

gesetzt  werden  darf.  Wegen  der  Endlichkeit  von  R  und  der 
Stetigkeit  der  Function  ®(^)  aber  unterscheidet  sich  dieser 
Ausdruck  zuletzt  von  Null  um  weniger,  als  ein  beliebig  klei- 
nes Quantum;  das  Integral 

n 

8in('2«  +  l)| 

W  — nr^  ^^ 

sin- 

0 

wird  daher  für  ^  =  ^,  nicht  sinnlos. 

Ein  ünendlichwerden  von  ©'(V^)  aber  muss  jedesmal  ein- 
treten, wenn  die  stets  endlich  bleibende  Function  F{y)  für 
besondere  Werthe  von  ^  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  er- 
leidet, was  offenbar  geschehen  kann,  weil  /(-ö-',  g)')  innerhalb 
des  für  sie  vorgeschriebenen  Intervalles  endliche  Sprünge 
machen  darf.  Man  überzeugt  sich  —  wie  mir  scheint  —  von 
dieser  Eigenschaft  der  Function  ®\i))  sogleich,  wenn  man 
beachtet,  dass  wenigstens  die  eine  von  den  Derivirten  der 
beiden  Integrale 

s  =  f    ^ly\"'gy^y  _,  und  r  =  r  J^^'d^^i^v  __ 

J  V  2  (coß  y  —  coB'tp)  J  V^  (cos  tft  —  cos  y)' 

ß  V 

also,  wenn  s  eine  positive  der  Null  sich  nähernde  Grosse 
bezeichnet,  mindestens  der  eine  der  Grenzwerthe  von 

I  F(y)  sin  y  dy    --, *- — -  —  ,>- ^^.--.-z^  _ 

^J  Lr2(cos  y  —  cos  ^)  f^2[coßy— co8(v»+«)]J 

0 

F(y)  Bin  y  dy 


+^/i 


J^2[co8y  — cos  ('V»+«)] 

und 

n 


I   sin  y  F(y)  dy  \  ■,-..-.  ^i^^  _r=:T-^  —  -^_^  ^^^    ^  r^~^-- 1 
«  J  v/^/     /   LK2[cos(^-fc)  — cosy]  V  2  (cos  xf}  —  c08  y)J 


tH-9 

'  F(y)  sin  y  dy 


V^ 


K27CO8  i'tff+f)  —  cosy] 


-  — ^  sm  -     —  - 

2  2 
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für  eineu  solchen  besondern  Werth  von  ^  unendlich  werden 
muss. 

In  der  That,  nehmen  wir  an^  dass  für  den  zwischen  0 
und  ^  befindlichen  Werth  ^  =  ^,  die  Function  F{y)  eine 
endliche  Discontinuität 'erleidet^  sonst  aber  stetig  ist;  so  ha- 
ben wir  blpss  das  Integral  s  einer  nähern  Betrachtung  zu 
unterwerfen.  Zerlegen  wir  nun  unsem  Principien  zufolge 
das  Integral  von  0  bis  ^  in  zwei  andere  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  1/;,,  ^,  und  ^;  so  wird,  wenn  wir  J/,  Af^  und  M^ 
die  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  der  Function  F(y) 
innerhalb  der  Intervalle  (0,  ^j),  {^,,  ^),  (^;  ^  +  «)  befind- 
lichen Factoren  von  bekannter  Bedeutung  nennen,  das  Inte- 
gral s  mit 

^2M  [sin  f  -  sin  ^  (^,  +  .)  -f  j/sin  -|  sin^t^',  +  -0] 
^2M,  [j/^l-  8in(^  +  f)  +  //sin^ 

-  j/sin i(V;,+V'+^)  sinKV'-V'i+f)]+2i»/2j/8in|sin^^+^) 

gleichbedeutend.  Und  daher  wächst,  wie  man  sieht,  das  Yer- 
hältniss  dieser  Grösse  zu  e  mit  abnehmendem  b  über  jede 
Grenze  hinaus. 

Da  den  vorhin  gepflogenen  Betrachtungen  zufolge  die 
partielle  Integration  des  Integrales  U  nicht  auf  Ungereimt- 
heiten führt  und  da  ausserdem  jene  Bedingungen  sämmtlich 
erfüllt  sind,  welche  die  Anwendung  des  hier  in  Frage  kom- 
menden Dirichlet'schen  Theoremes  gestatten;  so  muss  mit 
unaufhörlich  wachsendem  n  ^  Integral  U  den  Grenzwerth 
0'  (0)  darbieten.  Zur  endgültigen  Erledigung  unserer  jetzigen 
Aufgabe  ist  daher  nur  noch  die  Bestimmung  des  Werthes 
von  ©'(0)  erforderlich,  und  hierzu  dient  folgender  Gedanken- 
gang. 

Nennen   wir  die  beiden  in  ©(^)    enthaltenen  Integrale 

für  den  Augenblick  wieder  r  und  $,  setzen  wir  also 

'  S  (i^)  =  —  r  sin  4^  ^  +  5  cos  ^  ^, 
so  entspringt 

&(t)  =  —  i  r  cos  i  ^  — ^  sin  4^  —  sin  i  ^  g-^  -f  cos  ^  ^  ^''^. 
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Nun  ist  augenscheinlich  für  ^  =  0 


J   K2(l  — COsy)  J 


0  ü 

« 

und  demnach  wird  &{0)  mit 

-^-^-i  j^ir)  COS  ^ydy 

identisch,  ivenn  -   -  und  -r^  für  ^=0  endlich  bleiben.     Dies 

'  dtp  diff 

aber  ist  wirklich  der  Fall.    Denn  da  offenbar  für  i^  =  0  3— 

dtf} 

die  Grenze  bedeutet,  welcher  das  Integral 


1     /*    F(y)  Bin  y  dy 
*  J  J^(coBy  —  COB  ej 


0 

mit  unendlich  klein  werdendem,  positivem  £  sich  nähert,  die 
Function  77--  -  —~^- =  aber  innerhalb  des  Intervalls  (0,  e) 

V  2  (cos  y  —  cos  b) 

niemals  das  Zeichen  wechselt;  so  ist  dem  Maximum- Minimum- 
Satze  gemäss 

•  « 

1     r      /(y)8inyrfy         M    T  sin  y  rfy 

^  tJ  y^  iCOß  y  —  cos  f )  *  ,/  K^^cos  y  — 


cos  c) 

0  ü 


« 


=  —  M  r^^  (<^Q»  y  —  ^Q»  ^)1  =  2  M  "°^  ^ 

0 

und  demnach  (  j^\    endlich.     Nähert  sich  aber  e  der  Null, 

so  fallen  das  Maximum  und  Minimum,  sowie  der  Mittelwerth 
AI  der  Function  F{y)  innerhalb  des  Intervalles  (0,  S)  ersicht- 
lich mit  F{0)  zusammen,  so  dass  also  für  ^  =  0  die  Be- 
ziehung gilt 

ds 


d'tfj 


=  ^(0). 


In  ganz  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  fer- 
ner ,   dass  auch  -r-^  für  ^  =  0  zu  den  endlichen  Grössen  ire- 

'  diff  ^ 


—    429    — 

hört;  die  Angabe  des  Werthes  (;.^)  selbst  ist  nicht  er- 
forderlich. 

Das  Resultat  unserer  Betrachtung  spricht  sich  daher  in 
der  Gleichung  aus 

0'(O)  =  F(0)  -  ^fpiy)  cos  i  y  rfy, 

U 

und  folglich  ist  auch  für  ein  ohne  Aufhören  wachsendes  n 
lim  U  =  F(0)  —  ^fF{y)  cos  ^  y  dy. 

0 

Nun  fanden  wir  oben,  dass  der  Grenzwerth  von  T  dem  Inte- 

n 

grale  ^  f  F{y)  cos  ^  y  dy  gleich  war,  mithin  gilt  für  w  =  cx) 

die  Gleichung 

lim  S  =  lim  (r  +  ^  =  F{0), 

d.  h.,  weil  F{9')  =  2li  /*/•(*',  9')  ^9% 

U 

Hierdurch  also  ist  bewiesen,  dass  die  unendliche  Reihe 
R  =^-^  (ßn  +  1)  j  d»'  sin  ^'  jdq>'  P„  /(d',  9'); 

in  welcher  P»  eine  nur  von  cos  y  =  cos  -d-'  abhängige  ratio- 
nale,  ganze  Function  bezeichnet  und  in  der  die  Function 
/"(-d"',  9')  stets  endlich  bleibt'  immer  convergirt  und  das 
Integral 

^fnO,q>')dq>' 


2 

~o 


zur  Summe  besitzt.  Man  nennt  dies  Integral  den  mitt- 
leren Werth  der  Function  /"(O,  9?'),  indem  man  überhaupt 
unter  dem  mittleren  Werthe  einer  Function  %  it),  wo  ^  zwi- 
schen 0  und  27C  liegt,  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Ordi- 

naten  xio)?  ^(v)'  ^(^)'  '  "'  ^^^^^  ^^^  "  ^"^  versteht, 
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in 


1       /* 

dieses  aber  mit  dem  Integrale  -       I  x{t)  ^^  zusammenfällt. 

OflFenbar  wird  der  mittlere  Werth  von  /"(O,  tp')  mit  /(O,  (p') 
identisch,  wenn  /((),  9')  unabhängig  von  9?'  ist. 

§.  131. 
2*  Fall.    <a-  ist  von  Null  verschieden. 

Wenn  man  das  im  Vorhergehenden  gefundene  Resultat 
geometrisch  deutet,  so  llisst  sich  hierauf  gestßtzt  ohne  jed- 
wede Rechnung  die  Convergenz  der  Reihe 


00  Ä  2ir 


^^  (2«  +  i)J'd»'  sin  »'J'dq>'  P„f{»',  9,0 

®  0  Ü 

auch  in  dem  allgemeinen  Falle  erkennen,  in  welchem  P„{co8y) 
eine  ganze  Function  von  cos  ^,  sin  d"  cos  9  und  sin  0*  sin  q> 
ausdrückt. 

Zu  dem  Behufe  denke  man  sich  mit  einem  Halbmesser 
s=  1  eine  Kugelfläche  beschrieben.  Auf  dieser  erwähle  man 
einen  festen  Punkt  A  und  lege  durch  diesen  einen  nur  nach 
einer  Richtung  hin  verlängerten  Bogen  eines  grossten  Krei- 
ses. Alsdann  wird  offenbar  die  Lage  jedes  andern  Punktes  S 
der  Kugel  voUsiUndig  bestimmt  sein,  wenn  man  nicht  bloss 
den  flauptkreisbogen  A  S  =  d^',  der  von  0  bis  tc  gehen  soll, 
sondern  auch  den  sphärischen  Winkel  q)'  kennt,  den  dieser 
Bogen  A  S  mit  dem  festen  Bogen  einschliesst  und  dem  man 
alle  Werthe  von  ^'  =  0  bis  9?'  =  2ä  beizulegen  hat.  Es 
ist  ferner  unmittelbar  ersichtlich,  dass  in  Bezug  auf  dieses 
sphärische  Polarcoordinatensystem  das  Element  der  Kugel- 
fläche durch  sin  -9*'  dd^'  d<p'  ausgedrückt  wird  und  dass,  wenn 
die  Function  /(d^',  9?')  für  alle  Punkte  der  Oberfläche 
gegeben  ist, 

in 

das  Mittel  aus  allen  Werthen  f{d'',  q)')  darstellt,  welche  auf 
einen  mit  dem    sphärischen  Radius  d^'    aus  A   beschriebenen 
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Parallelkreis  sich  beziehen.  Betrachtet  man  die  Oberfläche 
als  materiell^  also  /"(O-',  tp)  als  Dichtigkeit  in  den  verschie- 
denen Punkten  derselben  ^  so  ist  F(%'*)  die  mittlere  Dichtig- 
keit eines  solchen  Parallelschnittes.  Hängt  demnach  für 
%r'  =  Q  die  Grösse  /*(•&',  fp)  von  €p  nicht  ab,  so  kann  man 
sagen,  dass  die  Summe  der  Reihe  R  die  Dichtigkeit  im  Ur- 
sprünge A  unseres  Coordinatensystems  ausdrückt.  Bleibt  hin- 
gegen für  •&'  =  0  die  Grösse  f{%^j  q/)  eine  Function  von  (p\ 
existiren  mithin  im  Punkte  A  unendlich  viele  Werthe  von 
fi^'f9)'i  so  ^ird  man  behaupten  dürfen,  dass  die  Summe 
der  Reihe  R  das  Mittel  aus  allen  Dichtigkeiten  /*(£,  9')  ist, 
Vielehe  auf  einem  um  A  mit  dem  unendlich  kleinen  sphäri- 
schen Radius  £  construirten  Kreise  Statt  finden.  Selbst  in 
dem  vorhin  erörterten  Falle  bleibt  übrigens  diese  Ausdrucks- 
weise  anwendbar. 

Um  nun  von  der  so  eben  gefährten  Betrachtung  ohne 
Mühe  zu  dem  allgemeinen  Falle  fortzuschreiten,  in  welchem 
0-  und  (p  irgend  welche  beziehlich  zwischen  0  und  n,  0  und 
27C  liegenden  Grössen  bedeuten,  genügt  die  aufmerksame  Ver- 
gleichung  des  allgemeinen  Gliedes 

ft  in 

Ä„=^{2n  +  1)   Cd^'  sin  ^'  j^dq/  P„  (cos  y)  r{»%  tp') 

in  dem  Falle  cos  y  =  cos  ^'  mit  dem  allgemeinen 

cos  y  ==  cos  •&'  cos  d'  +  sin  d*'  sin  d'  cos  (9'  —  9). 

In  beiden  Fällen  wird  dasselbe  ausser  dem  Factor   ""^   durch 

4  n 

ein  über  die  Oberfläche  der  Kugel  ausgedehntes  Doppelinte- 
gral dargestellt,  dessen  Element  immer  als  das  Product  zweier 
Factoren  erscheint  Der  eine  von  ihnen,  das  beiden  Fällen 
gemeinsame  Massenelement  sin  d''  f{%'\  tp)  d^'  dfp'j  nämlich 
ist  in  dem  Falle  -ö*  «=  0  mit  Pn  (cos-d*'),  d.  h.  mit  einer  ge- 
wissen Function  der  sphärischen  Distanz  %^  des  Oberflächen- 
elementes vom  Ursprünge  A  unseres  Coordinatensystems  multi- 
plicirt,  während  in  dem  andern  Falle  der  Factor  P«  (cos  y) 
dieselbe  Function  des  Abstandes  y  zweier  Punkte  vorstellt, 
deren  Goordinaten  %'\  q/  und  «d*.,  9  heisseu  und  von  denen 
der  Punkt  («d*,  9)  als  Ursprung  der  sphärischen  Entfernung 
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gilt.  Die  Verschiedenheit  beider  Falle  ist  also  lediglich  durch 
die  Wahl  des  festen  Punktes,  von  welchem  an  die  sphärische 
Entfernung  gerechnet  wird,  bedingt.  Da  nun  die  Conver- 
genz  der  Reihe  B  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  (d,  9)  mit 
dem  Ursprünge  des  Coordinatensystems  zusammenfallt,  be- 
wiesen und  ihre  Summe  bestimmt  ist;  so  folgt  unmittelbar, 
dass  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  die  Reihe  B  convergiren 
und  zur  Summe  das  Mittel  aus  allen  Werthen  von  /"(^'j  q>') 
besitzen  muss»  welche  auf  einem  mit  dem  unendlich  kleinen 
sphärischen  Halbmesser  s  aus  dem  Punkte  {d'y  q))  beschrie- 
benen Kreise  sich  befinden.  Gehört  nun  der  Punkt  («d*,  <p)  nicht 
zu  denen,  um  welche  herum  die  für  die  ganze  Ausdehnung 
der  Kugelfläche  willkürlich  gegebene  B\inction  /('d'',  (p)  zu 
den  discontinuirlichen  zählt,  so  fällt  der  mittlere  Werth 

von  /"(^'j  9?)  mit  der  Function  /"(d,  tp)  zusammen*). 

Zur  nähern  Erläuterung  dieses  Satzes  hat  Dirichlet  ein 
sehr  einfaches  Beispiel  gegeben.  Man  denke  sich  nämlich  auf 
der  Kugelfläche  irgend  ein  sphärisches  Polygon  construirt  und 
setze  voraus,  dasa  die  willkürliche  Function  /'(^',  g?')  für  alle 
im  Innern  dieses  Polygones  befindlichen  Punkte  den  Werth  1 
besitze,  für  alle  ausserhalb  desselben  liegenden  Punkte  da- 
gegen der  Null  gleich  sei.  Der  Factor  /"(-d"',  9')  in  den  Glie- 
dern der  Reihe  B  ist  daher  im  vorliegenden  Falle  durch  die 
Zahl  1  zu  ersetzen  und*  die  doppelte  Integration  bloss  über 
alle  Punkte  innerhalb  des  sphärischen  Polygones  auszudehnen. 
Substituirt  man  nun  in  der  Reihe  B,  deren  Glieder  also  in 
der  angegebenen  Weise  vollständig  bestimmt  sind,  irgend 
welche  Werthe  &•  und  9,  so  wird  augenscheinlich  die  Summe 
der  Reihe  =  1 ,  oder  =  0,  je  nachdem  der  Punkt  {&,  9)  inner- 
halb, oder  ausserhalb  des  Polygons  sich  befindet.  Liegt  da- 
gegen der  Punkt  (-ö",  (p)  auf  dem  Umrisse  des  Polygons,  so 

*)  Die  Fanction  /*(&,  9)  kann  oftenbar  beliebig  viel  Constanten  ent- 
halten, nur  dürfen^  wenn  die  Integrationsbuchstaben  unverändert  bleiben, 
in  jenen  Constanten  die  Grössen  &\  tp'  nicht  vorkommen,  weil  sonst  bei 
der  Integration  nach  ^'  und  tp  gar  leicht  diese  Constanten  als  Functionen 
von  ^'  und  9'  betrachtet  werden  könnten. 
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ist  der  mittlere  Werth  der  Function  /"(d',  tp')  für  alle  Punkte 
der  unendlich  kleinen  um  das  Gentrum  ip,  tp)  construirten 
Kreislinie  ersichtlich  =  ^  und  demnach  auch  die  Summe  der 
Reihe  i^  =  ^.  Dabei  ist  jedoch  stillschweigend  vorausgesetzt^ 
dass  der  Punkt  (-ö*,  9)  nicht  mit  einem  Scheitel  des  Polygons 
zusammenfallt.  Denn  gehört  der  Punkt  (-d-,  q>)  zu  den  Schei- 
teln des  Polygons^  und  bezeichnet  a  den  jedesmaligen  Poly- 
gonwinkel y  SO  ist  bei  der  Bestimmung  des  mittleren  Werthes 
der  Function  f{%'\  9?'),  also  in  dem  Integrale 

Ü 

diese  nur  innerhalb  des  Intervalles  (0,  a)  der  Einheit  gleich 
zu  setzen,  von  9'  ==  c«  bis   q/  =  2%  hingegen  mit  Null  zu 

identificiren.  Die  Summe  der  Reihe  R  ist  demnach  letzt  «=  ^— '. 

§.  132. 

Die  Entwieklnngr  nach  Kagr^lfimetionen  ist  nur  auf  eine 

Art  möglich. 

Die  im  Vorhergehenden  dargestellte  Dirichlet'sche  Theorie 
der  Reihe  R  besitzt  nicht  bloss  in  ihrer  Begründungsweise, 
sondern  auch  in  dem  erzielten  Resultate  eine  grosse  Aehn- 
lichkeit  mit  der  Lehre  von  den  Fourier^schen  Reihen.  Wir 
fanden  damals,  dass  eine  innerhalb  eüies  gewissen  Intervalles 
wiUkürlich  gegebene  Function  immer  in  eine  convergirende 
trigonometrische  Reihe  sich  entwickeln  lässt  und  dass  diese 
Entwicklung  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Durch  einen 
ganz  ähnlichen  Gedankengang  aber  haben  wir  uns  in  dem 
jetzt  vorliegenden  Falle  überzeugt,  dass  eine  stets  endlich 
bleibende,  von  ö*  =  0,  9  =  0  bis  «ö*  =  ;r,  (p=^2%  willkür- 
lich gegebene  Function  /*(d,  tp)  immer  durch  eine  nach  Kugel- 
functionen  fortschreitende  Reihe  darstellbar  ist.  Nur  die  andere 
Frage  ist  bislang  unentschieden  geblieben,  ob  auch  hier  die 
Entwicklung  zu  den  in  sich  völlig  bestimmten  gehört,  d.  h. 
ob  dieselbe  nur  auf  eine  Art  möglich  ist. 

Um  nun  hierüber  Gewissheit  zu  erlangen,  nehmen  wir 
analog  dem  früher  in  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen 

MXTBB,  bestimmte  Integrale.  28 
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befolgten  Gedankengange  auch  hier  vorerst  an^  die  Function 
f{d'y  g))  lasse  sich  zwischen  den  oben  definirten  Grenzen  auf 
zweifache  Weise  nach  Kugelfunctionen  entwickeln,  d.  h.  es 
sei  einerseits 

/(^,  9?)  =  2:  n 

und  anderseits 

wo  die  y  und  Z  Ausdrücke  derselben  Art  vorstellen.  Bildet 
man  alsdann  aus  den  beiden  convergenten  Reihen  2]  F^  und 
2J  Z„  die  neue  £{Fn — Z„),  welche  ebenfalls  eine  Summe  und 
zwar  den  Werth  Null  besitzen  muss,  beachtet  man  femer, 
dass  JCn  =  Fn  —  Z„  dem  in  §.  127.  Gesagten  zufolge  gleich- 
falls eine  Kugelfunction  der  n'"^  Ordnung  ist,  und  erinnert 
man  sich  schliesslich  des  Laplace'schen  Satzes 

d^fsind^Ä»  F„,d(p  =  0: 

ü         0 

so  folgt  unmittelbar  durch  Multiplication  der  Reihe 

£  Xn  =  Xq  -\-  X^  -^  X^  -\'  >  *  •  -^  Xn  -j-  .  .  .  =  0 

mit  Xn  sin  %"  d%^  dq)  und  nachherige  Integration  derselben 
zwischen  den  Grenzen  d"  =  0,  -9"  =  jt  und  ^  =  0,  9  =  2», 
dass 

f  fXj  sin  ^d&d(p  =  0. 

Diese  Beziehung  aber  ist  nur  für  Xn==0  möglich*),  und 
demnach  kann  die  Function  f{d',  (p)  innerhalb  der  oben  vor- 
geschriebenen Grenzen  nur  auf  eine  Weise  in  eine  aus  Kugel- 
functionen bestehende  Reihe  entwickelt  werden. 


/' 


*)  Man  beachte  hierbei,  dass  -V,^  eine  stetige  Function  ihrer  Argu- 
mente ausdrückt;   wäre   sie  mithin  an  irgend  einer  Stelle  des  vorge- 
schriebenen Integrationsintervallefi  von  Null  verschieden,  so  müsste  dies 
auch  noch  innerhalb  eines  endlichen  um  jenen  Punkt  construirteu  Raumes 
.  Statt  finden ,  und  sonach  wäre  wegen  des  Quadrates  von  X„  das  Integral 

selbst  positiv,  könnte  also  nicht  verschwinden,  wenn  auch  alle  übrigen 
Elemente  desselben  mit  Null  zusammenfielen. 
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§.  133. 
Sehlass. 

Da  die  endlich  bleibende  Function  /(O-,  9)  völlig  willkür- 
lich gewählt  werden  kann ,  so  darf  man  dieselbe  augenschein- 
lich irgend  einer  Eugelfunction  F«  m^*^  Ordnung  gleichsetzen. 
Bezeichnen  wir  nun  bei  dieser  Annahme  mit  Y^  diejenige 
Grosse,  in  welche  sich  F,„  verwandelt,-  wenn  in  ihr  die  Ar- 
gumente %,  9  mit  den  Veränderlichen  ■9-',  ^!  vertauscht  wer- 
den, d.  h.  verstehen  wir  unter  F«'  eben  dieselbe  Eugelfunction 
nach  -ö"',  9',  tvelche  F,«  in  Bezug  auf  0",  9  darstellt:  so  wird 
immer  die  Gleichimg 

0  0  Ü 

gebildet  werden  können.  Da  aber  Pn  (cos  y)  nicht  bloss  rück- 
sichtlich der  Grössen  0-,  9,  sondern  auch  nach  den  Veränder- 
lichen ^',  9'  eine  Eugelfunction  n'*'*  Ordnung  ausdrückt:  so 
müssen ,  so  lange  m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  ver- 
möge des  bekannteu  Laplace'schen  Theoremes  alle  solchen 
Indices  entsprechenden  Glieder  der  Reihe  1.  verschwinden. 
Die  Eugelfunction  Y^  /w'*'''  Ordnung  ist  folglich  nicht  durch 
eine  nach  Eugelfunctionen  fortschreitende  unendliche  Reihe 
darstellbar,  sondern  reducirt  sich  auf  das  Doppelintegral 

n  in 

^±1  Cd^'  sin  ^[JPfn  (cos  y)  YJ  dq>\ 

Wie  ohne  Weiteres  einleuchtet,  kann  man  den  soeben 
bewiesenen  Satz  auch  in  folgender  Form  aussprechen 

n  27t 

Y„:  =  -'^^-  j'd^  sin  ^  r/>„  (cos  y)  Y„,dq), 

0  0 

d.  h.  verbindet  man  irgend  eine  Eugelfunction  m^''''  Ordnung 
F«  mit  der  Eugelfunction  »i'*''*  Ordnung  und  w'*"  Grades 
Pm  (cos  y)  in  der  durch  vorstehende  Gleichung  angedeuteten 
Weise,  so  bildet  sich  eine  Eugelfunction  Y^  der  nämlichen 
Ordnung,   welche   von  den  nur  in  jP,«  (cos  y)  vorkommenden 

28* 
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Grossen  cos  ^V  ^^  ^'  ^^  9  7  sin  d*'  sin  q>'  ebenso  abhängt  wie 
Vfn  von  cos  ^y  cos  9  sin  ^^  sin  <&  sin  9  —  und  umgekehrt. 

Offenbar  ist  dieser  Zusammenhang  der  Functionen  Vm 
und  Fm  eine  Folge  der  besondem  Natur  von  P„t  (cos  y),  weil 
eben  in  der  jedesmaligen  Kugelfunction  V  ausserhalb  der  In- 
tegralzeichen jene  Grossen  ^,  q>,  oder  0*',  9',  nach  denen  in- 
tegrirt  wird,  nicht  enthalten  sind,  sondern  bloss  in  Pm  auf- 
treten. Da  nun  aber  Pm  (cos  y)  die  Ausdrücke  cos  d',  sin  d'  cos  q>j 
aixi  d"  sin  9  und  cos  d"',  sin  d''  cos  q)\  sin  ^'  sin  tp'  in 
völlig  symmetrischer  Weise  in  sich  begreift  und  durch  die 
Integration  die  Exponenten  der  constanten  goniometrischen 
Potenzen  nicht  erhöht  werden,  so  schliesst  man  leicht,  dass 
in  keiner  Kugelfunction  m^^  Ordnung  die  Exponentensumme 
in  den  verschiedenen,  aus  den  trigonometrischen  Functionen 
sin  und  cos  der  betreffenden  Grössen  d-,  (p,  oder  d',  9'  gebil- 
deten Gliedern  jemals  die  Zahl  m  überschreiten  kann.  Setzen 
wir  also  um  der  Kürze  willen 

cos  -^  =  S,  sin  -^  cos  9  =  ij^  sin  d*  sin  9  =  f, 

wo  ersichtlich  die  Grössen  S;  V;  £  nicht  unabhängig  von 
einander  sind,  sondern  der  Bedingung 

5'  +  fl'  +  e'  =  1 

genügen,  so  können  wir  jede  Kugelfunction  m^*'*  Ordnung  ein- 
fach durch 

bezeichnen,  wobei  die  Z  constant  sind  und  dem  soeben  Er- 
örterten gemäss  p  -{-  q  -}-  r  =  m,  m  —  2,  m  —  4,  ...  sein 
wird.  Sämmtliche  Exponenten  m,  m — 2,  m — 4,  . . .  brauchen 
dabei  freilich  nicht  zu  erscheinen,  das  vorhin  genannte  Gesetz 
sagt  nur,  dass  eine  Kugelfunction  m^^''  Ordnung  immer  in  der 
Art  sich  schreiben  lässt,  dass  nur  jene  Exponenten  in  ihr 
vorkommen. 
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n.  Buch. 

Die  Yielfachen  Integrale. 


I.  Kapitel. 
Die  Doppelintegrale. 

§.  134. 
Toreriimeningeii. 

Ein  nur  flüchtiger  Blick  auf  das  Gebiet  der  Analysis  schon 
lehrt;  dass  sie  bei  ihren  Forschungen  frei  von  jeder  räumlichen 
Vorstellung  sich  zu  bewegen  vermag.  Die  vorhergehenden 
Untersuchungen  selbst  liefern  einen  Beitrag  für  die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung.  Eine  ebenso  bekannte  Thatsache  aber 
ist  es,  dass  die  rein  analytischen  Untersuchungen  einen  be- 
deutenden Grad  von  Einfachheit;  namentlich  aber  von  An- 
schaulichkeit erlangen ;  wenn  die  Analysis  die  räumliche  In- 
terpretation ihrer  Wahrheiten  nicht  verschmäht.  Auch  in  dieser 
Beziehung  haben  die  frühern  Betrachtungen  uns  Aufschluss 
gegeben;  noch  eindringlicher  aber  wird  dies  aus  den  Unter- 
suchungen über  die  Transformation  der  Doppelintegrale  er- 
hellen. Wir  legen  daher  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
wesentlich  Raumanschauungen  zu  Grunde  und  beginnen  unsere 
Erörterungen  mit  der  geometrischen  Bedeutung  der  Doppel- 
integrale. Um  aber  hierbei  nichts  an  Allgemeinheit  zu  ver- 
lieren; hat  man  sich  den  Raum  (Flächenraum)  an  jeder  Stelle 
mit  einem  Factor  behaftet  vorzustellen.  Dieser  wird  als  die 
Dichtigkeit  aufzufassen  sein;  wenn  man  den  Raum  als  einen 
mit  Materie  erfüllten  voraussetzt. 
• 

§.  135. 
Geometrische  Deutung  eines  Doppelintegrales. 

Sei  nun  ein  irgendwie  begrenztes  Stück  der  Ebene  vor- 
gelegt. Das  Element  derselben  heisse  Oj  und  q  bezeichne 
den  vorhin  erwähnten  Factor.    Wird  die  Ebene  als  materielle; 
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mithin  q  als  die  in  jedem  Punkte  derselben  Statt  findende 
Dichtigkeit  aufgefasst;  so  stellt  oifenbar  qco  die  Masse  des 
Elementes  a  vor^  wenn  man  die  Dichtigkeit  als  stetig  ver- 
änderlich ansieht '*').  Alsdann  nämlich  sind  sämmtliche  Dichtig- 
keiten des  Elementes  o  zwischen  p  +  tf  und  q  —  d  enthalten^ 
wo  S  eine  mit  dem  Elemente  numerisch  kleiner  und  kleiner 
werdende  Grösse  ausdrückt,  und  folglich  kann^  wenn  die 
Elemente  Elemente  im  strengsten  Sinne  des  Wortes  sind;  d  für 
jedes  (0  schliesslich  als  constant  angesehen  werden.  Obwohl 
also  die  wahre  Masse  des  Flächenelementes  zwischen  (Q-^d)G} 
und  {q  —  S)  (o  sich  befindet ,  so  darf  sie  doch  wegen  des  un- 
endlich kleinen  9  mit  q  o  gleichgesetzt  werden.  Mithin  stellt 
£  Q  CD  die  Masse  des  betrachteten  Flächenstückes  vor,  wobei 
wir  aber  ^  um  etwaigen  Schwierigkeiten  zu  begegnen ,  die  Aus- 
dehnung desselben  vorerst  als  eine  endliche  voraussetzen. 
Uebrigens  folgt  das  gleiche  Resultat  mit  Zugrundelegung  des 
genauem  Ausdruckes  {q  ziz^)  ^f  indem  für  den  unendlichen 
Process  die  Gleichung 

in  den  oben  gewonnenen  Ausdruck  £  q  co  übergeht. 

Will  man  die  soeben  angedeutete  Summation  thatsächlich 
zur  Ausführung  bringen ,  so  hat  man  natürlich  eine  wirkliche 
Zerlegung  des  Flächenstückes  in  Elemente ;  sei  es  durch  Pa- 
rallelcoordinateu;  sei  es  durch  Polarcoordinaten  u.  s.  f.  vor- 
zunehmen ;  der  Ausdruck  £  q  a  verwandelt  sich  alsdann  in 
ein  Doppelintegral;  und  je  nachdem  man  von  der  einen  zu 
der  andern  Theilungsweise  übergeht;  hat  man  es  mit  der 
Transformation  der  Doppelintegrale  zu  thun.  Dabei  möge 
sogleich  noch  bemerkt  werden;  dass  man  die  hierbei  auftre- 
tenden Incremente  dx,  dy  ,  .  ,  stets  als  positive  Grössen  be- 
handelt; selbst  bei  den  vielfachen  Integralen  wird  diese  An- 
nahme gemacht. 

Zerschneiden,  wir  beispielsweise  das  oben  benutzte  FläcSen- 
stück  durch  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  in  Elemente; 
so  erhalten  wir  o  =  dx  dy.  Dabei  kann  es  sich  sehr  wohl 
ereignen;  dass  einzelne  Elemente  streng  genommen  kein  voll- 
ständiges Rechteck  darstellen;   indess  darf  man  doch  immer 

*)  lu  besondern  Fällen  kann  q  auch  constant  sein. 
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diese  Theilchen  als  wirkliche  Elementarrechtecke  betrachteu^ 
weil  das  etwaige  Fehlen  oder  [Jeberschiesseu  im  Schluss- 
resultat nur  einen  Beitrag  der  ersten  Ordnung  liefert.  Die 
SumTne  sämmtlicher  Elemente  gen  ^=^  gdx  dy  giebt  nun  das 
Doppelintegral  JJq  dxdy.  Der  Umfang,  über  welchen  diese 
zweifache  Integration  auszudehnen  ist,  wird  hier  —  wie  bei 
vielfachen  Integralen  überhaupt  —  durch  eine  oder  mehrere 
Ungleichheiten  am  zweckmässigsten  ausgedrückt.  Bildet  z.  B. 
ein  Bechteck  die  Begrenzung,  heissen  also  x=a,  b]  y=g^  h 
die  Endcoordinaten ;  so  würde  zu  sagen  sein,  unser  Integral 
hat  sich  zu  erstrecken  über  alle  Werthe,.  welche  der  doppelten 
Bedingung  genügen 

a  <x  <b:^  g  <:y  <h. 

Das  so  entstandene  Integral  würde  also  constahte  Grenzen 
besitzen. 

Wird  dagegen  die  Begrenzung  durch  eine  Ellipse  gebildet, 
so  wird  der  Umfang  der  Integration  durch  die  Ungleichheit 

(?y + (I)'  < ' 

regulirt,  wenn  a  und  ß  die  Halbachsen  der  Ellipse  bedeuten; 
denn  für  alle  im  Innern  der  Ellipse  befindlicheji  Punkte  findet 
die  Beziehung  Statt 

©'+(i)'<.. 

für  die  auf  der  Ellipse  belegenen  Punkte  dagegen  hat  man 

©■+(;)'=•.• 

und  die  ausserhalb  der  Ellipse  vorkommenden  Punkte  werden 
durch  die  Ungleichheit 

,  ©'+(«'>' 

angezeigt. 

Was  die  Ausführung  der  Integrationen  betrifft,  so  kann 
man  ersichtlich  einen  doppelten  Weg  einschlagen.  Entweder 
wird  man  zunächst  alle  Elemente  addiren,  welche  dasselbe^ 
enthalten,  d.  h.  man  wird  nach  x  integriren,  also  das  Inte- 
gral dy  Jf{xy  y)  dx  bilden,  oder  man  wird  zuerst  die  Elemente, 
denen  dasselbe  x  zukommt,  vereinigen,  d.  i.  man  behandelt 
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zunächst  das  Integral  dx  J  f{xj  y)  dy.  Der  Integration  nach 
X  entsprechen  folglieh  bei  der  üblichen  Lage  der  Coordinaten- 
achsen  Horizontalstreifen  ^  während  das  Ergebniss  der  nach  ^ 
vollzogenen  Integration  Yerticalstreifen  sind. 

Die  Grenzen  der  einzelnen  Integrale  müssen  dabei  aus 
den  Statt  habenden  Ungleichheiten  abgeleitet  werden.  Zer- 
fällt  alsdann   ein  Integral   in  Theile,   was   z.  B.   bei   einer 

Besrenzxmft  des  Flächenstückes  von 

Fig.  12. 

nebenstehender  Gestalt  eintreten 
würde ;  so  hat  man  nachzusehen,  wo 
die  einzelnen  x  (y)  beginnen  und 
endigen. 

Im  Allgemeinen  werden  femer 
die  Grenzen  des  zuerst  zu  behandelnden  Integrales  nicht  un- 
abhängig von  der  andern  Variabein  sein,  das  Resultat  wird 
daher  im  Allgenieinen  eine  ^\inction  dieser  als  Parameter  im 
ersten  Integral  enthaltenen  Veränderlichen  ausdrücken. 

§.  136. 
Fläeheninlialt  der  Ellipse. 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
wollen  wir  q  ==  /"(x,  y)  ==  1  voraussetzen  und  die  Annahme 
machen,  dass  eine  Ellipse  das  gegebene  Flächenstück  begrenzt. 
Alsdann  sind  dem  Obigen  zufolge  alle  die  Elementarrechtecke 
zur  Summe  zu  vereinigen,  welche  innerhalb  des  durch  die 
Ungleichheit 

definirten  Raumes  sich  befinden.  Und  was  die  Ordnung  der 
auszuführenden  Integrationen  betrifft,  so  ist  es  wegen  der 
völlig  symmetrischen  Theilungsweise  hier  augenscheinlich 
gleichgültig,  nach  welcher  der  Veränderlichen  x,  y  zuerst 
integrirt  wird. 

Beginnen  wir  nun  z.  B.  mit  der  Integration  nach  x,  so 
haben  wir  offenbar  vorerst  zu  entscheiden ,  welche  x  zu  einem 
bestimmten  y  gehören,  d.  h.  wir  haben  nachzusehen,  wo  der 
dem  Integrale  Jdx  entsprechende  Streifen  beginnt  und  endigt 
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Lösen  wir  zu  diesem  Behufe  die  oben  erwähnte  Ungleichheit 
nach  X  auf ,  so  kommt 

eine  Beziehung,  welche  —  wie  es  gewöhnlich  geschieht  — 
die  extremen  Werthe  von  y  bestimmt.  Man  erkennt  nämlich 
aus  dieser  Ungleichheit,  dass  nur  Streifen  von  x  existiren, 
sofern  das  eingeklammerte  Glied  der  rechten  Seite  positiv  ist, 
d.  h.  sofern  die  Beziehung  gilt 

Daraus  folgt ,  dass  y  zwischen  —  ß  und  4~  ß  s^c^  befinden 
muss.  Mithin  haben  die  x^  welche  diesen  Werthen  von  y 
entsprechen,  die  Bedingung 

zu  erfüllen.  Weil  aber  die  Integration  auch  auf  die  Theile 
auszudehnen  ist,  welche  bis  zur  Begrenzung  reichten,  so  er- 
giebt  sich  für  den  Werth  eines  Streifens 


Und  da  es  solcher  Streifen  nur  von  y  =  —  ß  \As  y  =  -\-  ß 
giebt,  so  entspringt  nach  einigen  leichten  Reductionen 

j  dyjdx  =  Jdy  .2ttj/\  —||  =  «/?«*). 

-"V^-p 

*)  MaD  erhält  nämlich 

'  '■y/.-(iy 
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§.  137. 
Thellung  der  Ebene  dureh  Polarcoordinaten. 

Die  vorigen  Betrachtungen  wurden  mit  Zugrundelegung 
eines  Parallelcoordinaten-Systemes  geführt.  Nun  erkennt  man 
aber  sofort,  dass  jedem  Coordinatensysteme  eine  besondere  Zer- 
legungsart  des  Raumes  entspricht.  Bei  Voraussetzung  eines  an- 
dern Coordinatensystemes  werden  daher  die  vorhin  gewonnenen 
Resultate  in  einem  andern  Gewände  erscheinen.  Wählen  wir 
z.  B.  Polarcoordinaten;  so  wird  die  Ebene  durch  ein  System  von 
Kreisen  und  geraden  Linien  in  Elemente  getheilt;  jeder  Punkt 
in  ihr  wird  folglich  durch  den  Durchschnitt  eines  Kreises  und 
einer  Geraden  bestimmt.  DenRadiusvector^)  kann  man  dabei  stets 
als  absolute  Grosse  behandeln;  wenn  man  nur  den  Coordinaten- 
winkel  -9*  von  0  bis  2  jr  oder  von  — ä  bis  4-^  sich  bewegen  lässt. 

Das  Flächenelement  o  kann  auch  hier  als  Rechteck  betrach- 
tet und  demnach  =  Qdgdd'  gesetzt  werden.  In  Wahrheit  freilich 
ist  dasselb"^  als  Ringstück  zu  behandeln;  besitzt  also  den  Werth 

i  [(9  +  ^9)  d^  +  9^^]  dQ  =  gd»dQ  +  ^  dg^d», 
d.  h.  es  wird  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  p<?p<?d(l+f), 
wo  lim  £  =  0;   vorgestellt;   aber  üieser  genauere  Werth  ist 
ohne  Einfluss  auf  das  Endresultat. 

Die  Dichtigkeit  p,  endlicK  wird  jetzt  eine  Function  t(f{^y  q) 
sein  und  somit  die  Masse  des  betrachteten  Flfichenstückes  durch 

//*(^,  9)  9ä9ä^ 
ausgedrückt  werden. 

Femer  entspringt  durch  theilweise  Integration 

also  

Jdy /l^'  =f  arc  sin  I  +  l/l  -  J  +  const. 

Wählt  man  demnach  in  üblicher  Weise  den  arc  sin  zwischen  ±  ö"  ?  ^^ 

hat  man 

/ß -'  -hß 

^y/l-|l  =  2«[|arc8in|+|/l-|;]  =  a/J;r. 
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Nehmen  wir  auch  hier  ilf{^,  q)  =  1  und  als  ßegreuzung 
des  Flächenstückes  eine  Ellipse^  deren  grosse  Halbachse  wieder 
a,  deren  kleine  ß  heisst:  so  wird  nun  der  Umfang  der  Inte- 
gration durch  die  Ungleichheit 


rcoaa-*    ,    sin^n 


<1 


regulirt.  Diese  ist  nach  q^  oder  d"  aufzulösen ;  je  nachdem 
man  zunächst  nach  q,  oder  d'  zu  integriren  gedenkt.  Im  Ver- 
gleich zu  der  frühern  Betrachtung  tritt  aber  hier  der  Umstand 
eiu;  dass  die  Ordnung  der  Integration  nicht  gleichgültig  ist. 
Um  beide  Falle  vorzuführen  ^  wollen  wir  mit  dem  einfacheren 
derselben;  mit  der  Integration  nach  q  beginnen.  Geometrisch 
genommen  haben  wir  also  jetzt  alle  Elemente  zu  summiren, 
welche  in  ihrer  Vereinigung  einen  Kreisausschnitt  bilden. 
Nun  folgt  sogleich  aus  der  obigen  Ungleichheit,  dass 

««     "^     (5« 

d.  g.  wegen  des  positiven  q 

Q  < 


^ /cOB  -O"*  ,  sin  Ö^ 

Da  man  dieser  Ungleichung  immer  wird  genügen  können,  so 
giebt  es  auch  stets  einen  Sector.  Sein  jedesmaliger  Werth 
wird  durch  die  Gleichung 

1 


/ 


cos  -&*  ,  sin  -0-* 


COS  -d**  ,  sin  -0-' 
-r 


bestimmt.  Und  werden  nun  sämmtliche  Sectoren  vereinigt; 
d.  h.  wird  in  Bezug  auf  %'  von  0  bis  2  ^  integrirt;  so  ent- 
springt für  den  Inhalt  der  Ellipse  die  Gleichung 

t/     — IS — I «-  t/      l+(-5tengd) 


a»      '      ß 
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indem  der  arcus  dadurch  defiuirt  ist,  dass  er  für  ^  =:  0  eben- 
falls verschwindet. 

Viel  verwickelter  wird  die  Untersuchung,  wenn  man  mit 
der  Integration  nach  d  beginnt,  also  sämmtliche  Elemente 
summirt,  welche  einen  Ereisring  bilden.  Offenbar  ist  derselbe 
vollständig  für  die  zwischen  0  und  ß  enthaltenen  q\  er  besteht 
hingegen  aus  zwei  getrennten  Stücken,  wenn  q  zwischen  ß 
und  a  sich  befindet. 

Schreibt  man  die  obige  Ungleichheit  in  der  Form 

■    sin*.<[i-i]:[A-i], 

SO  erkennt  man  unmittelbar,  dass  f ür  0  <  p  ^  j5  der  Bogen  %" 
keiner  Beschränkung  unterworfen,  also  von  0  bis  2  ;r  zu  wählen 

ist.     Dagegen  wird   %•   einem  zwischen  0  und  —   liegenden 

Bogen  O*!  gleich  sein,  wenn  q  von  ß  bis  a  sich  bewegt.  Für 
den  ersteren  Fall  stellt  daher 

den  Werth  des  Integrales  JJq  dg  dd'  vor.  Bei  dem  andern 
Falle  hingegen  zerfällt  das  Integral  JJq  dg  d%'  formell  in  die 
drei  folgenden 

fQdgJd^,    fgdQfdt)    fgdgß^, 

weil  für  den  ersten  Quadranten  0*  von  0*  bis  O*,  geht,  für 
den  zweiten  und  dritten  Quadranten.^  —  d"^  und  ä  -f-  -ö-j  die 
Grenzen  des  Bogens  0*  bilden  und  für  den  vierten  Quadranten 
endlich  0*  das  Intervall  von  2;r  —  dj  bis  2jc  durchläuft.  Sum- 
mirt man  diese  Integrale,  so  bekommt  man  den  Inhalt  ^iJ&^QdQ 

ß 
der  beiden  zwischen  ß  und  a  gelegenen  Flächenstücke, 'und 

sonach  stellt 

den  Inhalt  der  Ellipse  vor.    Bedenkt  man  nun,  dass 
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sin^,  =  1/^^  =  1  ^^5— |, 
ist,  so  ergiebt  sich  jetzt  für  die  Ellipsenfläche  der  Ausdruck 

a  

nß^  +  ifdg  .  Q  arc  sin  (f /Jz]!), 

der  entwickelt  natürlich  auf  7t aß  zurückführen  muss.    Und 
in  der  That,  man  findet  durch  theüweise  Integration 

gB.YCBm^y^,dQ=-  arc  sin  fy^^  + 

,aß   f  dUn g»  ^^^  ,»„  1  7/gEg 

+  ~  arc  sin  -,— —-^^  ~Jl_-zz=  +  const.*), 
sonach  ist 


a 


4/parc8in|/gEprfp=.-4f|8^ 
+  a/J  [|-  -  (— «-)  ]  =  _  «|5»  +  «^«. 


*)  Man  beachte  hierbei  die  Beziehungen: 

-.' 0« +  («'  + /P)  (^ -»<--.'((»  +  (?-+ 1^' 

~  4  L^  —  4  a«  (J«  +  {««  +  (3*)«J 


2 

; 


also 


d(g«) 


r      2g«-a«~y       1 


y-  a«  /?«+(««  +  P«)  9* — Q* 


t/i.  r       2p'-a«-p«       -|2 
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§.  138. 
Allgem^infte  Art  der  TraMsformation. 

Die  yorhergehenden  Betrachtungen  haben  an  einem  Bei- 
spiele den  Einfluss  veranschaulicht^  welchen  die  zweckmässige 
Wahl  des  Coordinatensystemes  auf  die  grössere  oder  geringere 
Leichtigkeit  ausübt^  mit  der  die  zu  vollziehenden  Integrationen 
bewerkstelligt  werden  können.  So  erforderte  im  vorigen  Falle 
gerade  die  Anwendung  der  Polarcoordinaten  sowohl  den  ge- 
ringsten,  als  grössteu  Aufwand  von  Rechnung  ^  je  nachdem 
man  zuerst  nach  q  oder  d'  integrirte.  Selbst  die  Möglichkeit 
bleibt  nicht  ausgeschlossen^  dass  in  einem  vorgelegten  Falle 
nicht  einmal  die  erste  Integration  ausfährbar  sein  kanU;  sofern 
man  das  urspriingh'che  Coordinatensystem  beibehält.  Die 
Frage  nach  der  Transformation  der  Doppelintegrale  ist  daher 
als  eine  sehr  wichtige  zu  bezeichnen. 

Erwägt  man  nun,  dass  Coordinaten  überhaupt  die  Art 
und  Weise  andeuten ;  in  welcher  der  Baum  getheilt  wird,  so 
werden  wir  oiFenbar  die  allgemeinste  Art  der  Transformation 
von  Doppelintegralen  erzielen,  wenn  wir  uns  die  Ebene  durch 
ein  System  von  Curven  in  Elemente  zerlegt  denken,  also  jeden 
Punkt  in  ihr  als  den  Durchschnitt  zweier  Curven  auffassen. 
Diese  neuen  Coordinaten,  welche  A,  v  heissen  mögen,  werden 
ersichtlich  als  Functionen  der  rechtwinkligen  erscheinen,  wenn 
wir  diese  als  die  ursprünglichen  Coordinaten  uns  vorstellen; 
wir  können  sonach  die  Gleichungen  bilden 

Indem  wir  aber  A  und  v  um  unendlich  kleine  Intervalle 
sich  verändern  lassen,  bekommen  wir  ein  System  von  Linien, 
deren  Durchschnitt  das  Ilächenelement  cd  bestinunt.  Augen- 
scheinlich kann  dieses  als  Parallelogramm  angesehen  werden, 
da  hierdurch  nur  ein  Fehler  begangen  wird,  der  gegen  den 
Inhalt  des  Elementes  unendlich  klein  ist  und  folglidi  auf  das 
Endresultat  ohne  Einfluss  bleibt. 

Der  soeben  betrachtete  Fall  lieferte  eine  Bestimmung  der 
Coordinaten  A,i^  durch  die  rechtwinkligen  x,t/]  umgekehrt 
aber  sind  diese  Functionen  jener.    Da  nun  gewöhnlich  die 
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ursprünglichen    Coordinaten    ^>    y   ^^^^         Fig.  is. 

durch  die  neuen  A^  v  auszudrücken 

sind,  so  wollen  wir  auch  hier  diesen 

Fall  voraussetzen.    Alsdann  heissen 

offenbar  die  Eckpunkte  1, 2,  3,  4  des 

oben  erwähnten  Parallelogrammes 

1(0:,  y);  2  (a;  +  ||av,  y  +  |fa..)  ;  3(a:+||aA,  y+|faA)  ; 

wenn  wir  bloss  die  ersten  Dimensionen  der  den  unendlich 
kleinen  Zunahmen  von  A  und  v  entsprechenden  Werthe  von 
X  und  y  berücksichtigen. 

Den  Inhalt  des  Parallelogrammes  werden  wir  nun  auf  die 
leichteste  Weise  ermitteln  können,  wenn  wir  uns  erinnern, 
dass  der  doppelte  Inhalt  eines  Dreieckes,  dessen  Eckpunkte 
durch  die  Coordinaten  0,  0;  ör,  ft;  a,  b'  definirt  werden,  mit- 
telst der  Formel 

2  ^  =  ±  («*'  —  ab) 
gegeben  wird*).    Dabei  ist  das  Plus-  oder  Minuszeichen  an- 
zuwenden, je  nachdem  ab'  —  ab  zu  den  positiven  oder  nega- 
tiven Grössen  gehört. 

Wie  sofort  einleuchtet,  können  wir  uns  dieser  Formel 
ohne  Weiteres  bedienen,  wenn  wir  das  Achaensystem  in  den 
Punkt  Xy  y  uns  verlegt  denken  und  die  Punkte 

Tv^"^  äl^"'    äl^^'  Tx^^ 

bezüglich  mit  ayb\  a\b'  identificiren.  Auf  diese  Weise  folgt 
dann  sogleich  für  den  Inhalt  des  Parallelogrammes  der  Aus- 
druck 

bei  welchem  selbstverständlich  nur  der  absolute  Werth  in  Be- 
tracht kommt,  was  ja  durch  das  doppelte  Zeichen  +  ange- 
deutet ist. 


o 


*)  Man  vergleiche  hierbei:  0.  Hesse.  Vorlesungen  ans  der  analyti- 
schen Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Ebene,  S.  7  —  8. 
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§.  139. 
iTorj'gche  Substitution. 

Die  vorhergehende  Betrachtung  wollen  wir  in  der  Weise 
näher  erläutern,  dass  wir  mit  Ivory 

1.  X  =^  aX  cos  Vy    y  =  ßk8mv 

setzen,  wo  ccy  ß  beliebige  Constanten  ausdrücken.  Ofifenbar. 
ist  diese  Substitution  im  Grunde  eine  Verallgemeinerung  der 
Polarcoordinaten,  wie  wir  schon  daraus  entnehmen  können, 
dass  für  «  ==  jj  =  1  die  Gleichungen  1.  jene  Coordinaten  vor- 
stellen. Die  nähere  geometrische  Bedeutung  aber  wird  sich 
aus  der  nachstehenden  Erörterung  ergeben,  vorher  möge  indess 
folgende  Bemerkung  Platz  finden. 

Um  den  Bogen  v  von  0  bis  27r  oder  von  — ä  bis  +ä 
wählen  zu  können,  müssen  wir  A  positiv  voraussetzen*); 
alsdann  aber  besteht  die  Relation 


-/(?)*+ ay 


In  ähnlicher  Weise  ist  der  Bogen  v  völlig  bestimmt,  indem 
vermöge  der  beiden  Beziehungen 

der  Quadrant  definirt  wird,  in  welchen  der  Winkel  v  sich  be- 
findet. « 

Verbindet  man  die  Quadrate  der  vorigen  Gleichungen  mit 
einander,  so  hat  man  sogleich  die  andere 

;-(Ä)'+(^)'. 

und  folglich  entspricht  einem  gegebenen  A  eine  Ellipse,  deren 
Halbachsen  aky  ßX  heissen.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Ebene  einerseits  durch  ein  System  ähnlicher  Ellipsen  getheilt 
wird',  und  weil  nun  anderseits  die  Beziehung 

—  tang  1/  =  -^ 
gilt,  diese  aber  für  ein  gegebenes  v  eine  gerade  Linie  reprä- 

*)  Wäre  X  bald  positiv,  bald  negativ,  so  müsste  der  arcus  v  aaf 
die  Hälfte  seines  Weges  beschränkt  werden. 


—    449    — 

sentirt;  80  findet  auch  eine  Zerlegung  der  Ebene  durch  ein 
System  gerader  Linien  Statt. 

Durch  DifiFerentiation  der  Gleichungen  1.  gewinnt  man 
ferner  die  Relationen 

^  =  — «Asinv,   ^==pAcosi/;    x^  =  acosv,  w^=psinv. 

Mithin  ist 

Nimmt  man  also  wie  früher  eine  elliptische  Begrenzung  des 
Flächenraumes  an,  so  fliesst  aus  2.  mit  Berücksichtigung  der 

Beziehung  (  -  j   "i"  (  1  )    ^  ^f    ^^^    A^  <  1    und   demnach 

wegen  des  absoluten  Werthes  von  X  in  Bezug  auf  diese  Ver- 
änderliche von  0  bis  1  zu  integriren  ist.  Die  nach  v  zu  voll- 
ziehende Integration  hingegen  erstreckt  sich  von  0  bis  2ä; 
man  hat  daher  unmittelbar 


"ß/l 


.2ä 

k  dX  dv  =  aßic. 

ö   0 


§.  140. 

Zweiter  Beweis    der    auf   Doppeliutegrale    bezflg^liclien   Trans- 

formatiousformel« 

Wegen  der  Wichtigkeit,  welche  dem  in  §.  138.  bewie- 
senen Resultate  in  der  Theorie  der  bestimmten  Doppelinte- 
grale zukommt,  halten  wir  eine  nochmalige,  rein  analytische 
Begrüudung  desselben  nicht  für  unzweckmässig.     Sei  desshalb 

1.  Z^JdxJVdtj 

«  g 

das  zu  transformir ende  Doppelintegral;  in  demselben  bezeich- 
net V  eine  Function  von  x  und  y,  g  und  h  drücken  entweder 
Functionen  von  x  aus,  oder  sind  wie  a  und  b  Constanten. 
Wie  ohne  Weiteres  einleuchtet  und  auch  schon  in  §.  134. 
erwähnt  wurde,  kann  man  femer  voraussetzen,  dass  die  Varia- 
bein X  und  y  von  ihrer  untern  bis  zu  ihrer  obem  Grenze 
beständig  wachsen  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  dx  und  dy 
fortwährend  positiv  sind.     Statt  der  Veränderlichen  x  und  y 

MEYKitf  bestimmte  Integrale.  29 
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mögen  nun  die  neuen  ^  mit  x  und  y  durch  zwei  Relationen 
verbundenen  Variabein  u  und  v  gewählt  werden. 

Wir  behandehi  zimächst  das  Integral  J  V  äy^  und  zwar 

9 

suchen  wir  dasselbe  in  ein  anderes  umzusetzen,  in  welchem 
V  die  Integrationsveränderliche  darstellt.  Zu  dem  Behufe 
eliminiren  wir  aus  den  gegebenen  Relationeh  vorerst  die 
Variabele  ti,  bilden  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

y=f{x,v). 

Da  wir  nun  bei  der  Integration  nach  y  die  Veränderliche  x 
wie  einen  constanten  Parameter  betrachten  dürfen;  so  sind 
vnr  auch  berechtigt,  bei  der  Bildung  des  neuen^  an  die  Stelle 
von  dy  tretenden  Differentials  bloss  v  als  die  einzige  Varia- 
bele anzusehen,  und  demgemäss  werden  wir  in  dem  zu  trans- 

formirenden  Integrale  J  Väy  dy  durch     ^^  '     dv  zu  ersetzen 

haben.  Heisst  dann  femer  Vq  der  durch  die  Substitution 
y  SS  /"(x,  v)  sich  ergebende  Werth  von  V,  und  sind  endlich 
Vq  und  v^  die  y  =  g  und  y  =^h  entsprechenden  Grenzen 
des  neuen  Integrales;  so  besteht  nunmehr  die  Gleichung 


Vo  ^^  dv. 


J  '"  -f 

g  Wo 

Offenbar  dürfen  wir  bei  dieser  Transformation  stets  der  An- 
nahme folgen,  dass  v  immer  in  demselben  Sinne  von  v^  bis  v^ 
variirt,  wenn  y  von  g  bis  h  sich  bewegt;  denn  wäre  es  an- 
ders, so  würde  durch  eine  Zerlegung  des  Integrales  nach  y 
in  Theilintegrale  sofort  unsere  Voraussetzung  sich  verwirk- 
lichen lassen.  Da  nun  dy  positiv  sein  soll,  so  wird  das  Vor- 
zeichen von  dv  augenscheinlich  mit  dem  von  ^^^'  "^  über- 
einstimmen. Indess  kann  auch  dv  stets  positiv  gewählt 
werden,  weil  man  für  den  Fall  einer  negativen  Derivirten 

'\  '  *  nur  die  Grenzen  r«  und  v^  mit  einander  zu  vertau- 
sehen  braucht,  um  augenblicklich  die  gemachte  Annahme 
realisiren  zu  können.     Bezeichnet  also  H '-^-^  den  abso- 

— •        on 
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luten  Werth  der  partiellen  Abgeleiteten  1^'  ;  so  erhält 
man  nunmehr  statt  1.  die  Form 

a 

wobei  die  Grenzen  der  auf  v  bezüglichen  Integration  den 
soeben  erwähnten  Bestimmungen  gemäss  zu  wählen  sind. 
Die  weitere  Behandlung  unseres  Doppelintegrales  besteht 
folglich  jetzt  nur  noch  in  der  Einführung  der  vorhin  elimi- 
nirten  Veränderlichen  u  statt  der  Grösse  x.  Vermöge  der 
gegebenen  Relationen  wird  nun  zwar  x  als  Function  von  u 
und  V  erscheinen^  somit  etwa 

X  =  F{y,y  V) 

sein,  aber  bei  der  Umformung  des  Integrales  nach  x  genügt 
es  ohne  Zweifel,    x  nur  als  Function  von  u  zu  betrachten, 

mithin  dx  schliesslich  durch  H ^^  du  zu  ersetzen.    Und 

d.h«  .W,  .»n  V  de.  d^^h  dL  Q«».n  .  ^  ,  .»- 
gedrückten  Werth  von  V  bedeutet,  das  Doppelintegral  1. 
jetzt  die  Gestalt 

'-ff'"  [±'-%^]  [±'-^'] "" " 

annehmen,  wobei  selbstverständlich  die  Integrationsintervalle 
alle  'Werthe  in  sich  begreifen  müssen,  welche  die  Formel  1. 
umfasst. 

Nun  zeigt  aber  die  Differentiation  der  Gleichung  y=/'(a;,  v), 
sofern  x  und  y  als  Functionen  von  u  und  v  behandelt  wer- 
deli,  dass 

|y  au  + 1^  dv  =  ^^  \pdu  + 1^  dv\ 

Und  hieraus  Üiesst  weiter 

dy d  f{x,  v)  dx 

d  u  dx      d  tt' 

dy  ___  d  f(x,  v)  dx    ,   d  f(x,  v) 
d  V  dx      d  V    "^      dv     ' 

29* 
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d.  g.  wegen 

da:        d  F(u,  v) 

du  du 

d  f{x,  v)  d  F{Uf  v) ^  ^ d_ydx 

dv  du  d  V  du       du  d  v' 

Daher  die  Gleichung 

§.  141. 
Anwendungen« 

Setzen  wir  in  der  vorhergehenden  Formel  beispielsweise 
voraus^  dass  V  mit  dem  bei  Complanationen  vorkommenden 

Werthe  Yy+p^-^-q^  identisch  sei,  wo  j»  =  v-   und  q  =  ~^ 

die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  z  von  x 
und  y  nach  jeder  dieser  Variabein  bedeuten;  so  erhält  man 
die  Gleichung 

IL      fCvdxäy 

J  J  f      \dudv        dvduj      ^  \duov        ('  vduj     ^  \c  v(^u        (  uC  vj 

Denn  bekannten  Lehren  zufolge  hat  man'die  beiden  Beziehungen 


dz   d  z  dx    y    dj^dy    d_z   d  z  dx    .  d  z  dy 

du  '      dx  du  ~^  dy  du'  d  V         dx  d  v  ^^  öy  d  v 

welche  nach  p  und  q  aufgelöst  zeigen,  dass 


> 


und 


(dj^  dy  dz_  dy\  .  (dx  dy  __  dx  dj/\ 

^~\()udv  dvduj'\dudv  dvdnj 

_  /^  dx  _^  dz  dx\  ^   /dx  dj  _^  dx  dy\ 
^       \d  V  du         du  dvj  '  \du  d  V         dvduJ 


ist  und  dass  demnach  ff  Vax  dy  in  das  Integral  rechts  über- 
geht. 

Bedeuten  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen   spe- 
ciell  sogenannte  Polarcoordinaten  ^,  q),  d.  h.  setzt  man 

z  =  Q  cos  ^,  x  =  Q  sin  d'  coH  (p,  y  =  Q  sin  d  sin  q), 
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WO  der  ßadiusrector  q  als  Function  von  ^  und  (p  betrachtet 
wird;*)  so  hat  man  zunächst  die  Relationen 

« 

^^= a|  sin  ö-  cos  9)  +  (>  cos  q>cosd"^~  «s^sinö-cosqp--  ^sinO*  sinqp ; 
ö|=«^  siny sinö- + q cos-^ cos^d ;  g^=^^ sinO-siny  +  9 sinO* cosg) ; 

Und  dfther  wird 

dx  d  y         dx  dy  •     o.  f^  P    •    a.    1  cJ\ 


^yg  z 


dxdz       dxdz  •    o.  •        r^P        o.  •    tvT  ^P 

?^a^-ä^ä^ psm^8m<p|^g|co8»-psindJ-9^co8<p, 

die  Summe  der  Quadrate  die8er  6ro88en  aber  i8t  mit 

gleichbedeutend,  folglich  ergiebt  sich 

Spätere  Betrachtungen  werden  zeigen,   dass  diese  Beziehung 
am  einfachsten  auf  geometrischem  Wege  gewonnen  wird. 

Nicht  ohne  Interesse  dürfte  es  ferner  noch  sein,  wenn 
wir,  gestützt  auf  die  Gleichung  II.,''  ein  berühmtes,  von 
Legendre  entdecktes  Theorem  über  den  Z]isammenhang  der 
sogenannten  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  zu  beweisen  suchen**).  Bezeichnen  nämlich 
m  und  n  positive  Constanten,  welche  die  Bedingung 


*)  Man  könnte  auch  wie  gewöhnlich  x=^  q  cos  •9',  y  =  9  sin  •9'  coe  9, 
z  =  Q  Bm&  Bin  (p  schreiben ;  die  Endformel  bliebe  dadurch  unverändert. 
**)  Bezeichnet  f{x,  X)   eine   rationale  Function  von  x  und   dem 
ßadicale 


X  ==  Vax^  +  ßx^  +  yx*  +  d'x  +  «, 

so  wird  jedes  Integral  von  der  Form  ff{x,  X)  dx  elliptisch  genannt. 
Jedes  elliptische  Integral  lässt  sich  immer  wenigstens  auf  eines  der 
drei  Integrale 
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w^  +  n«  =  1 

befriedigen;  so  kann  man  in  dem  Doppelintegrale  j[y  V  äx  dy 
statt  der  Variabein  a;,  y,  z  die  neuen  Qy  ^'j  tp  oder,  wie  es 
hier  bei  constantem  q  geschehen  soll,  bloss  die  beiden  Ver- 
änderlichen ^,  (p  substitoiren,  welche  mit  den  ursprünglichen 
durch  die  Gleichungen 

x  =  Q  sinO-j/l — m^  sin  (p\  y=iQCOsd'  cosg?,  z=q  siny  ](/ 1 — n*  sin  ^ 
verbunden  sind.*)    Alsdann  aber  gelten  die  Beziehungen: 

dx  o.  ,/i 9 — * 9    dos  wi'  sin  d"  an  m  cos  <p 

^=n  cos'»^!— ffl^.smy^;^=  — p    _.         ^  Z=r^] 
^ J  =  —  p  sin  d  COS  9 ;  ö^  =  —  (>  sin  9  cos  -ö*; 

5  z n*  Bin  qo  sin  «d*  cos  &  ^ 

d&~  "  ^      yi  -  n«  sin  ^  ' 


m<  8in  q>^ 


—  =  Q  cos  9  ]f/l  —  n^  sin  O*'-^. 

Und  hieraus  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Gleichheit 
1  —  m^  sin  9^  —  n^  sin  0*^  ^  wt^  cos  q)^  +  w^  cos  0^ 
sofort  weiter,  dass 


reduciren,  welche  beziehungsweise  die  elliptischen  Integrale  der  ersten, 
zweiten  und  dritten  Gattung  vorstellen.  In  denselben  bedeutet  k, 
der  sogenannte  Modul,  eine  Constante;  er  ist  stets  kleiner,  als  1. 
Auch  n  bezeichnet  eine  Constante;  sie  kann  selbst  imaginär  sein  und 
wird  Parameter  genannt.  Als  Normalformen  der  ersten,  zweiten 
und  dritten  Gattung  werden  nach  Legendre,  dem  Schöpfer  der  Theorie 
der  elliptischen  Integrale,  gewöhnlich  die  folgenden  gewählt: 

{^dq>  r  r         dtp 

F(q>,k)=>J  -j,E{q>.k)^J  J.d(p,n{q>,,k,n)^J  ^i^f^Yi^^J'  ^^ 

0  0  0 

J=^  Jtp^  Kl  — Ä'sinV^ 

Wird  in  denselben  die  obere  Grenze,  die  sogenannte  Amplitude  =  ^, 

so  heissen  die  Integrale  F,  E,  71  vollständig  und  werden  durch  F\  £',  11' 
bezeichnet.    Man   vergl.    in  Betreff  der   elliptischen  Integrale  die  be- 
kannten Werke  von  Duröge  u.  Schellbach  über  elliptische  Functionen. 
*)  Vergl.  Moigno.  Calcul  intt^gral  §§.  119.— 120. 
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dx  dy         dx  dy  9*  sin  y  [cos  9*  —  m*  sin  9'  +  ^'  s^p  '^'J 

di  dO'         d^  dtp  Yi  __  TO«  sin  y« 

ß*  (ot*  cos  qp*  +  n*  cos  ^•)  sin  qp  ^ 

Kl  —  »w*  sin  9*  ' 

dy  dz^         dy^d_z  ^'sin^  [cos  qp*  —  n*  sin  -O*«  +  »•  sin  9'] 

dtp  dO'         39'  dtp  Kir^*lin~'0^« 

p*  sin  -O-  (>»*  cos  9*  +  >»*  CO8  ^*) 

i^^l  —  n«  sin  ^ 
und 

dx  d  z         dx  d  z  Q*  cos  -ö"  cos  9  (w*  cos  9*  +^*co8j^*) 

W  dtp         dtpd^  Kl  — »*«sin9«  Kl  —  «*  sin  -0-« 

ist.  Gemäss  der  Formel  IL  entspringt  daher  nach  der  ein- 
fachsten Beduction  die  Gleichung 

JJ^     ^^  ^^  ^         ^   JJ  Vl-rn^  sin  9«  Kl  -  »*  sin  ö»* 

Wird  nun  das  Doppelintegral  rechts  in  Bezug  auf  jede  der 

Veränderlichen  %^  tp  von  0  bis  ^  genommen,  so  ist  dasselbe 

offenbar  völlig  unabhängig  von  den  Constanteu  m  und  riy  weil 
es  wegen  der  Bedingungsgleichung  171^-^-71^  =  1  die  Form 

2      2  2     2 

2r^2  r  r   ^^^  y*  d^  dtp      .  ^^  r  r  '  co8^«d^d9 i 

L      J  J  Kl^i'sin^l  -  n«  sin-8-«  '      J  J  Kl-«*  8in9«Kl-»i«  sin>« J 

=  Q^  C 

besitzt,  wo  c  den  vorläufig  noch  unbekannten  Werth  des 
Doppelintegrales 

TT   jr  '  !*  !L 

o    ~ö  2     2 

/•  /•  cos  9«  rf^  rf9 IC-         ^^^^  dd'  dtp 

JJ  Kl- "**  sin9«  Kl— n' sin -fr«  ~J  J  Vl^m^mq>*  Kl— «"sin  ^« 

0    U  0    0 

bedeutet."^)  Man  darf  daher  die  eine  der  beiden  Constanten 
m  und  n,  z.  B.  m  mit  Null,  also  die  andere  (n)  mit  der  Zahl  1 
identificiren.     Geschieht   dies,    so  zeigt  sich   augenblicklich, 

dass  c  mit  der  Zahl  —  und  demnach  unser  Doppelintegral  mit 
Q^  -^  zusammenföUt.    Andererseits  aber  hat  man 


*)  Geometrisch  folgt  dies  unmittelbar,  weil  das  Doppelintegral  den 
achten  Theü  der  Kugelfläche  a?'+y*+2'=9*  ausdrückt 
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71^   n  n   n 

2    2  7  ¥ 


2      2  2     2 

r  /*(»>''  CQg  y'  +  ^'  C08  a-«)  d^d^^^  r  n  l  ~  m«  am  <p«—  >!«  sin  ■»') 

jj     Ki— m«  sin  9«  Kl^*  siniP    "V  ?/   ^"1— w*  sin  9«  ^^1  -  n« 

;(                                        TT  TT                                          TT 

2                                        T  Y                                        ¥ 

^  r  1—71* Sin -^y  ^  /^l--jn*sing?«/ 

ü                           0  00 


3»  Ä 

2"  "2 

da 


«  sin-fr«' 

und  folglich  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Legendre'schen 
Bezeichnungsweise  der  vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  das  Theorem 

r(m)  E{n)  +  F'in)  Ef{m)  -  F'{m)  F'(n)  =  -^*). 

Um  endlich  die  gemachten  Andeutungen  über  die  Art 
und  Weise,  in  welcher  die  gegebenen  Gleichungen  x=(p(ti,v) 
und  y  =  7l)  {Uj  v)  zur  Bestimmung  der  Integrationsintervalle 
des  transformirten  Integrales  zu  verwendeu  sind,  in  ein  helle- 
res Licht  zu  setzen,  wollen  wir  noch  einige  hierauf  bezüg- 
liche Beispiele  folgen  lassen. 

1.  Sei  zunächst  das  Doppelintegral 


00     CO 


s=ff  e-^-y'  dx  dy 

mittelst  der  Gleichungen  x  =  u,  y  =  uv  umzuformen. 

Sieht  man  vorerst  von   den  Integrationsgrenzen  ab,    so 

wird  man  wegen  ||  =  1,  |^  =  0,  ||  =  i;,  ||  ==  w,    also 
1^  |y  ^  I?  |y  =  „  die  Beziehung 

du  d  V  0  V  cu  ° 

s=JJ  e^^^'^'^'^udu 


*)  Die  Verallgemeinerung  dieser  Formel  ist  von  Catalan  in  den 
„M^moires  couronnäes  par  Tacad^mie  de  Bruxelles,  tome  XIV.  Deuxi^me 
Partie  1841*'  gegeben.  Die  Entwicklung  und  elegantere  Darstellung 
derselben  findet  man  in  einem  spätem  Aufsatze  Enneper's,  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  von  Schlömilch  etc.  Jahrg.  VI.  S.  294 — 300. 
Und  bezüglich  einer  andern  Ableitungsweise  des  Legendre'schen  Theo- 
remes  vergleiche  man  auch  Schlömilch:  Ueber  einige  elliptische  Inte- 
grale.   Zeitschrift  für  Math,  und  Physik.    Jahrg.  IL    S.  49—66. 
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erhalten.  Nun  aber  bestimmen  sich  die  Grenzen  von  v  ver- 
möge der  Gleichung  y  =  xv,  wenn  für  y  nach  einander  die 
Werthe  0  und  oo  gesetzt  werden;  sie  heissen  daher  wegen 
des  positiven  x  ebenfalls  0  und  oo.  Das  auf  u  bezügliche 
Integrationsintervall  dagegen  ist  aus  der  Gleichung  x  =u 
zu  entwickeln;  identificirt  man  hierin  x  nach  einander  mit 
0  und  oo,  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  auch  u  von  0  bis 
oo  sich  bewegt.    Mithin  gilt  schliesslich  die  Gleichung 


00  OD 


deren  weitere  Behandlung  auf  Seite  116  gegeben  ist. 
2.    Soll  ferner  das  Integral 


oo  00 


s^läxJf{x'  +  ,/)dy, 


in  welchem  wir  selbstverständlich  unter  f{x'^'\-y'^)  eine  solche 
Function  von  x  und  y  verstehen,  für  die  das  Integral  nicht 
ohne  Bedeutung  ist,  mittelst  der  Substitutionen  o;  =  t/  cos  t;, 
y  =  M  sin  t;  transformirt  werden;    so  wird  man  hier  für  die 

Grenzen  von  v  vermöge  der  Relation  ^  =  tang  v  die  Werthe 

0  und  Y  erhalten,    während  das  auf  m  bezügliche  Intervall 

0  und  oo  heisst.     Nun  ist 

dx  dx  .         dy  '         djf 

~-  =  cos. i',  ^—  =  —  u  sin  Vy  w   =  sin  v.  ~^=  u  cos  v. 


sonach 


r^x  dy         dx  dy 
du  ö  V         d  V  du 


und  daher 


IL 


s  =  f  du  J  uf  (u^)  dv , 

0  0 

d.  g.,  weil  tifitP)  unabhängig  von  v  ist, 


OD 

•2> 


^Junu 


^  =  ^  /  w  /  (w  )  ^w- 


Setzt  mau  hierin  behufs  weiterer  Transformation  w^  =  x^  so 
erhält  man 


~    458    - 


// 


OD     00  00 


Wie  man  noch  sieht,  wird  für  f{x^+y'^)  =  c^^'^y^  wieder 
das  unter  1.  betrachtete  Integral  erscheinen,  also 


00    00 


sein. 

3.    Als  letztes  Beispiel  wählen  wir  das  Doppelintegral 

1  c 


Cdy  Cj/ä^-^x^ 


s=  I  dy  I  }/a^-^x^—{c^-'X^)y^  •  }/c^^x'^  dx, 


in  welchem  wir  die  Constante  c  kleiner   als  a  voraussetzen 
und  das  wir  nach  Euler  mittelst  der  Gleichungen 


V  UV 


Ki+^'        V~^{i  +  «*)  —  u* 

umzuformen  suchen.*) 

Ofifenbar  empfiehlt  sich  hier  zunächst  die  Elimination 
d^r  Veränderlichen  v,  indem  man  dadurch  auf  die  einfache 
Beziehung 

U  V 

y  = 


geführt  wird.  Daraus  aber  folgt,  dass  für  x=^Q  die  Varia- 
bele  u  den  Werth  oo  annimmt,  hingegen  für  x  ^=  c  mit 
Null  zusammenföllt.     Wählt  man  hierauf  in  der  Gleichung 

für  y  nach  einander  die  Werthe  0  und  1,  so  wird  v  augen- 
scheinlich die  Grenzwerthe  0  und  c  erwerben.    Und  da  nun 

dx VH  dx 1  dy (c*  —  p')  v 

dy  ^  u c*  (1  +  «') 

also 


*)  Vcrgl.  Raabe.  Differential-  u.  Integralrechnung.  Tbl.  2>  Abthlg.  1, 
S.  160-162. 
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dx  dy^         djc  d_y  


ist^  so  wird  schliesslich 

— x^ —  (c*  —  a:^  y^  •  Yc^ — x^ 


I  dy  I  dxj/a^ — x 


OD 


dv  I  V ,,    ^  ^.  ^         du, 


d.  g. 


-  Z'^''/'  w  '^^ = f  /  ^«""^^ ' " 


«  00 

0  0 


=  f  [«»  -  /(5^^c^)»] 


Erweiterte  Bedeutungen  eines  Doppelintegrales."^} 

§•  142.     . 

Darstellung   des    bestimmten   Doppelintegrales   als   Grenzwerth 
einer  Doppelsumme  mittelst  Inhaltsbestimmung  irgendwie 

begrenzter  Körper. 

Die  in  §.  135.  angestellten  Betrachtungen  haben  uns 
gelehrt^  wie  man  sich  in  der  einfachsten  Weise  von  einem 
bestimmten  Doppelintegrale  eine  sehr  anschauliche  Vorstellung 
bilden  kann^  sei  sie  nun  rein  geometrischer^  oder  mechani- 
scher Natur.  Jene  Vorstellung  ist  gleichwohl  nicht  die  ein- 
zig mögliche;  man  braucht  sich  durchaus  nicht  auf  das  Ge- 
biet der  Ebene  zu  beschränken,  sondern  kann  statt  derselben 
irgend  eine  krumme  Fläche  substituiren ,  ja  selbst  Inhalte 
von  Körpern  lassen  sich  durch  bestimmte  Doppelintegrale 
ausdrücken.  Wir  haben  in  der  That  schon  früher  ein  Bei- 
spiel zu  jeder  dieser  Vorstellungsweisen  kennen  gelernt. 
Bezeichnete  nämlich  g)  {x,  y)  eine  innerhalb  der  bezüglichen 


*)  Man  vergleiche  hier  die  Vorlesungen  Biemann's  über  partielle 
Differentialgleichungen  und  namentlich  Serret:  Cours  de  calcul  intägral. 
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Integrationsgrenzen  endlich  bleibende  Function*)  und  a  eine 
Constante;  so  liess  sich  ohne  die  geringste  Mühe  die  Wahr- 
heit der  Dirichlet'schen  Formel 

a  X  an 

J  dxj(p{x,  y)  dy  =JäyJq){Xy  y)  dx 

ü         0  0  y 

durch  Zuhülfenahme  eines  körperlichen  Raumes  nachweisen, 
und  unmittelbar  einleuchtend  war  ferner  der  Satz,  dass  die 
in  §.  131.  betrachtete  Eugelfunction  Xn  aus  einem  über  eine 
Kugelfläche  ausgedehnten  Doppelintegrale  bestand.  Die  All- 
gemeinheit derartiger  Vorstellungen  wollen  wir  jetzt  nach- 
zuweisen versuchen,  und  zwar  wollen  wir  mit  der  Inhalts- 
bestimmung eines  Volumens  durch  ein  Doppelintegral  beginnen, 
weil  wir  die  hierbei  erzielten  Resultate  behufs  der  strengen 
Begründung  der  andern  Äuffassungsweise^  nach  welcher  das 
bestimmte  Doppelintegral  als  Ausdruck  für  den  Inhalt  einer 
irgendwie  begrenzten  krummen  Fläche  erscheint^  zu  benutzen 
gedenken. 

Sei  nun  z=f{x^y)  eine  von  x=>a  bis  x  =^  b  und 
y  =  g  bis  y  =  h  coniinuirliche  und  einwerthige  Function  der 
Variabein  x  und  y.**)  Zwischen  die  Grenzwerthe  a,  h  von  x 
wollen  wir  n  —  1  Glieder  a;,,  ojj,  •  .  .  ,  Xn-i  einschalten,  die 
ebenso  auf  einander  folgen  sollen  wie  h  auf  a.  In  ganz 
ähnlicher  Weise  schieben  wir  zwischen  g  und  ^  die  m  —  1 
Werthe  y„  ^2^  •  •  •  ;  Vtn-'i  ein.     Bilden  wir  nun  das  Product 

wählen  in  demselben  für  v  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis 
n — 1  und  ebenso  für  fi  die  ganzen  Zahlen  0, 1, 2,  ...  ,  m — 1  ***), 
und  addiren  wir  endlich  die  hierdurch  erzielten  Glieder,  so 
entsteht  die  Doppelsumme 

*)  Diese  Ijcdingung  liegt,  wenn  auch  nicht  ansdrücklich  erwähnt, 
doch  augenscheinlich,  der  frühern  Erörterung  zu  Grunde. 

**)  Die  Definition  einwerthiger  und  continuirlicher  Functionen  meh- 
rcr  Verilnderlicheu  ist  bekanntlich  den  in  §.  1.  gegebenen  Erklärungen 
ganz  llhnlich. 

***)  Hiernach  ist,  wie  augenscheinlich  erhellt, 

a^o  =  fl»  ^n  =  ^'  yo  ==  ^7  Um  =  ^^- 
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welche   bei   ohne  Aufhören   wachseudem    n    und   m   in   das 
Doppelintegral 


///•(^, 


y)  dx  dy 

a    y 


übergeht. 


In  der  That,  die  Function  z  =  f{Xy  y)  lässt  sich  bei 
Voraussetzung  eines  orthogonalen  C!oordinatensystemes  als 
der  Abstand  irgend  eines  Punktes  einer  krummen  Fläche  von 
der  2^0; -Ebene  ansehen ;  und  x^y  als  die  Entfernungen  der 
Projection  jenes  Punktes  von  den  Achsen  OX  und  OY.  Den- 
ken wir  uns  alsdann  durch  die  in  den  Achsen  OX  und  OY 
befindlichen  Punkte  x^y  x^y  .  .  .  ,  Xn^\  und  y^yi,'',  ym-\ 
Ebenen  parallel  mit  den  Ebenen  XOZ  und  YOZ  geführt,  so 
wird  der  von  der  Oberfläche  z  =  f{Xy  y),  der  ya:- Ebene 
und  den  durch  die  Punkte  rc  =  a,  x  =  b  und  y  =  ffy  y  =  /' 
zu  den  Ebenen  XOZ,  YOZ  parallel  gelegten  Ebenen  be- 
grenzte Raum  V  ersichtlich  ia  mn  prismatisch  geformte  Kör- 
per zerschnitten,  deren  in  der  yx- Ebene  belegene  Basis 
eiu  Rechteck,  dessen  Deckfläche  ein  krummlinig  begrenztes 
Viereck  bildet  und  die  bei  fortwährendem  Häufen  der  Zwi- 
schenglieder dem  Geiste  der  Infinitesimalrechnung  gemäss 
als  wirkliche  Elementarprismen  betrachtet  werden  können. 
Die  erste  Theilung  wollen  wir  uns  ferner  schon  so  weit  ge- 
diehen vorstellen,  dass  in  jedem  der  vorkommenden  Theil- 
intervalle  die  Function  z  =  f(Xy  y)  um  die  beliebig  klein  ge- 
wählte Grösse  q  sich  nicht  mehr  zu  ändern  vermag;  alsdann 
wird  offenbar  der  Werth  von  z  ^=  f{x^y  y^^y  wo  allmählich 
1/  =  0,  1,  2,  ...  ,  n— 1  und  ,tt  «=  0,  1,  2,  .  .  .  ,  w— 1  zu  setzen 
ist,  zwischen  /(av,  y/<)  +  Q  und  f{xvy  yfj)  —  Qy  demnach  der 
Inhalt  jedes  der  prismatischen  Körper  zwischen 

sich  befinden  müssen,  wenn  man  sowohl  durch  den  Endpunkt 
der  Coordinate  z  =  f{x^y  yf^y  als  auch  oberhalb  und  unter- 
halb derselben  in  der  Entfernung  q  mit  der  Projectionsebene 
yx  parallele  Ebenen  construirt.  Das  ganze  Volumen  V  liegt 
dalier  zwischen 


// 
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tc=0        fSb 
n—l   m—l 

0         ^0 
n—l  iJH^l 

0  0 

Bei  ohne  Aufhören  fortgesetztem  Legen  von  Zwischengliedern 

W— 1    IW— 1 

aber  geht   "S^  ^J  {^v+i  —  x^)  (y^^^i  —  y^)  augenscheinlich  in 

0         0 

{b  —  ö)  (Ä  —  ^)  über,  und  (»  kann  kleiner  gewählt  werden, 
als  jede  noch  so  kleine  Grosse.  Für  n  =  oo  und  m  =  oo 
fallen  daher  beide  Werthe  von  S  zusammen  und  folglich  wird 
Fmit 

äff  00 

identisch,  eine  Beziehung,  die  man  geradezu  als  Definitions- 
gleichung eines  bestinunten  Doppelintegrales  fiuffassen  kann. 

§.  143. 

Neue  Be^rllndung  des  Theoremes  Ton  der  Tertaugohiuig  der 
Integrratlonsordnung  bei  Doppelintegralen. 

Gestützt  auf  die  soeben  gewonnene  Relation  lässt  sich 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  das  wichtige  Theorem  von  der 
Umkehrung  der  Integrationsordnung  bei  Doppelintegralen  mit 
Constanten  Grenzen  von  neuem  begründen.  Denn  offenbar 
kann  die  Berechnung  der  obigen  Doppelsumme  in  zweifacher 
Weise  geschehen.  Man  kann  nämlich  zunächst  alle  Glieder 
vereinigen,  welche  demselben  x  entsprechen,  also  nach  y 
integriren.  Der  Grenzwerth,  welchen  man  alsdann  fttr  m=^oo 
erhält,  wird  durch  das  einfache  Integral 

ausgedrückt.     Da   nun   dasselbe  mit  Xyjf.\  —  o:,    multiplicirt 
und  V  hierin  allmählich  allen  ganzen  Zahlen  von  0  bis  n  —  1 
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gleichzusetzen   ist,    so   ergiebt   sich   durch  Summation   aller 
Einzelresultate  für  n  =  oo  das  Doppelintegral 

Jdxjf(x,y)dy 

a  g 

als  Grenzwerth  der  Doppelsumme. 

Vereinigt  man  dagegen  vorerst  alle  die  Glieder ;  in  wel- 
chen y  constant  bleibt  imd  summirt  darauf  den  mit  der 
DifiFerenz  y^+i  —  y^  multiplicirten  Grenzwerth 

Jdxf{x,y) 

a 

von  ft  =  0  bis  ii^=m  —  1 ,    so  entspringt  für  »i  =  oo  das 
Doppelintegral 

fdyf/'{x,y)dx. 

ff  a 

Nun  besteht  aber,  wie  klein  die  Differenzen  x^i  —  x^  und 
y^+i  —  y^  auch  werden  mögen,  immer  die  Gleichung 

{Xr^i  —  x^)  V  /(a:,,  y^)  (y^i  —  y^) 


mithin  findet  auch  die  Beziehung  Statt 

/dx/rix,  y)  dy  =fdyjf{x,  y)  dx. 

a  g  g  a 

Die  angegebene  Definitionsgleichung  eines  bestimmten 
Doppelintegrales  mit  constanten  Grenzen  verliert  natürlich 
ihre  Geltung,  wenn  die  Function  f{xy  y)  innerhalb  der  Inte- 
grationsintervalle durch  das  Unendliche  schreitet,  oder  wenn 
die  Grenzen  ohne  Ende  wachsen.  Die  in  einem  Falle  dieser 
Art  anzuwendenden  Gedanken  Operationen  sind  indess  nach 
den  früher  gegebenen  Lehren  als  selbstverständlich  anzusehen. 
Würde  z.  B.  die  Function  an  einer  bestimmten  Stelle  eine 
unendliche  Discontinuität  erleiden,  so  hätte  man  diese  Stelle 
von  der  Betrachtung  vorerst  auszuschliessen.  Die  beiden 
übrigbleibenden  Theile  des  Doppelintegrales  würden  alsdann, 
wenn  weitere  Abweichungen  von  dem  oben  erörterten  Falle 
nicht  vorkämen,  einen  voUig  bestimmten  Sinn  besitzen.    Und 
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convergirten  nun  bei  fortwährender  Annäherung  an  jene  kri- 
tische Stelle  die  so  eben  erwähnten  Integrale  gegen  bestimmte 
Grenzen,  so  würde  auch  das  vorgelegte  Doppelintegral  nicht 
ohne  Bedeutung  sein. 

§.  144. 
Allgemeinere  Auffassung  der  Torigen  Betrachtungen* 

Bei  der  vorhin  gegebenen  Deutung  eines  bestimmten 
Doppelintegrales  dachten  wir  uns  den  durch  dasselbe  dar- 
gestellten körperlichen  ßaiun  F  nur  nach  einer  Seite  von 
der  krummen  Fläche  z  =  f{x,  y)  begrenzt.  Offenbar  aber 
können  wir  uns  ebenfalls  die  den  Raum  V  begrenzende 
yo;- Ebene  durch  eine  von  jeder  zur  z- Achse  parallelen 
Geraden  nur  in  einem  Punkte  geschnittene  krumme  Fläche 
ersetzt  denken.  Sogar  die  Annahme  wollen  wir  der  Kürze 
halber  machen ;  dass  beide  Begrenzungsflächen  durch  eine 
einzige  Gleichung  z=f(x,  y)  dargestellt  werden;  alsdann 
repräsentirt  z  =  f{x,  y)  ersichtlich  eine  solche  gekrümmte 
Oberfläche,  welche  von  jeder  zur  z- Achse  parallelen  Ge- 
raden in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  z  =  2:q  und  z  =  Z 
geschnitten  wird.  Dieser  Voraussetzung  dürfen  wir  immer 
folgen,  weil  jeder  andere  Fall  —  wie  unmittelbar  einleuchtet  — 
durch  passende  Zerlegung  des  Volumens  V  auf  den  ange- 
zeigten zurückgeführt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  jetzt  das  zu  berechende  Volumen  V  auf  die 
y.r-Ebene  projicirt  und  die  erhaltene  Projection  Py  die  wir 
aber  wie  vorhin  keineswe^es  als  Rechteck  voraussetzen,  in 
irgend  einer  Weise,  also  allgemein  durch  irgend  zwei  Systeme 
von  Curven,  deren  jedes  natürlich  behufs  Unterscheidimg  der 
Curvenindividuen  einen  variabeln  Parameter  enthalten  muss, 
in  Elemente  zerlegt.  Der  Flächenraum  P  werde  z.  B.  einerseits 
durch  unendhch  nahe  liegende  Curven  M  N  und  M^  TV^  in 
Streifen  M  My  N^  N,  andererseits  durch  je  zwei  Nachbarcurven 
R  S  und  R^  Si  in  unendlich  dünne  Streifen  R  S  S^  R^  zer- 
schnitten; alsdann  entstehen  krummlinige  Vierecke  (o  =  aßyd 
und  unter  Umständen  Elemente  co'  — -  z.  B.  ^  N^  N  und 
M  M^p  — ,  deren  Gestalt  von  der  des  Viereckes  mehr  oder 
weniger  abweicht.     Der  ganze   Flächenrauni  P  wird  mitbin 
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durch  die  Summe  2^&  -f-  £cd'  dargestellt.  Bedenkt  man  nun^ 
dass  jedes  der  Elemente  o'  gegen  das  Differential  des  den 
Curven  MN  und  M^  iV,  Fig.  u. 

entsprechenden  Para- 
meters verschwindet 
und  dass  der  zwischen 
den  Curven  M  N  und 
M^N^  befindliche  Strei- 
fen ein  unendlich  Klei- 
nes der  ersten  Ordnung 
ausdrückt;  so  wird 
einem  bekannten  Prin- 
cipe der  Infinitesimalrechnung  zufolge*)  die  Summe  Ua  bei 
dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Processe  der  Elementenbil- 
dung sich  der  Grenze  Null  nahem  und  folglich  P  bloss  als 
die  Sunmie  der  Elemente  cd  erscheinen.  Mit  andern  Worten 
aber  heisst  dies 

/>=lim  27©; 

selbst  hierin  können  jenem  oben  angedeuteten  Principe  ge- 
mäss alle  gegen  (o  unendlich  kleinen  Grossen  vernachlässigt 
werden. 

lieber  jedem  Elemente  (o  und  gi'  wollen  wir  uns  nun 
Cy linder  construirt  denken ;  deren  Mantellinien  der  z- Achse 
parallel  laufen.  Durch  diese  Cylinder  wird  augenscheinlich 
das  Volumen  V  in  Elemente  zerlegt^  deren  Inhalte  wir  be- 
ziehungsweise durch  die  Grössen  a)(Z — Zq-^s)  und  o'(Z'— Zq'+£') 
darstellen  können ;  wenn  £  und  £'  unendlich  klein  werdende 
Grössen  bezeichnen.  Werden  mithin  sämmtliche  so  erzielten 
Elemente  vereinigt;  so  entspringt 


*)  Dieses  Prindp  lässt  sich  in  folgender  Weise  aussprechen. 
Seien  a^  ui, . . . ,  a^_^  unendlich  kleine  Grössen,    deren  Anzahl  n 

unbestimmt  wächst  und  deren  Summe  C  bei  fortgesetztem  Wachsen 
von  n  einer  endlichen  Grenze  zustrebt,  femer  bedeuten  a,  ai, . .  .  andere 
unendlich  kleine  Grössen,  von  denen  die  numerisch  grösste  s  heissen 
möge;  so  hat  man,  abgesehen  vom  Zeichen, 

a  a  -j-  flf  j  «1  -f-  fl,  tf,  -f- .  .  ,  <[  fi  C, 

folgUch 

lim  (a  a  +  «i  «i  +  •  •  •  +  o„^i  ««~i)  =  0»  li"^  "  =  ^^• 
Mbykr,  beBtimmte  Integrale.  30 
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V  =  2:a}{Z  —  z,  +  €)  +  ZfD'{Z  —  V  +  O  • 

Daraus  aber  folgt,  weil  nicht  bloss  lim  2Ja)'  =  0;   sondern 
auch  lim  27  o  €  =  0  ist, 

lim  Ua  (Z  —  z^  +  «')  =  0  und  F  =  lim  2;  cd  (Z  —  z^). 

§.  145. 
Benutzung  rechtwinkliger  Parallelcoordinaten. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  der  Flächenraum  P  durch 
zwei  Systeme  mit  den  Achsen  0  X  und  0  V  paralleler  Geraden 
in  Elemente  zerschnitten  wird,  so  hat  man  o  =  ^x  ^§/ 
und   V  =  lim  (Z  —  Zq)  zIx  /ly. 

Die  Berechnung  dieser  Doppelsunmie  lässt  sich  offenbar 
wieder  in  zweifacher  Weise  bewerkstelligen.  Vereinigt  man 
z.  B.  zunächst  alle  Glieder,  welche  dasselbe  x  enthalten  und 
nennt  y^  und  Y  die  Werthe  parallel  der  y- Achse,  welche 
irgend  einem  der  x  entsprechen,  wobei  ersichtlich  die  An- 
nahme gemacht  ist,  dass  keine  dieser  Parallelen  den  Umriss 
von  P  in  mehr  als  zwei  Punkten  schneidet,  so  wird  der  resul- 
tirende  Grenzwerth  offenbar  durch  das  einfache  Integral 

r 

^äxj  {Z  —  z^)dy 

vorgestellt.  Die  Summe  aller  dieser  Theile  aber  wird  nun, 
wenn  x  ^==  Xq  und  x  =  X  die  Punkte  der  x- Achse  bezeich- 
nen, durch  welche  die  das  Volumen  V  begrenzenden,  mit  der 
yo:- Ebene  parallelen  Ebenen  zu  construiren  sind,  zu  dem 
Doppelintegrale 

r^fdxfiZ  ^z,)dy. 

Summirt  man  dagegen  in  der  Weise,  dass  man  zunächst  y 
und  z/y  als  constant  ansieht,  und  nennt  man  nun  die  zu  ir- 
gend einem  y  gehörigen  Abscissen  Xq  und  X",  wobei  augen- 
scheinlich ebenfalls  wieder  vorausgesetzt  ist,  dass  der  Umriss 
von  P  auch  durch  die  der  x  -  Achse  parallelen  Geraden 
höchstens  in  zwei  Punkten  geschnitten  werden  kann;  so  er- 
hält man  das  Intesrral 
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Und  heissen  nun  y^'  und  F'  die  Werthe  von  y,  welche  parallel 
der  y- Achse  die  Grenzen  des  Contours  von  P  bestimmen, 
so  wird  das  Ergebniss  der  nach  y  zu  vollziehenden  Sunmia- 
tion  durch  das  Doppelintegral 

V=fdyf{Z-z,)dx 

yo       *o' 

ausgedrückt. 

Bildet  ein  Rechteck  die  Begrenzung  von  P,  so  fallen  er- 
sichtlich die  Werthe  a;„,  X  und  y^,  Y  beziehungsweise  mit 
den  Grossen  x^  ,  X  und  y^|,  V  zusammen ;  und  man  hat  nun 
wieder  das  bekannte  Theorem  von  der  ümkehrung  der  Inte- 
grationsordnung bei  Doppelintegralen  mit  constanten  Grenzen. 

§.  146. 

Bestimmung  des  ganzen  von  einer  krummen  Flftche 

eingeschlossenen  Raumes. 

Soll  das  ganze  Volumen  des  von  der  Oberfläche  z=if{xy  y) 
oder  F(Xj  y,  z)=0  eingeschlossenen  Raumes  ermittelt  werden, 
so  braucht  man  nur  den  projicirenden  Cylinder  zu  construiren. 
Der  Durchschnitt  desselben  mit  der  yx-Ehene  liefert  alsdann 
die  oben  bezeichnete  Fläche  P.  Alle  Punkte  der  Oberfläche 
F(x,  y,  z)  =^0,  in  denen  die  Berührungsebene  eine  zur  Pro- 
jectionsebene  senkrechte  Lage  annimmt,  genügen  der  Gleichung 

^  =  0,  und  die  Elimination  von  z  zwischen  dieser  Beziehung 

und  der  andern  F{x,y,  z)=0  liefert  die  Gleichung  (p(Xfy)=0 
für  den  ümriss  von  P.  Die  Auflösung  dieser  Relation  nach  y 
lehrt  uns  dann  die  Werthe  y  =  yQ  und  y  ^=  Y  kennen.  Die 
auf  X  bezüglichen  Integrationsgrenzen  hingegen  bestimmen 
sich  sofort  vermöge  der  Bemerkung,  dass  in  den  ihnen  ent- 
sprechenden Punkten  der  Oberfläche  die  berührenden  Ebenen 
parallel  mit  der  yz-Ebene  laufen,  dass  mithin  die  Coordinaten 
dieser  Punkte  die  drei  Gleichungen 

befriedigen  müssen. 


30* 
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§.  147.       • 
AnTrendung  der  Polarcoordinaten. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  P  durch  ein  System  von 
Kreisen ;  deren  Mittelpunkt  im  Ursprünge  des  orthogonalen 
Coordinatensystemes  sich  befindet  und  durch  ein  von  diesem 
Punkte  ausgehendes  System  gerader  Linien  in  Elemente  zer- 
legt; so  wird  für  das  Element  co  offenbar  hier  der  Ausdruck 
\{{q  -\'  ^qY  —  (f^]  jdd'  gelten,  wenn  q  den  veränderlichen 
Radiusvector  und  d  die  variabele  Amplitude  des  Polarcoordi- 
natensystemeS;  d.  h.  den  Winkel  zwischen  q  und  der  positiren 
X-Achse  bezeichnet.  Der  vorstehende  Ausdruck  lässt  sich 
indess  durch  den  einfachem  q/4qzI%'  ersetzen^  weil  to  ein 
wirkliches  Element  sein  soll,  und  daher  erhält  man 

F=  lim  Z{Z  —  Zo)  Q^Q^d'. 

Die  Berechnung  dieser  Doppelsumme  geschieht  —  wie  ohne 
Mühe  sofort  erhellt  —  am  einfachsten,  wenn  man  mit  der 
Vereinigung   aller  Elemente,   die  demselben  ^  entsprechen^ 


Fig.  15. 


ISS 


beginnt.  Nimmt  man  dabei  vorerst  an,  dass  der  Ursprung 
des  Coordinatensystemes  ausserhalb  der  Fläche  P  sich  befindet, 
dass  jeder  Radiusvector  dem  Umrisse  derselben  höchstens  in 
zwei  Punkten  begegnet  und  nennt  Tq  und  B  die  Grenzen, 
zwischen  denen  q  sich  bewegt;  so  stellt  offenbar 
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den  sich  ergebenden  Grenzwerth  vor,  also  den  Inhalt  des 
Volumenelementes,  dessen  Projection  auf  die  ya:-Ebene  das 
Stück  m^MM^m  der  Fläche  P  ist,  welches  von  den  unter  den 
Winkeln  ^  und  -O-  +  z/^ö-  gegen  die  a;- Achse  geneigten  Radien- 
vectoren  OM  und  OM^  begrenzt  wird.    Die  Summation  aller 

Elementarcylinder  d^J  q{Z  —  z^jäg  aber  führt  schliesslich 

ZU  der  Beziehung 

wo  ^Q  und  &  die  äussersten  Werthe  von  d"  bedeuten,  für 
welche  es  noch  Punkte  auf  dem  Contour  von  P  giebt. 

Liegt  dagegen  der  Ursprung  des  orthogonalen  Coordinaten- 
systemes  innerhalb  des  Flachenraumes  P,  so  wird  die  erste 
Integration  von  q  =  0  bis  q  =  B  und  die  zweite  von  -Ö*  =  0 
bis  d'  =  27t  sich  erstrecken  und  folglich  nunmehr 

V=fd»/Q{Z-Z,)dQ 

0  0 

sein. 

§.  148. 

Eriauterimg  der  vorhergehenden  Betrachtungen  durch  einige 

Beispiele. 

Des  bessern  Verständnisses  wegen  wollen  wir  die  voraus- 
gegangenen Entwicklungen  durch  einige  Beispiele  näher  er- 
läutern.   Wir  beginnen  zu  dem  Behufe  mit  folgender  Aufgabe. 

I.  Der  zwischen  den  positiven  Seiten  dreier  auf  einander 
senkrecht  stehenden  Coordinatenebe^n  befindliche,  von  der 
yx-Ebene,  einem  hyperbolischen  Paraboloid  xy  =  az^  wo  a 
constant  ist  und  einer  Ebene  a;  +  y  +  ^  =  ^  begrenzte  Baum 
soll  seinem  cubischen  Inhalte  nach  bestimmt  werden. 

Da  das  Paraboloid  durch  die  Achsen  der  x  und  y  geht 
und  die  Ebene  x  -\-  y  -\-  z  —  ö  =  0  die  Projectionsebene 
2r  =  0  in  der  Geraden  MB^  deren  Gleichung  y  +  a;  —  ö  =  0 
heisst,  schneidet;  so  wird  hier  augenscheinlich  die  Fläche  P 
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durch  das  rechtwinklige  Dreieck  MAB  vorgestellt,  und  weil 
ferner  die  yo;- Ebene  zu  den  Begrenzungsflächen  gehört,  so 
ist  z^  =  0.  Den  andern  Werth  z  =  Z  hingegen  hat  man  theils 
%us  der  Gleichung  a;+y+'2^ — a=0,  theils  aus  der  Gleichung 

Fig.  16. 


des  Paraboloides  xtj  =  az  zu  entlehnen,  je  nachdem  nämlich 
der  aus  der  ersten  oder  letzten  jener  beiden  Kelationen  sich 
ergebende  Werth  von  Z  der  kleinere  ist.  Endlich  lehrt  schon 
der  oberflächlichste  Blick  auf  die  vorstehenden  Beziehungen, 
dass  es  hier  völlig  gleichgültig  ist,  nach  welcher  der  Ver- 
änderlichen wir  zuerst  integriren.  Beginnen  wir  also  z.  B. 
mit  der  Integration  nach  y,  so  wird,  weil  alsdann  y^,  ==  (), 
V=a  —  a;  ist,   T  ersichtlich  durch  das  Doppelintegral 


a — X 


V  =J(lxf  Z  dy 

A       0  u 


ausgedrückt.  Nun  ist  aber  einerseits  Z  =  -— ,  so  lange  näm- 
lich --  <  «  —  X  —  y,  d.  h.  so  lange  y  <  ^i^^— ,  und  an- 
derseits Z  =  a  —  X  —  y  für  alle  Werthe  von  y,   welche   der 


Ungleichheit  ^->a  —  x  —  y,  d.  h.  y  >  ^  \   ^      genügen 


Mau  luit  daher  die  Beziehung 
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n — X  rt+cr  «— .r 


ü  0  tt(a—x) 


a-\-x 


uud  demnach  findet  schliesslich  die  Gleichung  Statt: 
^= W*^?*«"=ip^- « (^ -  «)' +  j -  ^  +  «'a:- 4a3lg(«4. ^) 

=  (li-lg4)«». 

IL  Um  den  Mittelpunkt  M  eines  rechtwinkligen  Achsen- 
systemes  wollen  wir  uns  mit  dem  Halbmesser  R  eine  Eugel 
x^  +  y^  +  z^  =  jR^  construirt,  dieselbe  alsdann  von  einem 
Cylinder  y^  +  o;'  —  Äo:  =  0  durchschnitten  denken  und  nun 
das  von  der  ya;-Ebene  und  jener  Kugelfläche  begrenzte,  in 
dem  Cylinder  befindliche  Volumen   V  zu  ermitteln  suchen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Fläche  Py  welche  hier  augen- 
scheinlich mit  der  Basis  des  Gy linders  identisch  ist,  durch 
die  Polarcoordinaten  (>,  -ö",  deren  Pol  in  M  liegt,  in  Elemente 
zerschnitten  wird,  und  beachten  wir,  dass  man  behufs  der 
Berechnung  von  V  wegen  der  hier  herrschenden  Symmetrie 

den  Bogen  %•  nur  von  0  bis  --  zu  wählen   und    schliesslich 

das  so  erhaltene  Resultat  bloss  zu  verdoppeln  braucht:  so  wird 
V  offenbar  durch  das  Doppelintegral 

r  = 


1 


dargestellt,  weil  durch  Einführung  der  Coordinaten  (>,  -O*  statt 
Xftj  der  ümriss  von  P  durch  die  Gleichung  ^  —  R  cos  -O*  =  0, 
die  Kugelfläche  dagegen  durch  die  Beziehung  z^  =  R^  —  q'^ 
charakterisirt  wird.    Aber 


*)  Diesen  Wertb  hätte  man  ohne  Integration  finden  können,  wenn 
man  sofort  das  zu  berechnende  Volnmen  durch  Ebenen  parallel  mit  der 
^z-Ebene  in  nnendlich  dünne  dreiseitige  Schichten  zerschnitten  hätte. 
Yergl.  Serret.  Cours  de  calcul  integral,  page  278. 


Ü 


—    472    — 

= ' — ^-^ — h  const. 

3  ' 

also 


Rcofi& 


2  /  (fdg  }/R'  —  (>2  =  §  A3  _  ^  7^3  sin  ^ 
und  demnach 


2 
0" 


V  =  I  Ä-'/ (1  —  sin  #^)  rf-^  =  -2  Ä3;r  —  \  H\ 
weil 


2  2 


/sin  -9-3 <;^  =  I  /(38in<9'~sin3'9')dfd-==|r— g^.-SeüS'^lr^. 

0  *0  0 

Wie  man  sieht;  ergiebt  sich  hieraus  ohne  weitere  Rech- 
nung ^  dass  der  Inhalt  des  von  der  ganzen  Kugelfläche  um- 
schlossenen Cylinderraumes  mit  ^  B^7t —  ^  R^  gleichbedeutend 
ist,  dass  also  die  Halbkugel  einen  um  f  B^  grossem  Inhalt 
besitzt ,  als  das  genannte  Cylindervolumen. 

ni.  Als  eine  letzte  Anwendung  der  vorhergehenden 
Theorie  wollen  wir  nach  Poisson^s  Vorgange*)  die  Werther- 
mittlung  des  schon  öfter  betrachteten  Integrales 

a  =  J  er-^  dx, 

—  00 

das  bekanntlich  mit  }/7t  identisch  ist,  wählen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  durch  die  Gleichung  z=e--''' 
dargestellte  Curve  um  die  r- Achse  gedreht,  so  beschreibt  die- 
selbe eine  krumme  Fläche,  deren  Gleichung  z  =  er^^-y"  lautet. 
Der  von  dieser  Rotationsfläche  und  der  yx  Ebene  begrenzte 
Raum  wird  daher  dargestellt  durch  das  Doppelintegral 


OD      00 


V  =J  je-^-y"  dxdy. 


— 00  — 00 


Setzt  man  nun  der  bessern  Einsicht  halber  voraus,  dass  dieses 
Volumen  vorerst  durch  einen  Cylinder  o;^  +  y^  =  g^  begrenzt 


*)  Analytische  Mechanik  §.  512. 
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sei,  so  wird  die  Projection  P  dieses  Volumentheiles  mit  der 
Basis  jenes  Gylinders  zusammenfallen  und  folglich  durch  das 
Integral 

0 

also  das  zu  ermittelnde  Volumen   V  durch  das  Integral 

fdd'fe-9'(fd(f-=^ fixere]  d^  =  n 

0  0  0  0 

ausgedrückt.  Weil  abeco;  und  y  völlig  unabhängig  von  einander 
sind,  so  lässt  sich   V  auch  in  folgender  Gestalt  schreiben 


00 


—  OD  — OD 


V  =  f€r-^'  dx  .jery"  dy  =  «% 

—  OD 

und  daher  wird  a  =  i/tc. 


Inhaltsbereohnung  gekrümmter  Flächen  mittelst 

Doppelintegrale. 

§.  149. 
Allgemeine  Theorie. 

Wenn  man  den  Inhalt  einer  irgendwie  begrenzten  Ober- 
fläche in  Zahlen  auszuwerthen  gedenkt,  so  hat  man  vor  allen 
Dingen  über  den  Sinn  und  die  Bedeutung  eines  derartigen 
Beginnens  sich  Rechenschaft  zu  geben,  indem  von  einer  un- 
mittelbaren üebertragung  der  bei  der  Quadratur  ebener  Flächen 
geltenden  Grundvorstellungen  auf  krumme  Flächen  nicht  wohl 
die  Rede  sein  kann.  Nothig  also  ist  es  vor  allem,  sich  zu- 
nächst einen  genauen  Begriff  von  dem  zu  bilden,  was  man 
Inhalt  einer  krummen  Fläche  nennt.  Dazu  gelangen  wir  in 
der  strengsten  und  elegantesten  Weise,  wenn  wir  mit  Serret 
folgende  Betrachtung  anstellen*). 

Wir  denken  uns  die  gegebene  Oberfläche  auf  ein  recht- 
winkliges Achsensystem  bezogen  und  setzen  voraus ,  dass  die- 
selbe durch  einen  Contour  C  t>egrenzt  sei,  eine  Annahme, 
die  offenbar  immer  erlaubt  ist,  weil  für  den  Fall  der  Inhalts- 


*)  Calciü  integral,  page  295. 
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bestimmung  eiuer  in  sich  zurückkehrenden  Fläche  durch  eine 
passende  Zerlegung  derselben  in  Theile  und  nachherige  Ver- 
einigung dieser  unserer  Voraussetzung  stets  Genüge  geleistet 
werden  kann.  Die  durch  C  begrenzte  Flache  P  denken  wir 
uns  ferner  auf  die  a;y-Ebene  projicirt,  deren  Lage  wir  aber 
so  voraussetzen,  dass  keine  der  Berührungsebenen ^  welche 
wir  in  den  verschiedenen  Punkten  unseres  gekrümmten  Flächen- 
stückes P  construiren  können^  rechtwinklig  zur  Projections- 
ebene  steht.  Auch  diese  Annahme  ist  immer  nxöglich,  weil  im 
entgegengesetzten  Falle  die  Fläche  P  nur  als  eine  Verbindung 
von  Theilen  aufgefasst  zu  werden  braucht  ^  von  denen  jeder 
der  gestellten  Forderung  genügt.  Heisst  nun  Cf  die  Projection 
von  C,  so  wird  die  von  ihr  in  der  ya;-Ebene  begrenzte  Fläche 
die  Projection  von  P  bilden.  In  diese  letztere  wollen  wir  uns 
ein  Sehnenvieleck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  einbeschrieben 
und  dieses  wiederum  in  unendlich  viele  Dreiecke  o,  Oj,  w^,  ... 
deren  Seiten  sämmtlich  unendlich  klein  sind,  zerlegt  denken, 
was  offenbar  auf  die  verschiedenste  Weise  möglich  ist.  Con- 
struiren wir  alsdann  über  jeder  Dreiecksfläche  ein  Prisma^ 
dessen  Kanten  der  z- Achse  parallel  laufen,  und  verbinden  wir 
darauf  ihre  Durchschnitte  mit  der  Fläche  P  geradlinig,  so 
wird  augenscheinlich  eine  polyedrische  Fläche  77  erzeugt, 
welche  von  der  dem  Contour  C  eingeschriebenen  gebrochenen 
Linie  begrenzt  wird,  deren  Projection  in  der  ya:-Ebene  mit 
dem  Perimeter  des  Sehnenvieleckes  zusammenfällt.  Nennen 
wir  nun  -9*,  ^, ,  ^j,  .  .  .  die  Winkel,  welche  die  Seitenebenen 
des  Polyeders  77  mit  der  Projectionsebene  bilden,  so  ist  offenbar 

coB  Q'    "^  COS  -O",  ^^  COS  #2  ^'  cos  -6" 

Die  Grösse  77  aber  lässt  sich  in  noch  anderer  Weise  aus- 
drücken.   Construirt  man  nämlich  immer  durch  einen  von  den 

Scheiteln  der  Dreiecke  — ^ö,,     ^^q.  ,  .  .  .  Tangentialebenen  an 

cos  v     cos  v  j 

P  und  nennt  ^,  ^i,  *  -  -  die  Winkel  derselben  mit  der  Pro- 
jectionsebene, so  darf  man  offenbar  setzen 


COS  d"  COS  <p  ^        '        '  ^      cos  ^1  cos  qpj 

wenn  jedes  b  eine  der  Null  sich  nähernde«  Grösse  bezeichnet. 
Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass 


n 
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y^i  COB  tp     '       >^f  COS  tp 


Nun  sind  z  und  cos  9  Functionen  der  Veränderlichen  x  und  y; 

die  Gleichunir  Z  = wird    daher   eine   krumme   Fläche 

o  COB  q> 

repräsentiren^  welche  mit  der  ^a:-Ebene  und  der  zu  ihr  senk- 
rechten Cylinderfläche,  deren  Leitlinie  C  heisst^  ein  Volumen 
V  bestimmt^  fUr  welches  nach  §.  144.  die  Beziehung 

r=  lim  £Z(o  =  lim  £--- 

COB  9 

gilt.  Setzt  man  mithin  den  im  Obigen  näher  charakterisirten 
Process  der  Zerlegung  unserer  Fläche  P  in  Elemente  ohne 
Aufhören  fort,  so  nähert  sich  der  erste  Theil  von  U  seinem 
Werthe  nach  der  Grenze  V  und  daher  muss  dem  bekannten, 
in  §.  144.  erwähnten  Fundamentalprincipe  der  Infinitesimal- 

rechnuncc  gemäss  lim  ^-^-  =  0,   also  lim  77=  T,  d.  h. 

o  ®  y^  I  COS  qp  '  ' 

P=  V  sein. 

Da  die  Grenze  V  bekanntlich  von  der  besondem  Gestalt 
der  Flächenelemente  o  völlig  unabhängig  ist,  so  muss  Gleiches 
natürlich  auch  von  P  gelten.  Man  hat  daher,  in  welcher 
Weise  auch  immer  die  von  C  begrenzte  Fläche  in  Elemente 
zerlegt  werden  mag,  stets  die  Relation 

/>=lim  V-?!-. 

j^  cos  9 

Diese  Gleichung  existirt  selbst  dann  noch,  wenn  für  einige 
isolirten  Funkte  des  Contours  C  die  in  denselben  zu  con- 
struirenden  Tangentialebenen  eine  zur  Projectiousebene  winkel- 
rechte Lage  annehmen.  Denn  wählt  man  einen  dem  C  unendlich 
benachbarten  Gontour  C^^  für  welchen  die  obigen  Bedingungen 
befriedigt  werden  imd  nennt  nun  P^^  die  von  C^  begrenzte 
Mäche,  sowie  J\  jenes  Volumen,  welches  von  jPq,  der  Pro- 
jection  von  P^  auf  die  a;y-Ebene  und  dem  zu  C^  gehörigen 
projicirenden  Cylinder  umschlossen  wird;  so  hat  man  P^  =  r«. 
Nun  nähert  sich,  wenn  C^  der  Grenze  C  zustrebt,   V^  dem  F, 

und  Pq  besitzt  P  zur  Grenze;  die  Gleichung  -P=  lim  ^— ^-  - 

muss  daher  auch  für  den  Grenzfall  noch  in  Kraft  bleiben. 

Mit  der  grössten  Leichtigkeit  endlich  lässt  sich  aus  der 
für  P  gefundenen  Relation  die  Grösse  for  das  Element  da 


-     476     - 

der  Fläche  P  herleiten.  Sind  nämlich  ^o  und  ^  beziehungs- 
weise der  grösste  und  kleinste  Werth  des  veränderlichen 
Winkels  q>  innerhalb   des  Umrisses  C,  so  liegt  offenbar  der 

Werth  von    ^  — ^  zwischen  — —  ^  o  und  —— -    y^  o. 

y  i  COB  9  COB  ^0    ^  *  C08  ^    y^  t 

Bezeichnet  folglich  t^f  einen  zwischen  ^q  und  ^  befindlichen 
Winkel  und  A  den  Inhalt  der  von  C  begrenzten  Projection 
der  Fläche  Py  so  hat  man  die  Beziehung  • 


/>=-^-,  Um  Vfi)  = 


^ 


COB  t^  '  v^  I  COB  ^ 

Nimmt  man  nun  an,  dass  Cy  also_  auch  A  unendlich  klein 
wird,  so  muss  natürlich  auch  P  von  Null  um  weniger  als  jede 
noch  so  kleine  Grösse  verschieden  sein,  d.  h. 


d(y=  " 


COB  '^ 

Und  heisst  jetzt  wieder  9  der  Winkel,  den  die  in  irgend  einem 
Punkte  des  Elementes  d6  construirte  Berührungsebene  mit 
der  ya:-Ebene  bildet,  so  wird  man  ersichtlich  die  Gleichung 
1)ilden  können 

_L,  =  -^-    (1  +  *), 

008  -^  COS  qp  ^       '        ^ ' 

in  der  d  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  und  dem- 
nach ist 

diS  =-^-(1  +  *). 

COB  9   ^        '         ^ 

§.  150. 
Anwendttug  rechtwinkliger  Parallelcoordinaten. 

Heisst  z=f{xyy)  die  Gleichung  der  auf  ein  recht- 
winkliges Achsensystem  bezogenen  Oberfläche,  und  setzt  man 
—  wie  üblich  —  um  der  Kürze  willen 


=  Py    p^=^5 


dz  dz_ 

dx~P'     dy 

so  wird  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
zufolge  der  oben  erwähnte  Winkel  tp  durch  die  Gleichung 

1 

cos  CP  =  r^^  -  rrrr. 
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definirt.  Der  Inhalt  eines  irgendwie  begrenzten  Stückes  P  der 
Fläche  z  =  f{Xy  y)  wird  demnach  dargestellt  durch  das  Dop- 
pelintegral fdaj/l-^p^-^q^.  Dasselbe  lässt  sich  oflFenbar 
auch  hier  in  zweifacher  Weise  berechnen,  indem  man  ent- 
weder mit  der  Integration  nach  y,oder  nach  x  beginnt. 
Nehmen  wir  zunächst  den  ersten  Fall,  so  folgt 

X        r 

wenn  wir  voraussetzen,  dass  jede  der  y- Achse  parallele  Gerade 
den  Contour  C  höchstens  in  zwei  Punkten  schneidet  und  als- 
dann den  Anfangs-  und  Endwerth  des  zu  irgend  einem  der 
in  Frage  kommenden  x  gehörenden  y  bezüglich  y^  und  Yy 
sowie  Xq  und  X  die  Grenzwerthe  von  x  nennen. 

Wird  dagegen  zuerst  nach  x  integrirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung 

r        X 

P  =JdyJdxl/l  +  p'+'^\ 

Die  Constanten  y^  und  Y^  bedeuten  dabei  augenscheinlich  die 
äussersten  Werthe  von  y,  für  welche  noch  Punkte  auf  dem 
Contour  C  sich  befinden,  und  x^^  X'  sind  die  zu  irgend  einem 
y  gehörenden  Werthe  von  x.  Auch  hierbei  ist  ersichtlich 
wieder  die  leicht  zu  befriedigende  Annahme  gemacht,  dass  C 
von  jeder  zur  Achse  der  x  parallelen  Geraden  in  nicht  mehr 
als  zwei  Punkten  geschnitten  vnrd. 

§.  151. 
Benutzung  ebener  Polareoordinaten. 

Für  manche  Untersuchungen  ist  es  zweckmässiger  die 
von  C  begrenzte  Fläche  nicht  wie  vorhin  durch  Parallelcoor- 
dinaten,  sondern  durch  ein  System  von  Kreisen  und  geraden 
Linien  in  Elemente  zu  zerlegen.  Sind  daher  jetzt  q  und  9 
bezüglich  Badiusvector  und  Amplitude  des  Polarcoordinaten- 
Systems,  dessen  feste  Gerade  die  x-Achse  bildet  und  dessen 
Pol,  der  Mittelpunkt  des  orthogonalen  Achsensystems,  wir 
zimächst  ausserhalb  des  Contours  C  voraussetzen ;  so  wird  dem 
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FrühQrn   zufolge   das   Flächenelement   g)   bekanntlich   durch 

Qdgdd'  und  daher  d0  durch  ^— ^ — dargestellt.  Integrirtman 

nun  zuvörderst  nach  p,  was  —  wie  wir  aus  früher  gepflogenen 
Untersuchungen  wissen  —  hier  am  vortheilhaftesten  ist;  so 
wird 


P  = 


&  R 

^0  Qo 


wenn  nämlich  jeder  Fahrstrahl  q  dem  Contour  C  in  nicht 
mehr  als  zwei  Punkten  begegnet  und  nun  für  irgend  ein  d" 
die  entsprechenden  Werthe  von  q  beziehungsweise  Qq  und  R, 
die  Grenzwerthe  von  d'  dagegen  -9"^  und  @  genannt  werden. 
Einfacher  wird  diese  Formel,  wenn  zwei  Contouren,  von 
denen  der  eine  den  andern  umschliesst,  die  Projection  des 
Flächenstückes  P  begrenzen  und  gleichzeitig  der  Pol  des  Coor- 
dinatensystemes  im  Innern  des  kleineren  Umrisses  sich  befindet; 
man  hat  nunmehr  die  Gleichung 

2n  R 

P  = 


0  do 


Und  hieraus  folgt  wieder  für  den  Fall,  dass  der  kleinere  Con- 
tour mit  dem  Pole  des  Goordinateusystemes  zusammenfallt, 
die  noch  einfachere  Relation 

2n         R 

gdg 


-/"*/ 


cos  9 

0 


Die  vollständige  Erledigung  der  jetzigen  Betrachtung  erfordert 
also  bloss  noch  die  Darstellung  von  cos  (p  mittelst  der  partiellen 
Derivirten  von  z  nach  q  und  d:  Da  nun  a;=pcosO',  ^=psin^, 
folglich  z=f[Q  cos  0",  Q  sin^]  ist,  so  müssen  die  Beziehungen 
Statt  finden 


Ä.  =^  ä:.  +  ?  1  =P  cos  *  +  <?  sin  * 


dg       ^dQ*^dQ 


und 


ä»  =  ^  äS  +  ^  sl  =  9  [—  ^  sin  ^  +  «^  cos  »] , 


d.  g. 
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Und  daher  wird 


-  /' + (I)' + ^  (1)'. 


COB  9 

demnach  schliesslich  mit  Unterdrückung  der  Integrations- 
grenzen ^  nm  sämmtliche  oben  erwähnten  Einzelresultate  in 
einer  Formel  zusammenfassen  zu  können  ^ 

Zur  Erläuterung  des  soeben  Erörterten  wollen  wir  den 
Flächeninhalt  des  Theiles  der  Kugelfläche  a:^  +  y^  +  z^  =  1 
zu  ermitteln  suchen^  welcher  sich  auf  der  a:y-Ebene  im  Innern 
der  Fläche  projicirt,  deren  Umriss  von  der  durch  die  Polar- 
gleichung 

1.  9  =  ^f  (1  -  tg  ^^). 

bestimmten  Linie  gebildet  wird*). 

Da  die  eben  definirte  Curve  eine  völlig  symmetrische 
Lage  gegen  die  x  -  und  y  -  Achse  besitzt^  so  brauchen 
wir  bei  unserer  Betrachtung  bloss  denjenigen  Theil  des  zu 
berechnenden  Kugelflächenstückes  zu  berücksichtigen^  dessen 
Projection  in  einen  der  Quadranten  der  xy- Ebene  fällt. 
Und   daher  können  wir  bei   der  Integration  nach  d'  diesen 

Bogen  von  0  bis  —  wählen.  Das  auf  q  bezügliche  Integra- 
tionsintervall hingegen  umfasst  die  Werthe  von  q  =»0  bis 
Q  =  1.    Denn  weil  im  vorliegenden  Falle  das  Flächenelement 

da  ^=s  ? ?  den  Werth  f ,  ^  —  besitzt,  dieser  Ausdruck  aber 

cos  <p  Yi p«  ' 

nur  reell  bleibt^  solange  (>^  <  1  ist;  so  sind  offenbar  jene 
Werthe  q  der  Gleichung  1.  für  unser  Problem  ohne  Bedeu- 
tung; welche  den  zwischen  0  und  —  liegenden  Bogen  ^  ent- 
sprechen. Für  alle  diese  Winkel  können  daher  nur  0  und 
der  Kugelhalbmesser  1   die  Grenzen  der  Integration  nach  q 


*)  Man  vergleiche  hiermit  die  Polargleichung  9*==«'cos<9''  (1— tg-O**) 
der  LemniBcate. 
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sein.     Die  den  Bogen  von  d'  =  —  bis  ^  =  -^  entsprechenden 

Werthe  q  der  Gleichung  1.  dagegen  liefern  reelle  Ausdrücke 
iüi  da.    In  diesem  letztern  Falle  bestimmen  mithin  p  «=  0 

und  Q  =  y^  (1  —  tang  d"^)  das  Integrationsintervall  von  p. 
Fassen  wir  nun  dies  Alles  in  einen  Ausdruck  zusammen ,  so 
gewinnen  wir  die  Beziehung 


6         1  T       /la-tg^») 

0  0  £  ** 

6 

d.  g.  durch  Ausführung  der  Rechnung 


-pT*. 


Denn 


J 


0 

und 


4 


/rf «•  1/4  tg  d*  —  4  =   /  -  >^^^^i^-  d9 


'^(ssbi-O-* 


C  "6 

^  ff 

"4  4 


^  r_\d (tg «•)    _  r  2 C08 ^ rf^ 

J  JTig'^Ö^^^l         J  K2Bin^«-i* 


ff  _ 

6  6 


Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 


rp==  =  p-  lg  [«^ /y  +  f^+V^']  +  const. 


aber  erhält  man 


ff  Ä 

*/^0-l  =  Kf  jlg  [^tang^H-  ^-i+Jtang^Jj 

—  ff 

ff  B 
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und 

=^ig[^+i]. 

Nicht  so  einfach  würde  diese  letztere  Integralbestimmung 
sich  gestaltet  haben  ^    wenn   man   das  Integral    mittelst   der 

nahe  liegenden  Substitution  y^  ig  'S'^  —  ^  =  w  in  die  Form 


1 

0 


=  \V\  lg  («  /2 + ^i+  2«^)  -  i  y'2  -  i  ^2  lg  "^±if'l+--^«'1 

=  ^  lg  (j/3  +  ^^)  -  ^2  lg  (1  +  ^^2) 

umgesetzt  hätte.     Ausser  der  vorhin  angewendeten  Integral- 
formel hätte  man  alsdann  auch  noch  die  andere 

^£_=^=-- J_^_  log^y^5g+f,^^  +con8t. 

berücksichtigen  müssen. 


/^ 


§•  152. 
Anwendung  rSamlicher  Folareoordinaten. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  bedürfen  noch  insofern 
einer  VervoUstaufligung,  als  wir  mit  einigen  Worten  auch 
jener  Form  gedenken  müssen^  imter  der  bei  Benutzung  räum- 
licher Polarcoordinaten  das  im  Obigen  gewonnene  Oberflächen- 
integral erscheint. 

Bekanntlich  wird  bei  Zugrundelegung  eines  Polarcoordi- 
natensystemes  der  genannten  Art  jeder  Punkt  des  Raumes  als 
der  Durchschnitt  dreier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Flächen 
aufgefasst,  von  denen  die  eine  eben  ist,  die  beiden  andern 
hingegen  gekrümmt  sind.  Diese  letztern  werden  repräsentirt 
durch  eine  aus  dem  Pol  0  mit  dem  *  veränderlichen  Halb- 
messer Q  beschriebene  Kugelfläche  und  durch  einen  Rotations- 

Mktxb,  beitiinmta  Integrale.  31 
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kegel;  dessen  Spitze  im  Pol  liegt  und  dessen  erzeugender 
Winkel  0*  der  von  dem  Radius vector  q  und  der  Polarachse  OÄ 
eingeschlossene  Winkel  ist.  Die  Ebene  endlich  wird  dadurch 
•charakterisirt,  dass  sie  durch  die  Polarachse  OX  gehen  und 
mit  der  Polarebene  den  Winkel  (p  bilden  soll.  Die  Intervalle, 
innerhalb  welcher  die  drei  Veränderlichen  p,  &  und  9  sich 
zu  bewegen  haben;  um  sämmtliche  Punkte  des  unendlichen 
Raumes  umfassen  zu  können,  werden  gewöhnlich  in  der  Weise 
gewählt,  dass  p  alle  Werthe  von  Null  bis  -f-  oo?  der  Bogen  ^ 
die  Werthe  von  0  bis  ä  und  der  dem  Winkel  (p  entsprechende 
Bogen  alle  Werthe  von  0  bis  2  ä  anzunehmen  hat.*) 

Lässt  man  z.  B.  für  einen  durch  die  Coordinaten  p,  ^,  q> 
bestimmten  Punkt  M  die  Variabeln  &•  und  9?  beziehungsweise 
in  O"  +  dd'y  q>  -^  d(p  übergehen,  so  wird  durch  den  Durch- 
schnitt der  dem  Halbmesser  q  entsprechenden  Kugelfläche 
mit  den  beiden  Ebenen  und  den  beiden  Eegelflächen  das  Ele- 
ment o  der  Kugelfläche  erzeugt,  das  als  ebenes  Rechteck  an- 
gesehen und  daher  seinem  Inhalte  nach  durch  p^  sin  ^  ^^  dq}"^) 
dargestellt  werden  kann.  Die  ganze  Oberfläche  4  p^  sr  der 
Kugel  wird  folglich  durch  das  Doppelintegral 

Q^  J  dtp  J  d^  sin  ^ 

0  ö 

ausgedrückt. 

Wird  die  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  in  Polarcoor- 
dinaten  gegeben,  und  bezeichnet  alsdann  M  irgend  einen  der 
Punkte  dieser  Oberfläche,  welche  durch  das  System  der  oben  er- 
wähnten Flächen  bestimmt  werden,  so  wird  auf  jener  Oberfläche 
durch  den  Kegel,  dessen  Spitze  im  Pol  sich  beflndet  und  dessen 
Basis  das  Element  co  der  mit  dem  Halbmesser  q  aus  dem  Pol 
durch  M  construirten  Kugelfläche  bildet,  ein  Element  diS  erzeugt, 
dessen  Orthogonalprojection  auf  die  genannte  Kugelfläche  o 
heisst.  Da  nun  o  von  der  Projection  unendlich  wenig  ver- 
schieden ist,  welche  auf  der  im  Punkte  M  construirten  Tan- 
gentialebene der  Kugelfläche  erscheinen  würde;  so  darf  man 
offenbar  die  Relation  bilden 


*)  Dieser  letztere  Bogen  erhält  ebenfalls  das  Intervall  (0,  sr},  wenn 
9  als  algebraische  Grösse  auftritt. 

**)  Eigentlich  ist  ©  =  p»  sin  ^  //O-  //<p  (1  +  ^)  zu  setzen,  wo  lim  f =0. 
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,     p*  sin  d"  (!%•  d(p 

COB  tff  ' 

wenn  man  mit  ^  den  von  q  und  der  Normale  zur  Oberfläche 
eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet.  Um  aber  diesen  Cosinus 
mittelst  der  Veränderlichen  p, -9*,  9  auszudrücken,  bedenken 
wir  Folgendes. 

Die  im  Punkte  M  zu  den  Seiten  q  dd^  und  q  sin  d"  dq) 
des  krummlinigen  Viereckes  a  construirten  Tangenten  bilden 
mit  dem  Radiusvector  q  ein  orthogonales  Achsensystem,  auf 
das  wir  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  uns  für  den 
Augenblick  bezogen  denken  können.  Alsdann  sind  die  Coordi- 
naten  von  M  sämmtlich  mit  Null  gleichbedeutend,  die  den 
Zunahmen  q  dd'  und  q  sin  d'  d(p  der  beiden  andern  Coordinaten 
entsprechenden  Veränderungen  von  q  aber  werden  ausgedrückt 

durch  die  partiellen  Difierentiale  --J  dd"  und  ^  d(p.    Nennen 

wir  mithin  die  Verhältnisse  derselben  zu  den  Differentialen 
Q  dd"  und  Q  sin.  ^  dtp  beziehungsweise  p  und  q,  und  berück- 
sichtigen wir  endlich  die  bekannte  Beziehung 

1 

cos  g?  =  ---^ = 

so  erhalten  wir  jetzt  unmittelbar  für  ^^  die  Gleichung 

und  daher  wird  irgend  ein  Stück  S  der  Oberfläche  durch 
das  Doppelintegral 

ausgedrückt,  dessen  Grenzen  aus  den  Bedingungen  der  jedes- 
maligen Aufgabe  zu  entwickeln  sind. 

Die  soeben  entwickelte  Integralformel  verliert  offenbar 
ihre  Anwendbarkeit  in  den  Fällen,  in  welchen  die  Polar- 
gleichung der  Oberfläche  die  Grosse  q  nicht  enthält.  Ein 
solcher  Fall  würde  z.  B.  eintreten  bei  Berechnung  derjenigen 
Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt 
wird,   wenn  diese  an  einer  doppelt  gekrümmten  Curve  hin- 


♦)  Vergl.  §.  141. 

31* 
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gleitet  und  dabei  fortwahreud  durch  einen  festen  Punkt  geht. 
Wählt  man  nämlich  in  diesem  Falle  den  festen  Punkt  zunächst 
zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  und 
nennt  x^  y,  z  die  Coordinaten  eines  Curvenpunktes;  so  werden 

V  =  ^  X  und  Z  =  —  X  die  Gleichungen   des  ihm  entspre- 

chenden  Radiusvectors  sein.  Die  Elimination  von  x,  y,  z 
zwischen  diesen  und  den  beiden  Gleichungen  der  Curve  fuh- 
ren alsdann  zu  der  Gleichung  F  {Xy  F,  Z)  =  0  der  gesuchten 
Fläche.  Indem  man  nun  hierin  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten durch  Polarcoordinat«n  ersetzt  und  bedenkt ,  dass  zu 
bestimmten  d',  (p  unendlich  viel  q  gehören  müssen^  so  kann 
offenbar  die  transformirte  Flächengleichung  /(-O*,  g?)  ==  0  die 
Grösse  q  nicht  enthalten,  weil,  wenn  /*((>,  ^,  9?)  =  0  die  Trans- 
formation von  F{X,  Y,  Z)  =  0  wäre,  zu  bestimmten  ^,  (p 
eine  beschränkte  Anzahl  von  Werthen  des  q  gehören  würde. 

In  Fällen  dieser  Art  muss  man   das  für  rechtwinklige 
Coordinaten  geltende  Doppelintegral  /  j  dx  dy  j/r+  p^  -|-  q^ 

etwa  durch  Einführung  der  neuen  unabhängigen  Veränder- 
lichen Q,  d"  statt  X,  y  in  die  entsprechende  Form  umzusetzen 
suchen,  was  ohne  grosse  Mühe  möglich  ist,  wie  man  des 
Nähern  bei  Dienger  nachsehen  kann.*) 


§.  153. 

Yerwandlaug^  von  Doppelintegralen  mit  veränderlichen  Grenien 

in  sololie  mit  constanten  Grenzen. 

In  der  Lehre  vom  einfachen  Integral  haben  wir  die  ausser- 
ordentliche Tragweite  des  Theoremes  von  der  Umkehrung  der 
Integrationsorduung  bei  Doppelintegralen  mit  constanten 
Grenzen  in  sehr  ausführlicher  Weise  kennen  zu  lernen  Ge- 
legenheit gehabt.  Bei  Doppelintegralen  mit  variabeln  Gren- 
zen erfreuen  wir  uns,  wie  wir  durch  Dirichlet  wissen,  nur 
in  einem  speciellen  Falle  eines  ähnlichen  Yortheils,  nämlich 
dann,  wenn  in  dem  zu  behandelnden  Integrale  bloss  eine  der 
Grenzen  veränderlich  ist  und  zwar  mit  einer  der  unabhängigen 


*    Differential-  u.  Integralrechnung  Bd.  2.  S.  396—397. 
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Variabein  zusammenfällt.  Nicht  ohne  Interesse  dürfte  daher 
der  Satz  sein,  dass  jedes  Doppelintegral  mit  veränderlichen 
Grenzen  ohne  Mühe  in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen 
sich  verwandeln  lässt. 

•      In  der  That,  seien  in  dem  Integrale  fdxfq){x,  y)  dy 

die  Grenzen  x^  und  o:,  irgend  welche  Functionen  von  x. 
Setzt  man  nun 

y  =  ^0  +  («1  —  ^o)  ^y 

80  wird  offenbar  in  Bezug  auf  die  neue  Veränderliche  z  das 
Integrationsintervall  0  und  1  heissen  und  demnach  das  vor- 
gelegte Integral  in  das  folgende 

Jdx  (.r,  —  x^^)j(p  [Xy  Xq  +  (ajj  —  x^)  z]  dz 

«  0 

übergehen.  Daraus  aber  fliesst  weiter,  wenn  man  für  den 
Augenblick  x^  mit  Null  identificirt  und  wieder  y  statt  z 
schreibt: 

JdxJq){Xyy)  dy  =  J x^  dxJq>{xyX^  y)  dy, 

a  0  a  0 

Und  da  nun  immer  die  Beziehung  gilt 

fdxftp(x,  y)  dy  =J  dxj<p(x,  y)  dy  —  Jdxjip{x,  y)  dy, 

a  Xq  «  U  m  0 

SO  findet  auch  allgemein  die  Gleichung  Statt: 

A  .Ti  b  \  Ä  l 

I.  Jdxjip  {x,  y)  dy  =Jx^  dxjq)(x,  x^  y)  dy  —fx^  dxjtp {x^^  y)dy*) 
1.     Sei  beispielsweise  das  Integral 


r»—  X» 


u  =  r  I  dx    I  .j^^=^M=r^ 


0  rp^ 


r' — rx 


*)  Abgesehen  von  dem  soeben  MitgetheÜten  laust  sich  das  ursprüng- 
liche Doppelintegral  auch  mittelst  der  Substitution 

2/  =  i  (a?ü  +  ici)  +  i  (^1  —  ^*ü)  - 
in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen  umsetzen.    Auf  diese  Weise 
nämlich  erhält  man  sogleich 

dxj(p{x,  y)  dy  =  \JdxJfp  [x,  \  [x^+x^)  +  i(irt— a?o)y]  f»,— iCo]  dy. 

a  Xq  a  —  1 

Yergl.  Baabe.    Integrakechnong.    Thl.  II,  Abthl.  1,  S.  434. 
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zu  bestimmeu.  GeoDietrisch  gedeutet  drückt  dasselbe  deu 
jenigeu  Theil  der  auf  rechtwinklige  Achsen  bezogenen  Kugel- 
flache  x-  +  y*  -{-  z^  =  r^  aus,  welcher  auf  der  Seite  der  posi- 
tiven y  und  z  innerhalb  des  Cylinders  x^  —  r  a;  +  z-  =  0 
liegt.  Denn  eliminirt  man  vorerst  aus  den  beiden  gegebenep 
Gleichungen  die  Grösse  z,  so  erhält  man  die  Relation  y^=r^—rXf 
und  diese  zeigt,  dass  die  Projection  des  Durchschnittes  der 
Kugel-  und  Cylinderfläche  auf  die  a:y- Ebene  eine  Parabel 
bildet.  Denkt  man  sich  nun  den  frühem  Lehren  gemäss 
die  von  dieser  Parabel  und  dem  Kreise  y^  =  r^  —  x^  begreszie 
Fläche  in  Elemente  zerlegt  und  jedes  derselben  mit  dem  ent- 
sprechenden Projectionsfactor  ^1  +  P^  +  Q^  =  i7===- 

r  r*  —  x*  —  y* 

multiplicirt,  so  findet  man  durch  Vereinigung  aller  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Elemente  den  Inhalt  des  oben  erwähnten 
Kugelflächentheils  durch  Bestimmung  des  Integrales  r/. 

Wie  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  erhellt,  ergiebt 
sich  in  dieser  Hinsicht  zunächst  die  Gleichung 

"  =  (dx  Y?^-:?  r  ''^-_- .  _..  ~  fdx  yV^-rx  I-   ^-^^'.-^^ 

0  0  0  0 

r  1  r  1  •  r  1 

/   ,      /*    rfy     I  ^    i/r^—rx  l  dy         m /-  /*        /* dy 

Und  weil  nun 

r  i  l  r  \ 

0  0  0  0  0 

1 
--2/r  re/y/l--y^  =  2^r  fi^ai'csinf/^^— |arcsinll==j/'r, 

so  folgt  schliesslich 

Dass  man  übrigens  das  Integral  u  auch  ohne  Hülfe  des  vor- 
hin benutzten  Theoremes  leicht  hätte  ermitteln  können,  bedarf 
keiner  nähern  Erörterung*). 


*)  Vergl.  z.  B.  Moigno.    Calcul  integral  §.  78. 
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2.     Behufs  eiuer  ferneren  Anwendung   des  obigen  Lehr- 
satzes suchen  wir  noch  den  Werth  des  Integrales 

i_ 

u=  I  dx  I  x^-^  y*-*  dtj 

zu  bestimmen^  in  welchem  die  Constanten  cLj  ß\  a,  l>\  p,  fjy 
sowie  die  Veränderlichen  Xy  y  positiv  sein  sollen.  Man  hat 
hier  zunächst  die  Gleichung 

diese  aber  verwandelt  sich,  sofern  ax  statt  x  geschrieben 
wird,  sofort  in  die  andere 

11  — 

ti  =  a«  /J*    I  dx  I  .r"- *  Fl  —  ^'' 1    y*"*  ^l/' 

0  Ü 

Und  hieraus  nun  erkennt  man  augenblicklich,  wenn  man  die 
in  §.  60.  bewiesene  Formel 

xP-i  (1  — .  a;«)  dx  =*—         ^  ^    "^ 

0 

beachtet^  dass 


/T'-?) 


ist.  Dieses  schöne  Resultat  bildet  einen  speciellen  Fall  eines 
von  Dirichlet  gefundenen  Theoremes,  dessen  Mittheilung  spä- 
ter erfolgen  wird.  , 
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wo  a  lind  /3  positiv  sind,  mittelst  der  Substitutionen  a;  =  MCOsr, 
y  =  1/  sin  t;  transformirt  werden,  so  erhält  man  zunächst  durch 
Elimination  der  Veränderlichen  u  die  Gleichung 


y  


X 


=  tang  V. 


Nun  zeigt  aber  einerseits  die  Relation 

— =  tang  V, 

dass  för  .t  =  0  uud  x  =  a  die  Variabele  v  bezüglich  die 
Werthe  *  uud  0  erwirbt.  Audererseits  dagegen  folgt  aus 
der  Gleichung 

y/J^l  — J  =  Msinj;, 

wenn  man  hierin  y  nach  einander  die  Werthe  0  und  1 
beilegt,     dass    die    entsprechenden    Werthe    von    u    0    und 

_     _____  heissen.    Da  nun  endlich 

cos  ü*  j^  sin  ü* 

I   /^^  ^y ^^  ?y\  ^^  j^ 

—  \du  dv         dv  duj 

ist,  so  erhält  man  schliesslich  die  Gleichung  * 

5  =   1  tfr   /  tt  du, 

0  0 

mit  deren  weiterer  Behandlung  wir  uns  bekanntlich  schon 
früher  beschäftigt  haben  (§.  137.).  In  BetreflF  ihrer  Uerleitung 
aber  beachte  man  noch  Folgendes. 

Aus  dem  Gange  .der  Rechnung  geht  ohne  Zweifel  hervor, 
dass  man  zuerst  die  Gleichung 

a  1  1  a  

0  0  0  0 

berücksichtigte,    darauf  x  durch  v   vermöge   der  Beziehung 
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^  ß  y  1  —  -^  =  tang  V  ersetzte,  alsdann  die  Ordnung  der  auf 

M>  r  OL 

V  und  y  bezüglichen  Integrationen  vertauschte  und  nun  end- 
lich u  an  die  Stelle  von  y  treten  Hess. 
2.    Sei  ferner  das  Integral 


a 

a  a 


s^jjf{x,y)dxdy,    a>0,   a-^>0 

0    0 

mittelst  der  Gleichungen  x^^uv,  y=u{l — v^)  umzuformen*). 
Man  gewinnt  hier  vorerst  die  Beziehungen 

du  ^    dv  'du  '  dv  ' 

Nun  wird  vermöge  der  Gleichung 

für  o;  =  0  auch  v  =  0,  f ür  o;  =  a  hingegen  ist  i;  =  1 ,  und 
üusy{a  —  '^'\  =  u{l-v^),  d.h.  ya=u{l  —  v^)  ^^'^ 

entspringen  die  Werthe  w  =  0,  w=a,  je  nachdem  nämlich 
y  =  Ü,  oder  =  1  gesetzt  wird.    Daher  die  Relation 

s  =fdufdv  f[uv,  u{\  —  t;2)]  w(l  +  v^). 

0  0 

Aus  ihr  erkennt  man  noch,  dass  s  auf  das  einfache  Integral 

% 

sich  reducirt,  wenn  fix^y)    die  Derivirte  q>' {^x^ -\- y'^)  be- 
deutet. 

3.    Führt  man  in  das  Integral 

dx 


^^'J  J/i^  —  x^  —  y^  dy 


die  neuen  Veränderlichen  u,  v  mittelst  der  Gleichungen 


*)  Vergl.  Schlömilch  in  der  Zeiigchrifb  für  Math.  u.  Physik,  Jhrg.  1. 
Litteraturzeitimg  S.  43. 
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X  =  ^-,^r-„  y 


V  UV 

ein,  so  erhält  man,  wenn  vorerst  die  Integrationsgreuzen 
unterdrückt  werden,  wegen 

dx  u  V  dx  1 

du  ~y~iZ^u')i^  d~v~Yl+^^^ 

dy  __       u  dy  ^__  ^  l  +  u^  —  u^ 

also 

ex  dy  _  r)x  dji        _  »("*.+!).    w  2  _    1  _    2  _  i/;i2ZriA'- 

r  /  ^a;  tfy  ^Ä^ -^^^7^  =  +    Cj  ^f^f  v  du  dv. 

T/"i 2 

Nun  zeigt  aber  die  Gleichung  —  -  — —  =  u,  dass  für  o;  =  0 
und  o:  «==  c  die  Veränderliche  u  die  entsprechenden  Werthe 
w==oo  und  tt=0  annimmt;  die  Gleichung  y  j/c^ — x^=  1/-—  > 

d.  h.  y^c"^  —  T^L"  « '^  iX"«  dagegen  lehrt,  dass  für  y=0  und 

y  =  1  die  Veränderliche  v  beziehungsweise  mit  0  und  1  iden- 
tisch wird.    Und  daher  hat  man  die  Beziehung 

0  0  0 

Wenn  man  beachtet,  dass  die  positiven  Variabein  x^  y 
augenscheinlich  die  Bedingung  x^+y*^c^  befriedigen  müssen,* 
so  folgen  die  Grenzwerthe  der  Veränderlichen  w,  v  auch  ohne 
Hülfe  der  oben  benutzten  Gleichungen.  Denn  ersetzt  man  in 
der  angezeigten  Bedingung  x  und  y  durch  die  neuen  Ver- 
änderlichen u,  V,  so  müssen  diese  der  Ungleichheit  v^  <  c- 
genügen,  mithin  ist  die  Integration  nach  v  auf  alle  Werthe 
von  t;  =  0  bis  t;  =  c  auszudehnen.  Und  da  nun  ausserdem 
die  vorstehende  Bedingimg  für  jedes  positive  u  befriedigt  wird, 
so  hat  man  dieses  von  0  bis  00  zu  wählen. 


*)  Vergl.  §.  141,  Beispiel  3. 
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Berechnung  der  Oberfläche  dee  dreiachsigen  EUipsoideB. 

§.  155. 
Einleitende  Betrachtungen. 

Nachdem  wir  in  den  vorausgegangenen  Entwicklungen 
mit  einer  gewissen  Ausführlichkeit  sowohl  einige  der  wesent- 
lichsten jener  Beziehungen,  von  denen  man  in  den  Elementen 
der  Integralrechnung  bei  der  Bestimmung  der  Inhalte  von 
Flächen  und  Körpern  Gebrauch  macht;  uns  ins  Gcdächtniss 
zurückgerufen;  als  auch  die  nöthigen  auf  die  Transformation 
bestimmter  Doppelintegrale  bezüglichen  Lehren  vorgeführt 
haben;  beschäftigen  wir  uns  zum  Schlüsse  unserer  Betrach- 
tungen über  Doppelintegrale  noch  mit  einigen  besondem  Fällen 
derselben.  Und  zwar  werden  ,wir  zunächst  das  Problem  der 
Oberflächenberechnung  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  behan- 
deln. Diese  Aufgabe  ist  gerade  desshalb  von  der  grössten 
Wichtigkeit  für  uns,  weil  sie  den  Anstoss  zur  Entwicklung 
einer  äusserst  sinnreichen;  von  Catalan*)  herrührenden  Reduc- 
tionsmethode  vielfacher  Integrale  uns  geben  wird.  Dabei 
werden  wir  freilich  nur  in  Betreff  der  Hauptpunkte  des  rein 
analytischen  Processes  uns  enger  an  den  franzosischen  Mathe-, 
matiker  anschliesseU;  die  geometrischen  HülfsvorstellungeU; 
welche  von  Catalan  bei  der  Entwicklung  seiner  Methode  in 
dem  besondem  Falle  der  Quadratur  der  EUipsoidenfläche  zu 
Grunde  gelegt  wurden;  ersetzen  wir  dagegen  lieber  durch 
die  zweckmässigeren  und  einfacheren  Dirichlefschen  An- 
schauungen; bei  der  ßeduction  des  sich  ergebenden  elliptischen 
Integrales  auf  die  Normalformen  der  ersten  und  zweiten  Gat- 
tung der  elliptischen  Integrale  endlich  befolgen  wir  mit  Dirichlet 
das  Verfahren  Lobatto's**).  B^vor  wir  aber  zu  den  ange- 
deuteten Untersuchungen  selbst  übergehen;  wollen  wir  erst 
mit  Dirichlet  in  einer  kurzen  Skizze  die  eigenthümlichen 
Schwierigkeiten,  mit  denen  das  vorgelegte  Problem  zu  kämpfen 

*)  Memoire  sur  la  reduction  d'une  claBse  d'intägrales  multiples. 
Liouville.  Journal,  t.  4,  p.  323—344. 

**)  Note  sur  Tävaluation  de  la  surfoce  de  rellipsoide  ä  trois  axes 
inägauz.    Liouville.    Journal,  t.  6,  p.  115—119. 
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bat,  uns  klar  zu  machen  suchen.    Die  Vorzüglichkeit  der  neuen 
Methode  wird  dadurch  um  so  glänzender  hervortreten. 
Sei 

1 


(f)*+(-o'+(fy= 


die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogene  Ellip- 
soidengleichung.  Da  hiemach  das  EUipsoid  eine  völlig  sym- 
metrische Lage  gegen  unser  Achsensystem  besitzt,  so  komiten 
wir  bei  der  Berechnung  seiner  Oberfläche  offenbar  auf  die 
positiven  Werthe  von  x^y^z  uns  beschränken,  indess  werden 
wir  auch  negative  x  und  y  zulassen,  also  gleich  die  halbe 
Oberfläche  des  EUipsoids  zu  bestimmen  suchen.  Den  in  §.  150. 
gepflogenen  Betrachtungen  gemäss  haben  wir  daher  zunächst 
das  Doppelintegral 

fdö  /l  +  p2  +  q^ 

in  die  für  den  vorliegenden  Fall  Statt  findende  Form  umzu- 
setzen.   Nun  ist 

dz__  (y^x   dz  __  (y_yy_    f7_Y_  i 


also  der  Projectionsfactor  ^1  +  P^  +  Q^  niit 


1— 


1-^ 


S](5)-['-«©' 


-(ly-d)' 

und  daher  das  Doppelintegral  fda  ]/l  +  p^  -f"  ^^  ^^^ 


dx  dy 


} 


JJ"'i     -©'-©' 

gleichbedeutend,  dessen  Grenzen  durch  die  Ungleichheit 

'  >  ($)  +  (I)' 

regulirt  werden.    Ein  Integral  dieser  Art  aber  lässt  sich  weder 
nach  X,   noch  nach  y  unbestimmt  integriren.     Wir  müsseu 
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mithin  versuchen;  ob  nicht  wenigstens  die  eine  der  Integra- 
tionen ausführbar  wird,  wenn  wir  die  Projection  unseres  EUip- 
soides  auf  die  a;^'Ebene  durch  andere  als  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  in  Elemente  zerlegen.  Diese  Vermuthung  gewinnt 
um  so  grössere  Berechtigung,  wenn  wir  beachten,  dass  die 
Projection  des  EUipsoides  von  einer  Ellipse  begrenzt  wird  und 
dass  also  vielleicht  die  Anwendung  der  Ivory'schen  Substitu- 
tion den  angedeuteten  Vortheil  herbeiführen  würde.  Und  in 
der  That,  setzt  man  a;  =  a  A  cos  i/,  y  =  ^A  sin  v,  so  ver- 
wandelt sich'  den  in  §.  139.  angestellten  Betrachtungen  zufolge 
unser  Doppelintegral  sogleich  in 


Xdv 


KT-X* 


und  kann  folglich  in  Bezug  auf  A  der  unbestimmten  Integra- 
tion unterworfen  werden*).  Denn  schreibt  man  yi  —  X^  =  m 
und  nennt  a  die  von  X  unabhängige  Grösse 


*)  Ausser  der  Ivory'schen  Substitution  würde  auch  z.  B.  durch  Ein- 
führung der  Variabebi  ^,  tp  statt  o?,  y,  z,  wenn  jene  mit  diesen  durch 
die  Gleichungen 

or  =  a  sin  ^  cos  <p,    y  =^  ß  sm  ^  sintp ,    z  =  y  cos  <8' 

verbunden  sind,  die  eine  der  Integrationen,  nämlich  die  nach  ^,  voll- 
ziehbar werden.  Von  einer  ganz  analogen  Substitution  macht  auch 
Plana  in  seinem  „Memoire  sur  Texpression  analytique  de  la  surface  totale 
de  Pellipsoide  dont  les  trois  azes  sont  inägaux;  et  sur  Tevaluation  de 
la  surface  d'une  voute  sjrmmetrique ,  a  la  base  rectangulaire,  retranch^e 
dans  la  moiti^  du  mSme  ellipsoide;"  Grelle.  Journal,  Bd.  17,  S.  345  if. 
Gebrauch. 

Die  Benutzung  der  Ivoiy'schen  Substitution  empfiehlt  sich  —  wie  aus 
dem  Vorstehenden  unmittelbar  erhellt  —  überhaupt  bei  dem  Doppel- 
integrale 


I  dx  I  dyf{x,tj) 


—  a 


oder,  wenn  man  sich  bloss  auf  positive  x  und  y  beschränkt,  bei  dem 
folgenden 
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SO  geht  das  Integral 

1 _^ 


über  in 


1 


Ein  unbestimmtes  Integral  dieser  Form  aber  ist  bekanntlieh 
auf  logarithmische  oder  cyklometrische  Functionen  zurQck- 
führbar,  je  nachdem  nämlich  a^O  ist.  Jeder  dieser  Fälle 
kann  hier  eintreten^  es  hängt  dies  lediglich  von  der  Bedeutung 
der  Grösse  y  ab.  Bezeichnet  nämlich  y  die  kleinste  der  Halb- 
achsen des  EUipsoides^  so  ist  offenbar  a  positiv;  dagegen  fQhrt 
a  das  Minuszeichen ;  wenn  y  die  grosste  der  Halbachsen  vor- 
stellt. Und  drückte  endlich  y  die  mittlere  Halbachse  aus^  so 
wäre  a  für  gewisse  Werthe  von  v  grosser,  für  andere  v 
hingegen  kleiner  als  Null.  Diesen  Fällen  entsprechend, 
müsste  daher  jetzt  eine  Zerlegung  des  Integrales  eintreten, 
indess  lässt  sich  diese  unnütze  Schwierigkeit  vermeiden,  wenn 
man  —  wie  dies  später  geschehen  wird  —  gleich  im  Voraus 
eine  gewisse  Bangordnung  unter  den  Halbachsen  festsetzt. 


j  dx  j  f{xyy)dy. 


U  0 

Denn  man  gelangt  dadurch  sofoit  zu  Integralen  mit  constanfcen  Grenzen, 
nämlich  den  beiden  Fällen  entsprechend  zu  den  nachstehenden 

aßfdXflf{aXcoBv^ßXnnv)dv  und  aß fdXfXf {aXcoiVyßXanv)  dv^ 

0         0  0  0 

und  hieraus  schliesst  mau  ohne  Weiteres,  dass  das  vorgelegt  Integral 
auf  ein  einfaches  sich  zurückfahren  lässt,  wenn  f{x,  y)  eine  Function  von 

~+^^  vorstellt.   Vergl.  Schlömilch.    Zeitschrift  für  Math,  und  Physik, 
Jahrg.  1,  Litteraturzeitung  S.  43. 
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Nach  ErmitÜung  der  in  fduyi  —  a  +  at/^  enthaltenen 
Elementarfunctionen  müsste  nun  die  Integration  nach  v  voll- 
zogen werden;  allein  diese  ist  unmöglich ^  weil  die  jetzt  auf- 
tretenden Integrale  in  die  Klasse  der  elliptischen  gehören. 
Dieselbe  Erscheinung  einer  nicht  ausfuhrbaren  unbestimmten 
Integration  würde  sogar  wieder  gleich  anfänglich  sich  gezeigt 
haben,  wenn  man  mit  der  nach  v  hätte  beginnen  wollen. 

_  In  was  für  Formen  man  nun  aber  das  ursprüngliche  In- 
tegral auch  darstellen  möge,  der  Erfolg  aller  Bemühungen 
bleibt  stets  der,  dass  bei  einer  etwaigen  doppelten  Integration 
höchstens  nur  nach  einer  der  Veränderlichen  integrirt  werden 
kann.  Das  Ziel  unserer  Bestrebungen  kann  daher  auch  nur 
dieses  sein,  in  der  kürzesten  und  elegantesten  Weise  das 
ursprüngliche  Doppelintegral  auf  die  Normalformen  der  ellip- 
tischen Integrale  zu  reduciren.  Dies  aber  leistet  im  hohen 
Grade  die  von  Catalan  erfundene  Methode,  indem  durch  sie 
sofort  ein  einfaches  Integral  sich  ergiebt,  das  —  wie  schon 
angedeutet  —  nach  Lobatto's  Vorgänge  mit  dem  geringsten 
Aufwände  von  Rechnung  in  die  kanonische  Form  der  ellipti- 
schen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sich  umsetzen 
lässt.  Die  Ermittlung  jenes  einfachen  Integrales  hingegen  ge- 
schieht in  der  elegantesten  Weise,  wenn  man  mit  Dirichlet 
die  ganze  Oberfläche  des  halben  EUipsoides  in  Streifen  zer- 
legt, deren  Projectionen  in  der  xy-Ehene  durch  concentrische 
Ellipsen  begrenzte  Ringe  bilden,  alsdann  die  Werthe  dieser 
Ringe  ermittelt  und  nun  wieder  von  ihnen  auf  die  Grösse  der 
entsprechenden  ellipsoidischen  Streifen  zurückschliesst. 

§.  156. 
Darstellnng  der  Catalau-Lobatto-Dirichlet'schen  Methode* 

Indem  wir  jetzt  zur  ausführlichen  Darstellung  der  vorhin 
erwähnten  Dirichlet'schen  Behandlungsweise  der  Gatalan'schen 
Methode  selbst  übergehen,  setzen  wir  gleich  im  Voraus  zwi- 
schen den  Halbachsen  a,  ß,  y  des  EUipsoides  die  B^iehung 
y  <  /J  <  a  fest,  wobei  in  besondem  Fällen  auch  das  Gleich- 
heitszeichen erscheinen  darf  mid  nennen  in  dem  Doppelin- 
tegrale 

Mkykr,  bestimmte  Integrale.  32 
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S  =   /  y  dx  dy  7/ 


-(J)'-(f)' 


um  der  Kürze  willen 


1— 4=^*S  1—  «1=  «*  und 


^-  =  f2  und   7/  -  «  P 


Da  nun  geometrisch  genommen  u  die  8eeante  der  Winkel  be- 
deutet, welche  die  in  den  einzelnen  Punkten  des  EUipsoides 
construirten  Tangentialebenen  mit  der  .ry-Ebene  einschliessen; 
so  können  wir  ofTenbar  alle  diejenigen  Oberflächenpunkte  zu 
bestimmen  suchen,  für  welche  die  Beruhrungsebenen  gleiche 
Neigung  gegen  die  Projectionsebene  besitzen,  fiir  welche  also 
u  constant  ist.  Quadriren  wir  zu  dem  Behufe  die  für  u  gel- 
tende Gleichung,   so  kommt  nach  einer  einfachen  Reduction 


M«— 5«  a^    ,    M«— f»  y« 


und  folglich  projiciren  sich  alle  jene  Punkte  auf  der  a:y- Ebene 
in  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen 


«/S- /«  "°<^  ^  /^^  _T« 


heissen.  Daraus  aber  fliesst  sogleich  weiter,  dass  die  den  ver- 
schiedenen Werthen  von  u  entsprechenden  Ellipsen  sich  nie- 
mals schneiden  können.    Denn  da 

ist  und  da  ä^,  £^  zu  den  echten  Brüchen  gehören,  u^  aber  die 

Eins  überschreitet,  so  müssen  offenbar  -^ — -.•  und  -; =  um 

SO  kleinere  Werthe  erwerben,  je  grösser  u  wird.  Die  Halb- 
achsen der  Ellipsen  müssen  daher  mit  u  wachsen,  und  folg- 
lich können  diese  keine  gemeinsamen  Punkte  besitzen.  Die 
blosse  Anschauung  führt  sogar  schon  zu  derselben  Folgerung^ 
weil  mah  bei  Annahme  des  Gegeutheils  die  Absurdität  be- 
haupten müsste,  dass  jeder  Durchschuittspuukt  die  Projection 
eines  solchen  Punktes  der  Ellipsoidenfläche  sei,   in  welchem 
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die  Berührungsebene  zwei  verschiedene  Neigungen  gegen  die 
a;^-Ebene  besässe. 

Die  irgend  einem  bestimmten  u  entsprechende  Ellipsen- 
fläche wird  ihrem  Inhalte  nach  bekanntlich  durch 

dargestellt;  und  demnach  muss  der  zwischen  je  zwei  um  du  von 
einander  entfernten  Ellipsen  befindliche  Ring  seiner  Grösse  nach 

bis  auf  ein  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  mit  a  ß%—  ^^ 

übereinstimmen.   Der  entsprechende  ellipsoidische  Ring  besitzt 

mithin  die  Grösse  aßicu--  du.  und  sonach  wird  durch  Sum- 

•^         au 

mation  aller  dieser  Streifen  die  halbe  Oberfläche 


S  =  a  ßjc   I  u  --  d u 


des  Ellipsoides  gewonnen.  Der  Umfang  der  Integration  er- 
streckt sich  dabei  von  t/  =  1  bis  w  =  oo;  denn  augenschein- 
lich bestimmt  der  Schnittpunkt  der  2:-Achse  mit  der  Oberfläche 
des  Ellipsoides ;  derjenige  Punkt  also,  in  welchem  die  Be- 
rührungsebene parallel  mit  der  Projectionsebene  läuft,  den 
Anfang  der  Integration;  die  obere  Grenze  hingegen  ergiebt 
sich  dadurch,  dass  in  dem  Durchschnitte  des  Ellipsoides  mit 
der  a;y-Ebene  die  berührenden  Ebenen  senkrecht  zur  Pro- 
jectionsebene stehen. 

Die  soeben  entwickelte  Gleichung 


ao 


1.  S=aß7C  fuf^du 


1 

bedarf  jetzt  der  weitem  Behandlung.  In  dieser  Hinsicht  wer- 
den wir  zunächt  den  DiflFerentialquotienten  —  aus  dem  In- 
tegrale zu  entfernen  suchen  und  uns  dazu  der  partiellen  In- 
tegration bedienen;  sie  giebt  sogleich  zu  erkennen,  dass 


2.  f^^^^  =  '^^—  f^  ^"• 


Geht  man  nun  aber  von  dem  unbestimmten  zu  dem  bestimm- 
ten Integrale  über,  so  wird  nicht  bloss  u  U,  sondern  auch 
fU  du  für  tt  =  cx)  unbegrenzt  wachsen.    Unser  Augenmerk 


32 
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muss  mithin  darauf  gerichtet  sein^    durch  zweckmässige  Be- 

handlang  des  Integrales  j  U  du  aus  demselben  dasjenige  Glied 

auszuscheiden  9  welches  das  in  u  U  enthaltene  Unendliche  an- 
nuUirt.    Zu  dem  Behufe  werden  wir  das  Integral 


/-"  =/^ 


das  augenscheinlich  zu  den  elliptischen  gehört;  indess  noch 
keineswegs  auf  die  Normalformen  derselben  zurückgeführt  ist, 
auf  diese  reduciren.  Offenbar  aber  würde,  weil  w  >  1  und 
ausserdem  «^  <  8^  ist,   dies  verlangen,   dass  wir  zuvorderst 

die  Variabele  u  durch  —  und  hierauf  w«  durch  sin  q>  ersetzen. 

Indessen  können  wir  gleich  beide  Substitutionen  mit  einander 

verbindöh ,   also  u  ==  - —  wählen.    Führen  wir  nun  die  des- 

'  am  q> 

fallsige  Rechnung  aus,  so  ergiebt  sich  vorerst  für  das  unbe- 
stimmte Integral  die  Gleichung 

rudu=^\  p'--f<p'_^^,i  r^.^__^  r.  -^t  ^ 

f  d  J  J        smq)*         oj     d  f   sin  q>' .  ^ 

und  hieraus  folgt  wegen  z/  =  X/  1  —  |j  sin  9?^  und 

^  +  ^  sin  qp* 


sin  qp*  . 


/i  Bin  qp*  ^ 


jvau  =  1  (1  -  .^)  ß  -  öf 


d  dtp 


sin  qp' 

Durch  theilweise  Integration  aber  entspringt  ferner 
und  daher  wird 

*)  Man  beachte,  dass 
cotg  9(/^ ^.  ~  "^^    *?  =  (^l--j-J __(^l-_sin<)E.*j# 

ist. 
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Werden  jetzt  beide  Seiten  dieser  Gleichung  um  die  Grösse 
uU^-.'-  ^- '^  yermindert,  so  entspringt 

Bin  <p  a  cos  q> ,  J  '  r      o 


CüdU'^uU='(j  -  8\   /' 


+  8   Cjdq>  +  8J  cotg  ip-J—  %f^-^, 

'         f  ^    '  ®  ^        sin  9    ^z/  cos  €p   ^ 

eine  Relation,  aus  der  nun  durch  die  einfachste  Rechnung  die 
Endgleichung  für  S  sich  erzielen  lässt. 

Da  u  =  -; —  ipesetzt  wurde,  so  wird  für  w=l  die  Grösse 
sm  9  ^  ' 

(p  augenscheinlich  den  Werth  arc  sin  d  =  A  besitzen ,  wo  A 
zwischen  0  und  +  s"  ^^^^  befindet;  der  u=oo  entsprechende 

Werth  von  <p  hingegen  heisst  0. 

Mithin  ergiebt  sich  jetzt  die  Beziehung 

11  0 

X  X 

+  8  fjdq>  +  \8^  cotg  9?  -  .^-  ^'^'' 

0  " 

und  hieraus  erkennt  man  mit  Beachtung  der  Gleichung 
sin  A^=sin  (arc  sin  8Y  =^  8^  ohne  Weiteres,  wie  zweckmässig 
es  war,  in  der  unmittelbar  vorhergehenden  Relation  zwischen 
den  unbestimmten  Integralen  das  dritte  Glied  rechte  nicht  in 
vereinfachter  Gestalt  darzustellen.    Nun  ist 


d^  =  d^l_g8ing>2^ 


sonach  geht  für  tp  =  X    8/1  in.  8y\  —  b^  =  ~-     über,     die 

Grosse  cotg  tp  ferner  verwandelt  sich  für  g>  =  A  in  T"  =-ns, 
und  demnach  ist  \8d  cotg  opl  =  -^. 

^  ®  ^^<p=X     «ß 

Für  03  =  0  daceiren  wird  8^  cot<?  op : —  am  y 

^  -oo  o^         Biii<pz/5co8q? 

die  unbestimmte  Form  cx>  —  oo  annehmen.  Schreibt  man  aber 
den  hier  in  Betracht  kommenden  Ausdruck  in  der  neben- 
stehenden Gestalt 
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I       am  qo        j  g,n  ^  cos  qp  J 


/ß  cos  9*  —  1 
z/  sin  9  cos  <p 

t 


l+^jCOS^« 

=  —  d  -7-^ sin  op^, 

SO  zeigt  sich^  dass  cx)  —  cx)  mit  Null  gleichbedeutend  ist.    Und 
daher  wird  jetzt 

11  0  0 

d.  h.,  wenn  -jr  und  d  durch  die  mit  ihnen  äquivalenten  Aus- 
drücke  ,^-^_^,  ^— ersetzt  werden, 


S  = 


-  [y'  +  rf^./':l  +  ^  ^^'^^'^^'^'^^ 


oder  mit  Benutzung  der  Legendre'schen  Bezeichnungsweise  der 
elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 

tAT? 

Vollständige  Integrale  können  in  dieser  die  halbe  Ober- 
fläche des  dreiachsigen  Ellipsoides  darstellenden  Formel  die 
Functionen  F  und  E  niemals  werden,  weil  ja  dann  wegen 

A  =  ^  die  Grösse  VI  —  ~  den  Werth  1  annehmen  und  so- 

nach  y  der  Null  gleich  sein  müsste.  Dagegen  vereinfacht  sich 
der  vorstehende  Ausdruck,  wenn  der  Modul  /:  =  1 ,  oder  =  0, 
also  a  =  ß,  oder  y=ß  wird.  Obgleich  die  alsdann  Statt 
habenden  Relationen  bekanntlich  auf  sehr  elementare  Weise 
sich  erzielen  lassen,  so  wollen  wir  doch  den  hier  sich  dar- 
bietenden Weg  ihrer  Begründung  nicht  mit  Stillschweigen 
übergehen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  letztem  Fall,  so  muss  das 
Ellipsoid  ein  Revolutionsellipsoid  sein,  entstanden  durch  Bota- 
tation  einer  EUipse  um  ihre  grosse  Achse  2  a.  Alsdann  aber 
hat  man 
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I  -^  =  I  ^ä(p  =  arc  sin  8 


0  u 

und  folglich 
S  =  %  f/J^  +      _'^'  _  arc  sin  *  +  /S  y'^^~I~ß2  arc  sin  dl 

=  :nr/S  //?  +  ^  arc  sin  dV 

Daraus  fliesst  weiter,  wenn  man  *  =  0,  also  a  =  ß  setzt, 
der  bekannte  für  die  Oberfläche  der  Halbkugel  geltende  Aus- 
druck 23ra2^  welcher  übrigens  auf  diesem  Wege  am  einfach- 
sten aus  der  Form 

entspringt. 

Wird  endlich  der  Modul  /:=  1,  demnach  das  EUipsoid 
ein  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  2y 
erzeugtes  EUipsoid,  so  gelten  die  Beziehungen 

/i?-/ö^ -['««-« (1+1)] 

lg  I  COB  ^  +  Sin  ;r  I  i 

0 

also 

§.  157. 


00 


Umforinung  des  Integrales    /  u  -r-  du  durch  Ausffthmiig  der  Dif- 


1 

ferentiation«   —   Verfall  reu   Scblöiiiilch's«   —   Rein   analytischer 
Charakter  der  Catalan'schen  Beductionsmethode. 

I.    Die  im  Vorhergehenden  gelehrte  Behandlung  des  In- 
tegrales 

OD 


S=aßx  fu'-du 
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hatte  augenscheinlich  den  Zweck  ^  dasselbe  in  der  einfachsten 
Weise  auf  die  in  Betracht  kommenden  Normalformen  der  ellip- 
tischen Integrale  zurückzufiihren.  Wäre  es  dagegen  bloss 
unsere  Absicht  gewesen;  jenes  Integral,  d.  h.  das  Doppelin- 
tegral 

auf  einfache  Integrale  überhaupt  zu  reduciren,  so  hätten^ wir 
ein  solches  Ziel  auch  folgendermassen  erreichen  können.  Be- 
achtet man  nämlich;  dass 

udu /l  —  9*    ,     1  —Jb\\ 

ist;  SO  ergiebt  sich  sofort 


OO  00 


In  einer  andern  Gestalt  lässt  sich  übrigens  diese  Gleichung 
noch  darstellen;  wenn  man  erwägt;  dass 

ds  [yi^^rzz  ßt)  (u*  _  gl) j     j^(„t  —  ßty  (tt«  —  fit) ' 

ist.    Dadurch  nämlich  erhält  man  unmittelbar  die  Relation 


00 

n  xt    i 


«  «  ß  [V-'/a-*  (jTp^^^J:,.])  '^'^ 


00 


^       J    ^^    \K(tt*  —  S^)  («*  —  «*)/ 

Catalau  schreibt  dieselbe,  um  der  Kürze  willen  in  der  nach- 
stehenden Form 


OD 
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die  mit  einer  ganz  unbedeutenden  Abweichung  auch  von 
Moigno*)  gebraucht  wird.  Nach  unserm  Dafürhalten  ist  indess 
eine  solche  Schreibweise  zweckmässiger  zu  unterdrücken^  weil 
das  Integral 


j 


GO 

u^du 


y(u^ — 6^)  («« — fi«) 

wegen  der  obem  Grenze  sinnlos  igt. 

II.  Einen  andern,  rein  analytischen  und  nur  ein  be- 
scheidenes Mass  von  Vorkenntnissen  erfordernden  Weg  der 
Reduction  des  Doppelintegrales 


P 


v^ 


-(5)-(r)    • 

0  0 

oder,  wenn  man  ax  und  ^y  bezüglich  statt  x  und  y  setzt, 
des  folgenden 

0  0 

auf  einfache  Integrale  hat  Schlomilch  angezeigt**).  Mittelst 
der  Substitutionen  x^=»  q  cos  ^,  y  ^  q  ätl^  erhält  man  näm- 
lich aus  der  letztern  Gleichung  zunächst  die  Beziehung 

n 

Und  diese  verwandelt  sich  sofort  wieder  in  die  andere 


S'« 


R    Cd      /%a.  (1~^«)C08»«4-(1— g«)Bin^ 


*)  Le9on8  de  calcul  int^al  §.  126. 

**)  ZeitBchnfl;  für  Math.  n.  Phys.  Jahrg.  I.  S.  376.    Anch  vergl.  man 
Schlomilch.    Ueber  einige  IntegrsJformeln.  a.  a.  0.  Jahrg.  VI.  S.  207. 
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wenn  man 


l-^'  --.2 


=  V* 


l  —  Q*  (d«  C08  d«  +  6*  Bin-^)         "  ' 

also 

schreibt  und  schliesslich  die  Ordnung  der  Integration  um- 
kehrt. Nun  ist  mit  Berücksichtigung  der  leicht  durch  par- 
tielle Integration  beweisbaren  Relationen 


J 


M 
8 

•  COS  -a-*  d-d-  n 


{rn  COB  ^*  -4-  «  sin  9*f  4.mYmn 


fL 

8 


(m  COB  ^«  +  n  Bin  ^V  4«^»^  ^* 


*)  AuB  der  auf  Seite  160.  bewiesenen  Gleichung 


00 


,  mn^^,) 


x^      dx      


0  '•«'* 


ergeben  sich  die  obigen  Formeln  unmittelbar,  sofern  man  p^^ssl,  r=2 

und  a  BS  — ,  —  wählt.    Denn  man  hat 
n    m 

n  n_ 

8  S 

/COS  »»rfa-  j^     /* rf  (tang  ») 

0  0         \        w  / 

n  n_ 

2"  2 

/sin  a^'  d^  ^ 2,    /*      tf  (cotg  ^) 

0  0       \        n  / 

Setzt  man  folglich  nach  einander  tang  ^^x  und  cotang  ^  =»  or,  so 
erhält  man  die  Beziehungen 


/i 
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2 

(1  — d«)COBd«rf«'  «  1— *« 


r.f 


0 

(1  —  f «)  sin «■» rf-O; ^_^_ ^— f!L 


./[(l-^ 


^rV)co8^2+(l-^  «Mjsin«-«]'        ^  (l  —  €*»»)  K(l  —  d«i;*)(l  —  £'*v*) 

mithin  wird 

1 

Dass   übrigens  diese  den  Octanten  des  Ellipsoides  dar- 
stellende Formel    durch  die  Substitution  -=  v   die   früher 

u 

gefundene  Gestalt 


QO 


unmittelbar  annimmt,  bedarf  keiner  Auseinandersetzung. 

III.     Wenn  wir  den  Ideengang,  welchen  wir  im  vorigen 
Paragraphen  bei  der  Reduction  des  Doppelintegrales 


8  00 


/COS »« d» 1^    r  dx_ ,    r(4)  r{\  4- 1) 

0  0        \        OT       /  r     m 


n 

Y  00 


/sin  ■e-«  rfa-  1      /^        rfa? j   «  ?>^ 

0  ü        \  "^  n      / 

Bei  Anwendung  der  theilweisen  Integration  dagegen  beachte  man 
die  Becursionsformel 

/dx 1 « ,    2«— '3     r        dx 
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dx  äy 


J'-J^)  -  (y)  1  >  (£Y ,  (.y 


innehielten ;   seines   geometrischen  Gewandes  entkleiden ,  so 
lässt  er  sich  kurz  wie  folgt  charakterisiren. 

Statt  der  Variabein  Xy  y  führen  wir  eine  neue  Veränder- 
liche 


1.  M  = 


-(^)'-(y)' 

'-(j)"-a)" 


eiu;  betrachten  diese  für  den  Augenblick  als  constant  und 
ermitteln  den  Werth  des  Integrales  JJ  dx  dy,  indem  wir  den 
Veränderlichen  «,  y  alle  Werthe  beilegen ,  welche  der  Un- 
gleichheit 

2.  «I_l>(„2_<J2)g_,.(„Z_,»)^ 

genügen.  Offenbar  ist  dieselbe  mit  der  ursprünglichen 
1  >  ^1 J  +  ^|.y  nicht  im  Widerspruch,  weil  die  Verhältnisse 

««  — d«    ««  — g« 

K«  —  1 '    W«  —  1 

beide  die  Eins  überschreiten.  Auf  die  angedeutete  Weise  ge- 
winnen wir  ein  durch  die  Grössen  u,  d,  s  ausgedrücktes  Inte- 
gral, das  wir  durch  C/==F{u)  bezeichnen  wollen.  Lassen 
wir  nun  die  Grösse  u  in  u  ••\-  du  übergehen,  ermitteln  als- 
dann den  Werth  des  Integrales  ff  dx  dy  für  die  Werthe  von 
Xf  y,  welche  aus  der  Bedingung  2.  sich  ergeben,  sofern  in 
dieser  u  ••\-  du  statt  u  gesetzt  wird  und  ziehen  endlich  von 
dem  erhaltenen  Resultate  das  dem  ursprünglichen  u  entspre- 
chende ab;  so  erhalten  wir  augenscheinlich  das  Differential 

^^  du  der  Function  F{u\  d.  h.  den  Inbegriff  der  Werthe, 

welche  die  Function  dx  dy  in  dem  vorgelegten  Doppelinte- 
grale annimmt,  sofern  die  Veränderlichen  x,  y  mit  u  durch 
die  Gleichung  1,  verbunden  sind  und  u  von  u  bis  u-{-du 
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sich  bewegt.     Daraus  aber  folgt  sogleich  weiter^  dass  in  dem 
Integrale  nach  u  das  Product  u  -—r  -  du  an  die  Stelle  von 


du 


in  dem  zu  behandelnden  Doppelintegrale  S  tritt.  Und  da 
nun  dieses  über  alle  Werthe  von  x,  y  auszudehnen  ist,  welche 
der  in  die  beiden  Bedingungen 

immer  zerlegbaren  Ungleichheit 

'  >  (f)"  +  ©' 

Genüge  leisten,  so  wird  das  der  Variabein  u  entsprechende 
Integrationsintervall  durch  die  Werthe  von  u  =  l  bis  m  =  oo 
angezeigt.     Man  hat  demnach  das  Theorem 


oo 


ff -tM^-- -/''---■ 


welches,  wie  wir  später  sehen  werden,   unmittelbar  die  Er- 
weiterung auf  ähnlich  gebaute  vielfache  Integrale  zulässt. 

§.  158. 

OD    00 

Reduetion  der  Doppelintegrrale  //  9  (ax'^-±by'*)  a^^  y^"^  dx  dy 


ü   ü 

auf  eine  einfache  bestimmte  Integrrale*). 

Die   über   die   Oberflächenbestimmung  des   dreiachsigen 
Ellipsoides  angestellten  Betrachtungen  haben  uns  an  einem 

*)  Vergl.  Raabe.  Crelle's  Journal.  Bd.  37.  S.  346ff.  Die  von 
Raabe  entwickelten  gegenseitigen  Beziehungen  dieser,  sowie  die  Be- 
trachtung der  Doppelintegrale 

4-00  4-00 
y     y  9  C«^"'  ±  fty" )  a^""^  y^"^  dx  dy 


—  00  —  00 


unterdrücken  wir,  weü  die  sich  ergebenden  Formeln  nach  unserm  Dafür- 
halten nur  ein  mehr  secnndäres  Interesse  beanspruchen. 
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sehr  wichtigen  Beispiele  gezeigt  ^  dass  unter  ümsi^den  die 
Untersuchung  eines  gegebenen  Doppelintegrales  als  beendet 
angesehen  werden  kann^  wenn  die  Beduction  desselben  auf 
einfache  Integrale  gelungen  ist.  In  der  That  bildet  nun  in 
der  Mehrzahl  der  Fälle  nicht  bloss  bei  den  Doppelintegralen, 
sondern  auch  bei  den  vielfachen  Integralen  gerade  eine  der- 
artige Reduction  das  Endziel  der  zu  fahrenden  Rechnungen. 
Es  entspricht  dies  ganz  dem  Geiste  jeder  wissenschaftlichen 
Untersuchung;  jedes  Problem  ist  immer  als  gelöst  zu  betrach- 
ten^  sofern  sein  Zusammenhang  mit  möglichst  einfachen^  aus 
vorangegangenen  Betrachtungen  schon  bekannten,  oder  doch 
wenigstens  einer  niederen  Stufe  der  wissenschaftlichen  Ent- 
wicklung angehorigen  und  ebendesswegen  dem  menschlichen 
Geiste  übersichtlicheren  Elementen  klar  erkannt  ist.  In  die- 
sem Sinne  nun  wollen  wir  uns  gegenwärtig  mit  den  beiden 
Doppelintegralen 

J  J  q){flx^  +  fty«)  xP-^  iß-^  dx  dy 

beschäftigen.  Dabei  setzen  wir  die  Constanten  m,  n^  a^  h,  p,  g 
als  positive ;  durch  die  nachfolgende  Betrachtung  aber  noch 
näher  zu  bestimmende  Grössen  voraus^  und  q)  betrachten  mr 
als  eine  solche  beliebige  Function  von  ao:"*  +  ^t/%  ^^  welche 
die  Integrale  nicht  sinnlos  werden. 

Die  obigen  Integrale  lassen  sich  als  Folgerungen  der 
einfacheren  Integrale 

00      OO  00    QO 

u  ==  f  f  (fix*^  +  y")  dx  dy  und  v  =  J  J  q>{x^  —  y")  dx  dy 

0    0  0    0 

ansehen,  in  denen  m^  n  und  die  Function  q>  der  Argumente 
o:*"  +  y",  x*^  —  y"  den  vorhin  genannten  Angaben  gemäss  zu 
wählen  sind. 

Wir  behandeln  zunächst  das  Integral  u.  Ersetzen  wir 
die  Veränderlichen  x  und  y  durch  zwei  neue  y,  -Ö",  welche 
mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

a:«  s=  y^  cos  %^y  y"  =  y^  sin  %^ 

verbunden  sind,  so  ergiebt  sich  vorerst  durch  Elimination 
von  y 

x^  sin  d^  —  y"  cos  %^^  =  0; 
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mithin  wird;  wenn  man  die  Grenzen  von  d^  nach  denen  von  x 

bestimmt;  für  x  ==0  -ö*  =  — ,  und  für  a:  =  <x>  erwirbt  d'  den 

Werth  0,  Daraus  aber  folgt  weiter,  dass  y  ebenfalls  von  0 
bis  cx)  sich  bewegen  muss,  wenn  y  dieses  Intervall  durch- 
läuft Nun  ist  den  in  §.  138.  und  §.  140.  gegebenen  Lehren 
zufolge 

dxdy       dxdy 4   y  sin -0*  cos -0*  4    y  sin  d*  cos  ^ 

2.2  2  2 

4   y sin ^ cos d (y« cos ^»  +  y« sin «•«)     m^n  <.m     •     q.»~ 

m  n  y'  cos  ^'  y*  sin  -ö*  ' 

2       2  2  2 

= y  Sind'        cos -d"        , 

und  demnach  wird  u  in  folgender  Gestalt  jetzt  erscheinen 


n 

oo  2 


9>(y^)  y"  ^  "~^  rfy    /  sin^^"*  cos  d'^'^^  dd, 

ü  0 

d.  g.  mit  Beachtung  der  in  §.  106.  benutzten  Formel 
und  der  Gleichung  P(a+1)  =  ^  ^(ö) 


f 


2 

2  2 

—1  — 1 

sin-d""       cos^*"       d%-  =  ^ 


i  'a+^) 


Aus  dieser  Formel  aber  lässt  sich  ohne  Mühe  eine  allgemei- 
nere ReductioDsgleichung  erzielen,  sofern  man  in  dem  Doppel- 
integrale u  zuvörderst  x  =  x^p  "/ä  und  y  =  t/^^  ^T  substi- 
tuirt,  wo  die  von  Null  yerschiedenen  Constanten  a^  h,  p^  q 
positiv  sind;  und  wenn  man  überdies  nach  geschehener  Re- 
duction  statt  der  Constanten  tn  und  n  bezüglich  die  andern 
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—   und   —     schreibt     und    schliesslich     in     dem     Int^rrale 

rechts  y^  durch  y  ersetzt.     So  nämlich  erhält  man  die  Be- 
ziehung 

P.  1  /  (p{ax*^  +  by")  cdP-^  y^t-^  dx  dy 


// 


.  mm  '■    '■' 


11-*-     \mj  J-     \nj      I        /vi/i"*"»      *, 


a     0 


n 


J-     \m'^n)      *o 


/ " 


Tn  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  führen  wir  jetzt  das  Inte- 
gral V  auf  ein  Product  von  Gammafunctionen  in  ein  einfaches 
Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  zurück.  Wir  be- 
nutzen dazu  die  Substitutionen 


^         y  C08  -0"*       „        y  sin  -d-* 
COS  2-0''  ^  008  2«"' 


vermöge  deren  wir  vorerst  die  Grenzen  der  neuen  Veränder- 
lichen y  und  d"  festzusetzen  haben.  In  dieser  Hinsicht  nuu 
wollen  wir  das  Intervall  von  -9*  nach  dem  von  x  bestimmen. 
Wird  zu  dem  Behufe  y  eliminirt,  so  kommt 

tang'9•2  =  y^ 

imd  folglich  wird  für  a:  =  0  und  a:  =  cx>  wegen  des  positiven 
y  und  der  ebenfalls  positiven  Zahlen  m  und  n  die  Veränder- 
liche d-  bezüglich  die  Werthe  -^  ^^^  ^  erwerben.  Daraus 
ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Gleichung 

y"  COS  20' 

sm  V 

dass  der  der  untern  Grenze  y  ==  0  entsprechende  Werth  von 
y  ebenfalls  0  heisst.  Die  obere  Grenze  von  y  hingegen  er- 
hält einen  verschiedenen  Werth,  je  nachdem  nämlich  -9"  von 

—  bis  0,  oder  von  ^  bis  ^  sich  bewegt.    Im  erstem  Falle 

4  2  4  ^ 

wird  für  y  =  oo  auch  y  =  oo,  im  letztem  Falle  dagegen  ent- 
spricht der  Grenze  y  ==  c»  der  Werth  y  =  —  oo.     Nennen 
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wir  daher  für  den  Augenblick   die  Grösse  |f  |^  —  |^  || 
kurz  jd,  so  wird  v  die  Form  besitzeu 


QO  .2  .  —   00 

U 


V  =J  d&J  dyJ.tp  iy)  +Jd^fdy  J  .  q>{y). 


Weil  nun  aber 

y        sin  2^  2  cos  ^«  —  cos  2  •9'  8Ui  -O-* 


z/  = 


m  j?'*""^  CO«  2^  C08  2<a'  COS  2<9'    ny*-* 

sin  2-^  2  sin -d-»  — cos  2^  cos -d-'        1 


-4-     ^ 

ny"""^  ^°^  ^^  cos  2  ^  COS  2<&  »la?'""'^ 

y  sin  2^  (4  sin  ^*  cos  ■d-'  —  cos  2  -d-) 

mn  a?"*~^  y*^^  cos  2«-  (cos  2'^;« 

S  8 

^ 2_  ;;r+7~^  cos^'"__8injr;^ 

(cos  2  -O-)  "•       " 

so  entspringt  mit  Beachtung  der  in  §.  5.  anter  4.  gegebeneu 
Sätze  leicht  die  Relation 


4  00 

2      /^o.cos-fr"'        sin«-"  /     m+";r~^       ,.    , 

•^  cos  2«'"*      "        ^ 

0  0 

TT 

4  00 

«/  r.ftfl  OA»         ^  J 


cos  2-^ 

0  0 


Diese  Beziehung  lässt  sich  übersichtlicher  darstellen;  wenn 
man  cos  2^  =  ^  i  o^'  setzt;  denn  dadurch  geben  sich,  wenn 

-+  —  <  1  angenommen  wird,  die  beiden  Integrale  nach  d 

als  Euler'sche  Integrale  der  ersten  Gattung  zu  erkennen,  in- 
dem nach  einigen  leichten  Bechnungen  die  Gleichungen  ent- 
springen 

Mbtkb,  bettimmte  Integrale.  33 
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m  n  I  —  +  — 

cos  2  -e-"""    " 

0 


1-x 


/fh 


und 


0     (^  +  *) 


r(.-i) 


4  ' 


2 
2 

m  1 


00 


1     JL     \^J  .L     \  ~~  m         n  ) 


■  •/  (1+^)    "  L  y-  n) 

Da  nun  aber  ^  +  ^  <  1 ,  so  bezeichnen  -  und  --  echte 
Brüche  und  folglich  wird  vermöge  der  bekannten  Gleichung 
r(n)  r(l-fl)=  .  ""  •;  0<a  <  1 

^  ^        ^  '         8in  a  9C ' 

mr(---i)   r(i)ra-)-^^ 

Das  Doppelintegral  v  ist  daher  in  folgender  Form  darstellbar 

0      0 

OO  *  CO  • 

X  [sin  ^^-/y" "*"'■"' <p{y)dy+sin^J  j 

0  0 
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Benutzt  mau  Qun  aber  die  bei  dem  Integrale  u  61.  I.  ange- 
gebene Substitution ,  vfohei  freilich  jetzt  zu  beachten  ist;  dass  die 

dortigen  Grossen  -  und  -  hier  der  Bedingung  -  +  -  <  1 

genügen  müssen;    so  erhält  man  die  allgemeinere  Gleichung 


0 

CO 


X 


IL  Kapitel. 

Die  vielfachen  Integrale  im  Allgemeinen  und  das  Problem 

der  Attraotion  der  Ellipsoide. 

§.  159. 
Definition  der  Yielfacheii  Integrale.   Allgemeine  Bemerkungen. 

Wenn'  man  die  in  §.  15.  gegebene  Erklärung  eines  Dop- 
pelintegrales mit  einiger  Aufmerksamkeit  betrachtet^  so  er- 
kennt man  unmittelbar ;  dass  die  dort  gemachten  Bemerkungen 
sich  ohne  Mühe  auf  beliebig  yielc;  von  einander  unabhängige 
YeränderUchen  ausdehnen  lassen. 

In  der  That,  bezeichnet  f{x,  y,  z,  m,  .  .  .)  eine  von  n 
Variabein  x,  y,  z,  y^  .  .  .  abhängig  veränderliche  Grösse ^  in 
welcher  jede  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  .  .  .  in  Bezug  auf  die 
übrigen  die  KoUe  eines  Parameters  spielt;  so  wird^  wenn  wir 
vorerst  annehmen;  dass  die  Function  /  in  Bezug  auf  x  zwi- 
schen den  Grenzen  o;  =  a  und  x  =  b  eine  einwerthige  und 
continuirliche  Function  ausdrückt,  das  Integral 

b 
//(^i  y}  z,  Uj  .  .  .)  dx 

im  Allgemeinen  eine  von  den  Parametern  y,  z,  u,  .  .  .  ab- 
hängige Grösse  q){yy  ZjU,  ,  ^  .)  vorstellen.  Daraus  aber  folgt 
sogleich  wieder^  dass  man  immer  das  neue  Integral 

33* 
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b' 


J(p{f/,  z,  u,  .,.)dy  =JdyJf{x,  y,  z,  w,  . .  .)^a:  =  ^(z,  w,  . . .) 


n  a'  a 


bilden  darf,  wenn  9)(y,  z,  t/,  .  .  .)  von  y  =  ä'  bis  y  ==  V  zu 
den  eindeutigen  und  stetigen  Functionen  von  y  gebort.  Und 
da  nun  dieses  neue  Integral  im  Allgemeinen  wieder  von  z 
abhängt;  so  kann  man,  falls  ^(z, «,...)  von  z=ö"  bis  z=&" 
einwerthig  und  stetig  ist,  die  Existenz  des  Integrales 

b'  .*"  h'  h 

fy{z,  u,,  ,  .)dz  =  JdzJdyJdxf{Xj  y,  ^r,  «,  .  .  .) 


a  fi  n  u 


behaupten.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung  dieses  Processes 
^gelangt  man  daher  schliesslich  zu  einem  vielfachen  Inte- 
grale von  der  Form 

A„_-i  h"     h'      h 

J  dw  .  ,  'fj2;fdyff{x,y,z,u,  .  .  .,w)dx, 


^n-i  a         a         a 


das,  weil  n  die  Anzahl  der  unabhängig  veränderlichen  Grossen 
bedeuten  soll,  mit  dem  Namen  eines  n-fachen  Integrales  be- 
legt wird*). 

Wie  man  sieht,  hätte  die  Ordnung  der  Integrationen  auch 
mehrfach  abgeändert  werden  können^  wodurch  man  zu  einem 
scheinbar  ganz  verschiedenen  Resultate  gelangt  wäre.  Allein 
man  sieht  auch  hier  wieder  gestützt  auf  das  in  §.  15.  be- 
wiesene Theorem  ohne  Schwierigkeit  mittelst  vollständiger  In- 
duction  ein,  dass,  wenn  sämmtliche  Grenzen  des  Integrales 
constant  sind,  die  Ordnung  der  auszuführenden  Integration 
beliebig  ist.  Bei  veränderlichen  Grenzen  hingegen  darf  im 
Allgemeinen  ein  Abweichen  von  der  einmal  vorgeschriebenen 
Integrationsordnung  nicht  eintreten. 

Erleidet  die  Function  unter  den  Zeichen  der  Integrationen 
eine  unendliche  Discontinuität  oder  treten  unendliche  Inte- 
grationsgrenzen auf,  so  ist  natürlich  auch  hier  vorher  zu  unter- 
suchen, ob  das  Integral  nicht  sinnlos  wird.  Die  Mittel  dazu 
sind  wieder  die  früher  gelehrten.    Und  namentlich  verdient 


*)  Ein    n-faches    Integral   werden    wir    oft   abkürzend    wie    folgt 
schreiben : 

(«) 

//(a?,  y y  .  .  .  t  w)  dx  dy     .  ,  (tw     oder     {n)ff{ai^  y,  ,  ,  .)  dw  dy  ... 
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auch  hier  der  Maximum-Minimum-Satz  besondere  Erwähnung ; 
denn  dass  derselbe  ebenfalls  bei  vielfachen  Integralen  Statt 
findet;  lässt  sich  leicht  in  einer  der  in  §.  6.  angestellten  Be* 
trachtung  ganz  analogen  Weise  zeigen. 

Sei  nämlich  f{Xfi/yZ,,.,)  in  das  Product  der  beiden 
Functionen  (p(Xf  y,  z,  .  .  .)  und  if{x,  y^z,., .)  zerlegbar,  von 
denen  die  eine,  q>{Xf  y,  z,  .  .  .)  z.  B.,  innerhalb  der  vorge- 
schriebenen Integrationsintervalle  a;=ör,  a:=*;  y=^';  y='=^'>  ••  • 
niemals  das  Zeichen  wechselt.  Die  Grössen  M  und  N  seien 
femer  bezüglich  der  algebraisch  grosste  und  kleinste  Werth 
von  allen  Maximis  und  Minimis,  welche  der  andere  Factor 
tlf(x,y,Zj.,.)  innerhalb  der  Grenzen  (ö,  *)  5  (a',  ft'),  .  .  .  an- 
nehmen wird* 

Alsdann  müssen  offenbar  die  beiden  Differenzen 

M — il^(x,  y,  Zf  .  .  .)    und     if{x,y ,  z,  .  ,  ,)  —  N 
stets  positiv  sein  und  sonach  auch  die  Producte 

[M  —  t{x,  y,z, .  .  .)]  9(^}!/}  ^;  •  •  0 
und 

[*(^,  yj^f'")  —  ^]  9>(^)  y,  ^7 '  •  •) 

immer  das  nämliche  Zeichen  führen.  Bildet  man  nun  die  In- 
tegrale 

ff .  .  .  [M  —  tlf{x,  y,  z,  .  .  .)]  (p{x,  y,z,..  .)  dx  dy  dz  .  .  . 

a  a' 

und 

b  h' 

ff.  .  .  [^(o;,  y,Zy,..)  —  iV]  il>{Xj  y,  z,  .  ,  .)  dx  dy  dz  ,  .  ., 

U    I*' 

beachtet  dann  weiter,  dass  den  in  §.  5,  1.  gegebenen  Lehren 
zufolge  durch  Ausführung  der  einzelnen  Integrationen  stets 
neue  Integrale  entstehen,  deren  Vorzeichen  bei  der  Integration 
nach  der  jedesmal  folgenden  Veränderlichen  innerhalb  der 
entsprechenden  Grenzen  unzweideutig  bestimmt  sind  und  er- 
wägt endlich,  dass  die  unter  2.  und  3.  §.  5.  bewiesenen  Sätze 
auch  hier  Geltung  besitzen:  so  erkennt  man  ohne  Weiteres  die 
Richtigkeit  unserer  obigen  Behauptung. 

Nicht  unerwähnt  möge  ferner  die  Bemerkung  bleiben,  dass 
die  Differentiation  nach  einem  Parameter. u.  s.  w.  auch  bei 
vielfachen  Integralen  gestattet  ist.    Selbstverständlich  dürfen 
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dabei  die  für  die  Anwendung  dieser  Operationen  nothwendigen 
Bedingungen ,  wie  sie  aus  der  Lehre  vom  einfachen  Integrale 
leicht  abstrahirt  wei^den  können^  nicht  ausser  Acht  gelassen 
werden. 

Endlich  noch  wollen  wir  die  Bemerkung  nicht  unter- 
drücken;  dass  der  äusserst  wichtige  Satz  von  der  Zerlegung 
eines  Integrales  in  Theilintegrale  auch  auf  vielfache  Integrale 
sich  ausdehnen  lässt.  Der  Beweis  selbst  erfordert  nur  eine 
wiederholte  Anwendung  der  in  §.  5.  unter  6.  geführten  Unter- 
suchung; thatsächlich  haben  wir  übrigens  von  diesem  Satze 
schon  bei  den  Doppelintegralen  Gebrauch  gemacht ''^). 

§.  160. 
Geometrisclie  Bedeutung  der  dreifachen  Integ^rale. 

• 

Wenn  man  bei  einem  vielfachen  Integrale  die  Anzahl  der 
von  einander  imabhängigen  Yariabeln  auf  drei  reducirt;  also 
speciell  ein  sogenanntes  dreifaches  Integral  betrachtet;  so 
lässt  sich  diesem ;  wie  schon  aus  den  Elementen  der  Integral- 
rechnung bekannt  ist;  mit  der  grössten  Leichtigkeit  eine  raum- 
liche Bedeutung  beilegen.  In  der  That^  die  in  den  Paragraphen 
144.  und  145.  gepflogene  Untersuchung  hat  uns  gelehrt^  dass 
der  dort  näher  beschriebene  körperliche  Baum  V  bei  Voraus- 
setzung eines  orthogonalen  Coordinatensystems  durch  das  Dop- 
pelintegral 

V=fdxf(Z-Zo)dy 

sich  darstellen  lässt.  Da  nun  aber  Z  —  z^  als  das  Resultat 
einer  zwischen  den  Grenzen  z  ==  Zq  und  z  =  Z  vollzogenen 
Integration  angesehen  werden  kann,  so  darf  man  auch 
schreiben : 

X  r  z 
V=^jffdxdydx, 

^o  yo  «0 

Und  weil  anderseits  Fdie  Grenze  des  Ausdruckes  21/4xdy{Z — z^ 
vorstellt  und  ebenso  Z  —  Zq,  d.  h.  fdz  mit  lim  2] dz  iden- 


-^0 


*)  Siehe  §.  96;  153. 
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tisch  ist;  so  wird  man  ofienbar  aach  folgende  Grenzgleichung 
bilden  können: 

J  f  fax  dy  dx  =  lim  ZEZ  Jx  z/y  /lz{j=  lim  Z^x^yJz), 

*o  yo  *o 

Das  dreifache  Integral  erscheint  mithin  hiemach  als  der  In- 
begriff der  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Parallelepipeden 
^x  /dy  ^Zy  welche  man  erhält^  wenn  man  parallel  mit  jeder 
der  Coordinatenebenen  den  zu  berechnenden  körperlichen  Raum 
ohne  Aufhören  durch  Ebenen  in  Elemente  sich  zerschnitten 
denkt. 

Das  soeben  betrachtete  Integral  kann  augenscheinlich 
nicht  als  der  Repräsentant  der  allgemeinsten  Form  eines  drei- 
fachen Integrales  angesehen  werden.  Diese  ergiebt  sich  viel- 
mehr^ wenn  man  annimmt,  dass  jeder  Punkt  des  unendlichen 
Raumes  noch  mit  einem  Factor  f{xy  y^  z)  behaftet  ist,  dass 
also  diese  Gleichung  besteht 

X  rz 

J  f  J  dx  dy  dz  =  lim  2^f{Xj  y,  z)  ^x  Jy  z/z. 

j^o  yo  «o 

Nach  mechanischen  Principien  gedeutet  stellt  alsdann  der 
Factor  f{xjyyz)  die  an  der  jedesmaligen  Raumstelle  {xy  y,  z) 
Statt  findende  Dichtigkeit  vor,  und  folglich  repräsentirt  nun- 
mehr das  dreifache  Integral  die  in  dem  Volumen  V  enthaltene 
Masse. 

Von  andern  als-  den  vorhin  benutzten  rechtvrinkligen 
Coordinaten  werden  bei  den  Anwendungen  der  Infinitesimal- 
rechnung bekanntlich  am  häufigsten  die  räumlichen  Polar- 
coordinaten  in  Betracht  gezogen.  Mit  wenigen  Worten  wollen 
wir  daher  jetzt  die  alsdann  Statt  habende  Form  des  dreifachen 
Integrales  uns  zu  vergegenwärtigen  suchen.  Zu  dem  Behuf e 
stelle  V  A  X  die  Polarebene,  A  X  die  Polarachse  und  A  den 
Pol  des  Coordinatensystems  vor.  Den  vom  Pol  nach  irgend 
einem  Raumpunkte  gezogenen  Radiusvector  femer  wollen  wir 
mit  q  bezeichnen,  den  von  ihm  und  der  Polarachse  gebildeten 
Winkel  O*  nennen  und  unter  tp  den  Winkel  verstehen,  welchen 
die  durch  q  und  A  X  gelegte  Ebene  mit*  der  Polarebene  ein- 
schliesst.  Alsdann  gelten  augenscheinlich  die  nachstehenden 
Gleichungen 

^O=^cos^,  P0^=  iVOcos^ssspsindcosy,  M P=QmL^%mfpy 
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in  welchen  inau  deu  iu  §.  152.  gemachten  Bemerkungen  ge- 
mäss Q  von  0  bis  4-  <^;  '^  ▼on  0  bis  ^  und  (p  endlich  von 
0  bis  2k  wählen  wird*). 

Wg.  17. 


Lassen  wir  nun  die  irgend  einen  Punkt  Ai  bestimmenden 
Veränderlichen  p,  0",  g?  beziehungsweise  in  9  +  dp,  O-  +  d^, 
if  ••\-  d(p  übergehen,  so  legen  die  Durchschnitte  der  ihnen  ent- 
sprechenden geometrischen  Gebilde  mit  den  ursprünglichen 
ein  Körperelement  fest,  das  zwar  krummSächig  ist,  jedoch 
wegen  der  unendlich  kleinen  Zunahmen  von  q^  d'^  tp  als  ein 
rechtwinkliges  Parallelepiped  vorgestellt  werden  darf,  dessen 
Kanten  dQ,  q  sind'  dtp,  gdd"  heissen  und  dessen  Inhalt  dem- 
nach die  Grösse  q^  si^d-d^  dd'  dtp  besitzt.  Durch  Summation 
sämmtlicher  in  einem  irgendwie  begrenzten  Räume  V  ent- 
haltenen Elemente  gewinnen  wir  daher  das  dreifache  Integral 

r  =fffQ^  sin  »  flf-O-  d(p  dQ. 

Und  setzen  wir  nun  hierbei  voraus,  dass  der  Pol  A  im  Innern 
des  Volumens  V  sich  befindet  und  dass  der  Endwerth  von  g 
r  heisst,  wo  r  eine  Function  von  0"  und  q>  ausdrückt;  so  er- 
halten wir  die  Beziehung 


2n 


=fdf^f'd(pfQ^  sin  ed(f  =  j^fdd^fr^  sin  ^  dq). 


*)  Würde  man  den  Bogen  ^  von  0  bis  2»  und  demnach  tp  von 
0  bis  n  eich  bewegen  lassen ,  so  hätte  man  dem  Körperelement  b^d  das 
Zeichen  plus,  bald  das  Zeichen  minus  beizulegen. 
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Liegt  dagegen  der  Pol  ausserhalb  des  yolume^  V,  so  hat  man, 
wenn  r^  and'  r  die  Punkte  bezeichnen ,  in  denen  der  Radius- 
yector  q  die  den  Körper  V  begrenzende  Oberfläche  schneidet, 
in  Bezug  auf  q  yon  ^  =  r^  bis  p  «=»  r  zu  integriren.  Die  In- 
tegration nach  &  hingegen  wird  sich  von  ^  «a  'O'q  bis  ^  «=  ^'^ 
erstrecken,  wenn  d-^  und  d'i  die  Grenzwerthe  von  d'  heissen 
und  die  offenbar  Functionen  von  ^  ausdrücken.  Das  auf  9 
bezügliche  Integrationsintervall  endlieh  wird  durch  die  Grössen 
9o  und  97,  angedeutet  werden,  wenn  diese  die  beiden  den 
Körper  V  begrenzenden  äussersten  Ebenen  bestimmen.  Mau 
hat  also  jetzt  die  Gleichung 

V  =fdq>td^fQ^  sin  f^dQ  =  ^fdipj  (r^  -  r^^)  sin  d^  d». 

Wie  oben  bei  den  rechtwinkligen  Coordinaten,  wird  auch  hier 
in  gewissen  Fällen  noch  eine  Function  /(p,  d",  g>)  mit  dem 
Baumelement  r^  sind'  dd"  dfp  dQ  multiplicirt  sein. 


AttracÜon  eines  homogenen  Ellipsoides  auf  einen  Punkt. 

§.  161. 
Yoreriunernngen. 

Ausser  geometrischen  Fragen  sind  es  namentlich  physi- 
kalische Probleme,  denen  nicht  bloss  die  Integralrechnung 
überhaupt,  sondern  auch  ihr  besonderer  Theil,  die  Theorie  der 
bestimmten  Integrale,  den  Anstoss  zur  Entwicklung  mehrerer 
ihrer  schönsten  Resultate  verdankt.  80  hat  z.  B.  das  Problem 
von  den  schwingenden  Saiten  den  ersten  Anstoss  zur  Bildung 
der  trigonometrischen  Reihen  gegeben,  durch  die  dann  einer- 
seits Fourier,  dei*  Entdecker  ihrer  wahren  Natur,  vermöge 
deren  sie  zur  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen  inner- 
halb gegebener  Grenzen  geeignet  sind,  auf  die  ungemein 
wichtigen,  nach  ihm  benannten  Doppelintegrale  geführt  wurde 
und  die  anderseits  für  Dirichlet  die  Veranlassung  geworden 
sind  zur  Entwicklung  jener  äusserst  eleganten  und  frucht- 
baren Theoreme  über  die  Grenzwerthe,  welche  gewisse  be- 
stimmte Integrale  annehmen,  wenn  ein  in  diesen  enthaltener 
Parameter  bis  ins  Unendliche  wächst.    Durch  Dirichlet's  Be- 
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schäftiguiig  mit'  physikalischen  Problemen  wurde  ferner  för 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  eine  neue  Methode  zur 
Reduction  vielfacher  Integrale  gewonnen,  deren  Wesen  wir 
später  auseinandersetzen  und  mit  deren  Hülfe  wir  nach  Dirich- 
let's  Vorgange  ein  von  ihm  entdecktes  Theorem  über  ein  viel- 
faches integral  entwickeln  werden,  das  durch  seine  El^anz 
und  ausserordentliche  I^Vuohtbarkeit  für  weitere  Folgerungen 
sich  auszeichnet.  Auch  das  berühmte  Problem  der  Attraciion 
homogener  BUipsoide,  mit  dem  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen 
gedenken,  ist  nicht  ohne  Bedeutung  für  die  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale;  wir  werden  sehen,  dass  die  Bestimmung 
der  Anziehung,  welche  ein  in  endlicher  Entfernung  befind- 
licher Punkt  von  einem  homogenen  EUipsoide  erleidet,  die 
Ermittlung  eines  dreifachen  Integrales  erfordert,  dessen  Bie- 
duction  auf  ein  Doppelintegral  zwar  leicht,  dessen  weitere 
Behandlung  aber  mit  nicht  unerheblichen  Schwierigkeiten  ver- 
khüpft  ist  Um  ein  klares  Yerständniss  der  uns  gestellten 
Aufgabe  zu  erzielen,  halten  wir  die  Mittheilung  einiger  der 
Hauptsätze,  auf  denen  die  Attractionstheorie  beruht,  für  sehr 
zweckmässig. 

Seien  desshalb  m  und  m  die  Massen  zweier  materiellen 
Punkte,  deren  Entfernung  r  heissen  möge;  die  Grösse  der 
Anziehung,  welche  irgend  zwei  Masseneinheiten  in  der  Ent- 
fernung r  aufeinander  ausüben,  sei  femer  irgend  eine  Function 
(p{r)  dieser  Distanz,  und  endlich  drücke  fnm'(p{r)  das  Gesetz 
aus,  nach  welchem  die  gegenseitige  Anziehung  der  beiden 
Massen  m  und  m'  erfolgt*).    Dies  vorausgesetzt,   denken  wir 


*)  Für  das  Newton'Bche  Attractionsgesetz  würde  man  alao  den  Aus- 
druck  !L^ÜL  haben,  wenn  die  Constante  %  die  in  der  Entfernung  1  swi- 

sehen  zwei  Maaseneinheiten  Statt  findende  Anziehung  ausdrückt;  für  die 

cubische  Anziehung  ferner  wSxe  tp  (r)  =  —^  .  Die  Masseneinheiteu  kön- 
nen dabei  auch  so  gewählt  werden ,  dass  x  den  Werth  1  erhält.  In  der 
That,  die  Wirkung  zwischen  den  in  der  Entfernung  1  befindlichen 
Massen  m  und  m'  wird  bei  Zugrundelegung  der  ursprünglichen  Maass- 
einheit lür  die  Kräfte  durch  %mm    vorgestellt,   also  die  zwischen  dem 

Xf^"  Theile  der  Massen  in  und  fu    wirkende  Kraft  durch      jt  ~  -     Setzt 
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uns  eine  beliebige  Masse  M ^  deren  Dichtigkeü  k  entweder 
constant;  oder  veränderlich  sein  kann,  und  einen  von  M  an- 
gezogenen Punkt,  der  die  Masse  m  besitzen  möge.  Bezeichnet 
nun  du  irgend  ein  Volumenelement  der  anziehenden  Masse, 
also  käu  die  Masse  desselben:  so  wird  dem  Vorhergehenden 
zufolge  die  Grosse  der  Wirkung  zwischen  du  und  dem  Punkte 
m  durch  den  Ausdruck  mkdufp(r)  dargestellt.  Und  die  Ge- 
sammtanziehung,  welche  der  Punkt  m  von  der  Masse  M  er- 
fährt, werden  wir  in  der  zweckmässigsten  Weise  erzielen, 
wenn  wir  jede  Elementarwirkung  nach  drei  auf  einander  senk- 
recht stehenden  Achsen  uns  zerlegt  denken,  alle  derselben 
Coordinatenachse  parallelen  Elementarcomponenten  zu  einem 
Inbegriff  vereinigen  und  aus  den  so  gewonnenen  Seitenkräften 

JC,  Y,  Z  die  Resultante  R  vermöge  der  Formel  R^}/^'+Y^^ 
berechnen.  Nennen  wir  also  a,  b,  c  die  senkrechten  Abstände 
des  Punktes  m  von  drei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Ebenen, 
sowie  X,  t/y  z  die  Coordinaten  des  Elementes  du  in  Bezug  auf 
das  gewählte  Achsensystem,  und  bezeichnen  wir  schliesslich 
mit  X,  fi,  V  die  drei  Winkel,  welche  die  Verbindungsgerade  r 
des  Punktes  m  und  des  Elementes  du  mit  den  Coordinaten- 
achsen  bildet:  so  erhalten  wir  wegen 

-          X  —  a                            y  —  h  J"^«-  1^- 

COS  A  = ,       cos  |li  =  ' , 


as 


cos  V  = 


für   die   beziehungsweise   den    Achsen 
der   X,  y,  z   parallelen    Componenten    •      y" 
Xy  F,  Z  die    symmetrisch    geformten        / 
Ausdrücke  ^ 


in 


man  nun  m  =»  m'  =»  1  und  nimmt  -j-   als  Maasseinheit  der  Masse,   so 
wird  die  Kraft  j^,  welche  also  im  Stande  ist,  der  alten  Masseneinheit 

während  einer  Zeiteinheit  die  Geschwindigkeit  r^  raitzutheilen,  dem  X^^'* 

Theile  der  Masseneinheit  offenbar  eine  X  mal  so  grosse  Geschwindigkeit 
einprägen  können. 
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Z=    I  mkq){r)  ^^—^  du. 

Daraas  aber  fliesst  sofort^  dass  man  behufs  der  weitem 
Untersuchung  bloss  die  eine,  z.  B.  die  der  a;-Achse  parallele 
Seitenkraft  Ä  in  Betracht  zu  ziehen  braucht.  Anch  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  wir  die  Masse  m  des  Punktes 
(ßy  by  c)  immer  «=  1  setzen  dürfen.  Ausser  diesen  Verein- 
fachungen werden  wir  noch  eine  andere  dadurch  gewinnen, 
dass  wir  die  anziehende  Masse  homogen,  also  die  Dichtig- 
keit  derselben  constant  und  zwar  ^=3  1  voraussetzen.  Der  Aus- 
druck, mit  dessen  Untersuchung  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen 
haben,  heisst  demnach 


=  /9(r)^ 


— -  du. 


oder,    weil    bei    einem    rechtwinkligen    Goordinatensysteme 
du  «s  dx  dy  dz  ist, 

X  = 


=  f  fj  ^~r^  9>  (0  ^*  ^y  ^^y 


und  man  begreift  ohne  Weiteres,  dass  die  einzelnen  Intervalle, 
innerhalb  deren  diese  drei  Integrationen  auszuführen  sind, 
durch  die  Begrenzung  der  anziehenden  Masse  M  bestimmt 
werden.  Selbstverständlich  kann  es  dabei  geschehen,  dass  in 
Folge  gewisser  Einbiegungen  der  die  Masse  M  begrenzenden 
Fläche  das  dreifache  Integral  in  Theilintegrale  zu  zerfallen 
ist*). 

Beachtet  man  #ui),  dass  für  r,  welches  immer  absolut 
genommen  wird,  die  Gleichung  besteht 

r*  =  (a;  -  af  +  (y  -  bf  +  {z  -  c)»; 

SO  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Beziehung 

d  r  X  —  a 

dx  r      ^ 

und  foglich  wird 


M=JJj\{r)^£dxdyd. 


*)  Vergl.  §.  135,  Schluss. 
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Den  iD  §.11.  angestellten  Betrachtungen  zufolge  aber  existirt 
stets  eine  Function  /"(r),  die  nach  r  derivirt  den  Differential- 
quotienten q)(r)  besitzt.  Mit  Benutzung  dieses  Satzes  lässt 
sich  daher  JC  in  folgender  Form  schreiben 

d.  g.,  weil  -^^  y^  mit  der  partiellen  Abgeleiteten  von  f{f) 
nach  X  gleichbedeutend  ist^ 

Und  heissen  nun  x^  und  x^  die  Grenzen  des  Integrales  nach  x^ 
bezeichnen  dann  ferner  r,  und  r^  die  x  =  Xy  und  x  ^^  x^^, 
entsprechenden  Werthe  des  Radicals 

r  =  Vix  —  af  +  (y  —  bf  +  (z  -  cf: 
so  reducirt  sich  wegen 


J 


dx 


dx  =  /-(r,)  -  /-(r,) 


^  auf  das  Doppelint^ral 

Ä=ffdydz[rir,)-ar^)]. 

§.  162. 
Theorem  lYory's. 

•Die  vorhin  gefundene  allgemeine  Gleichung  für  Ä  wollen 
wir  nunmehr  unter  der  Voraussetzung  einer  nähern  Betrach- 
tung unterwerfen ;  dass  die  Masse  M  die  Gestalt  eines  drei- 
achsigen Ellipsoides^  dessen  Halbachsen  €c,  ß,y  heissen  sollen, 
besitzt,  dass  also  der  ümfai^g  der  Integrationen  durch  die 
Ungleichheit 

(5)' + (tr + (f)' <  ^ 

regulirt  wird.  Dieser  Annahme  gemäss  haben  wir  mithin  zu- 
nächst die  Frage  zu  beantworten,  für  welche  Combinationen 
yz  das  Element  dxdydz  überhaupt  zu  einem  unendlich  dünnen 
Prisma  mit  der  Basis  dy  dz  durch  die  Integration  nach  x  sich 
erweitert  und  innerhalb  welcher  Grenzen  alsdann  das  x  sich 
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zu  bewegen  hat.    öeben  vrir  zu  dem  Behufe  der  obigen  Un- 
gleichheit die  Form 

so  erkennen  wir  unmittelbar  ^  dass  Prismen  der  genannten  Art 
nm:  existiren,  sofern  der  mit  «^  multiplicirte  Ausdrack  positiv 

2  2 

ist,  so  lange  also  p  +  ^  nicht  grösser,  als  1  wird,  eine 
Bedingung,  die  wir  in  Zeichen  bekanntlich  durch 

'■  .      ©■+(f)"<' 

darstellen.     Und  da   nun   der    vorhergehenden   Ungleichheit 

zufolge  X  numerisch  den  Werth  x  =  ay  1 — |j  —  ^  nicht 

überschreiten  darf,  so  liegt  dasselbe  augenscheinlich  zwischen 
Xi  =  —  X  und  0^2  «=  +  X,  Diese  Werthe  nach  den  oben 
gegebenen  Vorschriften  in  das  zweifache  Integral  für  X  ein- 
gesetzt machen  dasselbe  offenbar  von  den  sechs  Constanten 
a,  ßj  y,  ö,  hj  c  abhängig,  und  zwar  erscheinen  a,  &,  c,  welche 
die  Lage  des  angezogenen  Punktes  definiren,  sowie  a  bloss 
in  der  Function  /*(r) ;  die  andern  dagegen  zeigen  sich  aiiss^- 
dem  noch  in  den  Grenzen  des  Doppelintegrales,  indem  die 
auf  y  und  z  bezllglichen  Integrationsintervalle  aus  der  Un- 
gleichheit 2.  zu  entwickeln  sind.  Diesen  letztern  Umstand 
können  wir  indess  .sofort  beseitigen,  wenn  wir  statt  "der 
Variabein  y  und  z  die  neuen  t  und  w,  welche  mit  jenen  durch 
die  Gleichungen  y  «^  ßt  und  zssr^t/  verbunden  sind,  suV 
stituiren.     Dadurch  nämlich  verwandelt  sich  Ä  in  das  Integral 

^^ '^  ßy  ff  dt  du  [/(r,)  -  r(r^)], 

dessen  Grenzen,  der  Bedingung  /^  -f-  m^  <  1  gemäss  zu  be- 
stimmen sind.  Vermöge  der  angewendeten  Substitution  aber 
nehmen  x'  und  r  die  Gestalt  an 


x'  =  a  j/1— /*  —  «2^  r  =  -/{x—  a)'^  ^  (ßt  —  by+  {yu  —  c)\ 
und  daher  wird 

''^  I = /("if V/TT-- 1^-^^  -  ay  -{.{ßt—by  +  {yu—cy 
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wobei  die  oberu  Zeichen  auf  r^,  die  untern  hingegen  auf  r.^ 
sich  beziehen.  Da  nun  mit  Ausnahme  von  ß  und  y  sämmt- 
liche  Constanten  bloss  in  den  beiden  Argumenten  t\  und  r^ 
der  Function  f{r)  vorkommen,  so  muss  offenbar  das  Doppel- 
integral 

ff  di  du  [fir,)  -  rir,)] 
unverändert  bleiben,  wenn  mit  der  Variation  der  Constanten 
eine  Aenderung  der  Werthe  von  r^  und  r^  nicht  verbunden 
ist.     Wäre  es  also  möglich,   sechs  neue  Constanten  a,  b',  c\ 
(t,  V,  y  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

3.  «2  +  «^2  ^  c2  +  «2  =  fl'-^  +  ^'2  +  c^  +  a'2; 

4.  «a  =  a'a,   bß  =  Vß',   cy  =  c'y', 

5.  /J2  —  «2  =«  p  —  a'^,   y^  -^  a^  =  y^  —  a^ 

befriedigt  werden :  so  würde  zwischen  den  beiden  Constanten- 
gruppen  entsprechenden  Grössen  Ä  und  X'  die  einfache  Be- 
ziehung bestehen 


6  ->^'  _  Py 


"i 


aus  der  wir  alsdann  ohne  Mühe  ein  wichtiges  Theorem  ent- 
wickeln könnten. 

Eine  derartige  Bestimmung  nun  ist  in  der  That  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise  möglich.  Vermöge  der  in  4.  aus- 
gedrückten Gleichungen  nämlich  lässt  sich  Gleichung  3.  zu- 
nächst in  folgender  Form  schreiben 

und  hieraus  entspringt 

«-  -  «^  + «» "'7^%*'  ^^  +  '^^  ^^  -=  0, 

d.  g.  mit  Berücksichtigung  der  Relationen  5.: 

«'  —  «'  +  «'  -^»        +  ^2       _  +  C2        -,^     =  0. 

Wie  man  sieht,  kann  dieser  Gleichung  durch  die  Annahme 
a'2  sa=  a^,  d.  h.  a  =  a  Genüge  geleistet  werden.  Beachtet 
man  jedoch,  dass  durch  diese  Losung  auch  die  übrigen  ge- 
strichenen Constanten  mit  den  ihnen  entsprechenden  ursprüng- 
lichen Grössen  zusammenfallen  würden:  so  ist  dieselbe  für 
uns  ohne  Bedeutung  und  bedarf  daher  keiner  Berücksichtigung. 
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Daraus  aber  fiiesst  sogleich  weiter^  dass  die  Bestimmong  yon 
a  und  somit  auch  —  wie  unmittelbar  aus  dem  blossen  An- 
blicke der  Gleichungen  3.-5.  erhellt  —  die  der  übrigen 
Constanten  die  Auflösung  der  Gleichung 

A  —  a'2  i-  p'j  -i-  ^ 

erfordert.  Behufs  d^ren  Behandlung  ist  es  nun  zweckmässig, 
unter  den  Halbachsen  a,  /3;  y  des  gegebenen  Ellipsoides  eine 
gewisse  Bangordnung  eintreten  ^  lassen^  und  zwar  empfiehlt 
sich  hier  wegen  der  Gleichungen  5.  die  folgende  «  <  jS  <  y- 
Setzen  wir  dann  ferner  um  der  Kürze  willen 

so  wird 


a  *    «    «'»  +  *«    '    a'*  +  ««' 

und  daher  ist  a'^  die  Wurzel  einer  cubischen  Gleichung 
jP(a'2)  aa  0.  Offenbar  ergiebt  sich  diejselbe  sofort  durch  Be- 
seitigung der  Brüche  y  indess  empfiehlt  sich  vorerst  noch  die 
Beibehaltung  der  vorhin  erlangten  Form  der  Gleichung,  weil 
man  aus  ihr  ohne  Mühe  die  Natur  der  Wurzeln  erkennen 
kann.    Setzen  wir  nämlich  für  den  Augenblick  ol^  »»  ^  nnd 

~  ^  +  $  +^R^  +:^«  =  A*)  =0,  so  werden  die  bei- 
den Functionalwerthe  /(O)  und  fipo)  augenscheinlich  ver- 
schiedene Vorzeichen  erwerben.  Die  gleiche  Eigenschaft 
besitzt  somit  auch  die  Seite  /"C^)  der  aus  /'(^)  zu  bildenden 
cubischen  Gleichung^  und  daher  muss  diese  einem  bekannten 
Theoreme*)  zufolge  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  wenig- 
stens eine  reelle  Wurzel  enthalten.  Nun  bezeichnet  aber, 
so  lange  ^  nicht  mit  Null  zusammenfällt  oder  um  ein  an- 
endlich Kleines  von  Null  abwetcht,- /*(^)  offenbar  eine  ab- 
nehmende stetige  Function  von  ^,  mithin  muss,  wenn  ^  von 
Null  bis  -j-  cx)  sich  bewegt,  innerhalb  dieses  Intervalles  ein- 
mal und  nur  einmal  ein  Werth  von  ^  erscheinen,  der /{♦) 
auf  Null  reducirt.  Gefunden  wird  dieser  Werth  von  ^  und 
demnach  auch  der  von  a  natürlich  durch  Auflosung  der  cu- 
bischen Gleichung  Fi^)  =  0.**) 


•,  Vergl.    Serret.    Cours   d'algäbre   supörieure.     3.  Edition,  t.  i., 
Ij.  262— 263. 

**)  Die  beiden  andern  Wurzeln  von  F(^)  a>  0  sind  negativ;  deoo 
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Ein  ganz  ähnliches  Verhalten,  wie  es  so  eben  för  die 
der  a:-Achse  parallele  Attractionscomponente  X  nachgewiesen 
ist,  zeigen  auch  die  beiden  Seitenkräfte  F  und  Z.  Betracht^i 
wir  z.  B,  die  Componente  F,  so  erhalten  wir  durch  Inne- 
haltung des  früher  beschriebenen  Gedankenganges  zunächst 
die  Beziehung 

r  =  ffdxdz[r{r^)-r(r,)], 
wo.r,  und  r^  die  beiden  den  Substitutionen 

entsprechenden  Werthe  des  Radicals 

bezeichnen.  Schreiben  wir  nun  wieder  y  u  statt  z  und  ebenso 
cci  =  Xj  so  entspringt 

y^ayfjdidu[r(r,)^r(ry)l 

Die  Beziehungen  3.  —  ö.   gehen  daher  jetzt  in  die  folgenden 

über 

öf2+^2+c2+/J2,^'24-^^"^+c'2+/S'2.  aa=a'a',bß==b'ß',  cy=c'y] 

aus  denen  ganz  in  der  frühem  Weise  wieder  die  Gleichung 

ermittelt  werden  kann.  Und  daher  schliesst  man  nun  sofort, 
dass  mit  dem  Beweise  der  Beziehung  Ä  :  X  =^  ßy  :  ß'y  zu- 
gleich die  Richtigkeit  der  Relationen 

y :  y'  =  ay  :  ay',   Z  i  Z  =  aß  i  a  ß^ 

dargethan  ist. 


setzt  mau  in  f^tp)  statt  i^  nach  einander  —  ^  und  Q'  —  ^,  sowie  —  ^ 
und  %  —  f^,  yto  %  eine  unendlich  kleine  positive  Zahl  bedeutet;  so 
findet  sowohl  zwischen  den  Grenzen  —  0"  und  0"  —  d*,  als  auch  inner- 
halb des  Intervalls  ( — -d",  ^  —  «')  ein  Zeichenwechsel,  zwischen  den 
Grenzen  —  %•  und  —  0"  —  8^  hingegen  eine  Zeichenfolge  Statt,  und 
daher  liegt  dem  oben  benutzten  Theoreme  zufolge  in  jedem  der  Inter- 
valle (0, — d*)  und  (0, — «*)  eine  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  F('^)=0. 

Mkykr,  bestimmte  Integrale.  34 
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Welche  Bedeutung  aber,  so  fragen  wir  jetzt  weiter,  be- 
sitzen diese  Gleichungen?  Um  hierüber  Aufklärung  uns  zu 
verschaffen,  beachten  wir  zunächst  die  oben  gefundenen  Be- 
ziehungen 

i  =  ?"»  +  r +  7*  "^^  i  =  ^  +  F  +  /- 

Offenbar  sagen  dieselben,  dass  von  den  einander  entsprechen- 
den Punkten  (ö,  by  c)  und  (ö',  V,  c),  welche  correspon- 
dirende  Punkte  genannt  werden,  der  erstere  auf  der  Ober- 
fläche eines  mit  den  Halbachsen  «',  /?',  /  construirten  ElUp- 
soides  [«',  /?',  y'],  der  letztere  hingegen  auf  der  Oberfläche  des 
gegebenen  EUipsoides  [a,  |8,  y]  sich  befindet.  Wegen  der 
Gleichungen  5.  oder  —  was  dasselbe  ist  —  wegen  der  fol- 
genden a'^  —  «2  ==  ß"^  —  jS^  ==  /^  —  y2  besitzen  die  Haupt- 
scbnitte  dieser  beiden  Ellipsoide  dieselben  Brennpunkte;  die 
Quadrate  ihrer  I^albachsen  nehmen  um  gleichviel  zu  oder  ab, 
und  folglich  umschliessen  die  Ellipsoide  einander.  Derartige 
Ellipsoide  nennt  man  confocale  Ellipsoide.  Liegt  nun  der 
Punkt  (a,  hj  c)  ausserhalb  des  EUipsoides  [a,  /J,  y\,  so  ist  der 
correspondirende  Punkt  (ö',  Vy  c')  in  Bezug  auf  das  mit  [a,  ß,  y\ 
confocale  EUipsoid  [«',  ß\  y]  ein  innerer  und  umgekehrt.  Die 
Frage  nach  der  Grösse  der  Attractionscomponente  für  einen 
im  Innern  des  EUipsoides  gelegenen  Punkt  aber  war  früher 
ein  weit  einfacheres  Problem,  als  die  Bestimmung  der  Attrac- 
tionscomponente für  den  Fall  eines  im  äussern  Räume  befind- 
lichen angezogenen  Punktes.  Mit  Hülfe  der  oben  bewiesenen 
Beziehungen  zwischen  den  Attractionscomponenten  der  beiden 
confocalen  Ellipsoide  [a,  /5,  y]  und  [«',  ß\  y']  in  Bezug  auf 
die  correspondirenden  Punkte  (a,  b,  c)  und  (a',  b\  c')  konnte 
man  daher  das  schwierigere  Problem  des  äussern  Punktes 
ohne  Mühe  auf  das  einfachere  des  innem  Punktes  zurück- 
führen. Dieses  Theorem  verdankt  man  dem  englischen  Mathe- 
matiker Ivory,  freilich  nicht  in  der  Allgemeinheit,  in  welcher 
es  hier  bewiesen  wurde.  Ivory  hat  die  Richtigkeit  seines 
Lehrsatzes  nur  für  den  Fall  des  Newton'schen  Attractions- 
gesetzes  dargethan,  die  Bemerkung  dagegen,  dass  dieses  Theo- 
rem für  jedes  Attractionsgesetz  in  Kraft  bleibt,  hat  zuerst 
Poisson  gemacht.*) 

*)  Vergl.  beispielsweise  dessen  Mechanik.    Thl.  1.  §.  109. 


^ 
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§.  163. 


Bestimmnng  Yon  X  für  den  Fall  eines  Innern  Punktes  nnter  Yor- 
aassetznng  des  Newton'schen  Attractionsgesetzes. 

Wenn  die  gegenseitige  Anziehung  des  Punktes  (a,  h,  c) 
und  des  Ellipsoides  [«,  |8,  y]  nach  Newton's  Gesetze  erfolgt, 

wenn  also  g?  (r)  ==  ^  oder  einfacher  gleich  -^  ist;  so  wird 

f{r)  = ,  und  folglich  kann  wegen  der  Wurzel  unter  der 

Wurzel,  in  welcher  Form  bei  den  oben  gegebenen  Werthen 
von  r,  und  r^  fif)  jetzt  erscheint,  von  einer  Integration  des 
Ausdruckes  X  =^Jf  dy  dz  {f{r^  —  A^i)l  weder  nach  y,  noch 
nach  z  die  Rede  sein.  Dies  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn 
die  Anziehung  von  einer  ungeraden  Potenz  der  umgekehrten 
Entfernung  abhängt.  Bei  Voraussetzung  des  Newton'schen 
Gravitationsgesetzes  müssen  wir  mithin  die  Bestimmung  von 
X  auf  einem  andern  Wege  versuchen,  also  z.  B.  einmal  nach- 
sehen, ob  sich  ein  günstiger  Erfolg  vielleicht  durch  die  Wahl 
von  Polarcoordinaten  statt  der  rechtwinkligen  erzielen  lasst. 
Soll  dabei  r  zugleich  die  Bolle  des  Radiusvectors  übernehmen, 
so  haben  wir  augenscheinlich  den  Pol  des  Coordinatensystems 
in  den  Punkt  (^r,  h,  c)  zu  verlegen.  Wählen  wir  dann  ferner 
zur  Polarachse  die  mit  der  a;-Achse  parallele  Gerade  und  die 
der  a;y- Ebene  parallele  Ebene  als  Polarebene  und  nennen  %' 
den  Winkel  zwischen  r  und  der  Polarachse,  sowie  q>  den 
Winkel,  welchen  die  durch  r  und  die  Polarachse  bestimmte 
Ebene  mit  der  Polarebene  bildet:  so  wird 

a;=ö-j-rcos'9',  y=&  +  rsin'9*cos9?,  2r=c  +  rsin^sin9), 
imd  folglich  geht  (^Y  +  (^X  +  (^X  <  1  über  in 

Der  früher  gefundene  Ausdruck  X=  j  ^-^^9?(r)  du  femer 

verwandelt  sich  wegen  tf  t/  =  r'  sin  -O-  dr  dd'  dtp  jetzt  in 

X  =  jJJ  cos  ^  sin  &  dr  dd-  dg>, 
und  man  erkennt  nun   sofort,   dass  hier  die  erste  der  Inte- 

34* 
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graidonen  immer  ausführbar  ist,  nach  welcher  der  Variabein 
man  dieselbe  auch  vollziehen  mag.  Trotzdem  aber  ist  es  — 
wie  früher  bei  der  Quadratur  der  Ellipse  —  wegen  der  grossem 
oder  geringern  Complication  des  aus  1.  zu  ziehenden  Inte- 
grationsintervalles  nicht  gleichgültig,  nach  welcher  der  Ver- 
änderlichen man  zuerst  integrirt.  Im  vorliegenden  Falle 
empfiehlt  sich  die  Integration  nach  r  als  die  zweckmässigst«; 
wir  beginnen  daher  mit  dieser,  und  folglich  haben  wir  nun 
zunächst  die  Grenzen,  zwischen  denen  r  sich  bewegt,  zu  be- 
stimmen, um  dies  in  der  übersichtlichsten  Weise  zu  thun, 
denken  wir  uns  vorerst  die  Ungleichheit  1.  nach  r  geordnet; 
alsdann  besitzt  sie  augenscheinlich  die  Gestalt 

in  welcher  die  Constanten  /,  m^  n  durch  die  Gleichungen 
definirt  werden: 

- cos^  _,    sind"*  cos 9*  _,    sinO'  sinqp* 

a  cos-O"    ,    h  sin-ö"  coaqp    ,    c  sin^  sinqp 

Beachtet  man  nun,  dass  /  stets  positiv  ist  und  niemals  der 
Null  gleich  wird,  so  können  wir  offenbar  die  Ungleichheit  1^. 
durch  /  multipliciren;  sie  verliert  ausserdem  ihren  Charakter 
nicht,  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  derselben  die  Grosse  m- 
hinzufügen.     Statt  l^.  erhalten  wir  daher  jetzt  die  Form 

(Ir  -f-  ^y  <  /n  +  m^, 
und  hieraus  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  /n  +  »i^  noth- 
wendig  positiv  sein  muss,   wenn   überhaupt  Radienvectoren 
existiren  sollen.     Setzen  wir  mithin  In  -}-  m^  >  0,  so   lie^ 

Ir  -\-  m  zwischen  +  j/7n+^  und  —  j/ln-\-m^,  d.  h. 


*  —m—  yin  +  m*  ^—m+VTn~+ 


m* 


Ist  nun  der  Punkt  (ö,  &,  c)  ein  innerer,  ist  also  wegen 

^  -^  a'i  -r  jjt  T  y« 

n  positiv,  so  sind  offenbar  für  jede  Combination  ^q)  Radien- 
vectoren vorhanden.     Dagegen  existiren  solche  nur  nach  ge- 
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wissen  Kichtimgeu,  wenn  der  Punkt  (a,byc)  ausserhalb. des 
anziehenden  Ellipsoides  sich  befindet^  d.  h.  wenn  n  zu  den 
negativen  Grossen  gehört.  Schon  die  blosse  Anschauung 
zeigt  die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen.  Welche  Werthe 
erhält  nun  aber  diesen  beiden  Fällen  entsprechend  unser  r? 
Um  hierüber  Aufschluss  zu  erlangen,  nehmen  wir  n  zunächst 
positiv;    alsdann    ist    offenbar    der    numerische    Werth    von 

]/ln  +  m'^  grösser,  als  der  von  m,  und  folglich  liegt  r  zwi- 
schen ~~-!"^  y"  — --  und  ~J!!..TLL_?_T_"'..  Weil  aber  r  ab- 
solut zu  nehmen  ist,  so  können  die  Grenzen  desselben  nur  0 

1   —  w  4-  y  In  +  m*   1     . 

und ^--^ ^—  heissen. 

i 

Ist  dagegen  n  negativ  ^   so  sind   absolut  genommen  nur 

für  In  <  m^  Werthe  von  r  vorhanden.  Und  da  j/ln  +  m^ 
numerisch  jetzt  kleiner,  als  der  absolute  Werth  von  m  ist, 
so  giebt  es  für  ein  positives  m  keine  Radienvectoren ;  diese 
existiren  vielmehr  nur  für  ein  negatives  m.  Die  Integration 
nach  r  ist  folglich  für  einen  äussern  Punkt  bloss  beim  Statt- 
haben der  beiden  Bedingungen 

In  -^  m^  >  0  und  m  <C0 
möglich,  sie  erstreckt  sich  alsdann  von  r  =  Il-^^r:    „!L"tJ^ 

bis  r  =Ä  ^  — +  —^"t^.     Geometrisch  genommen  hat  dies  den 

Sinn,  dass  die  Vereinigung  der  Elemente  nur  innerhalb  eines 
das  Ellipsoid  umhüllenden  Kegels  geschehen  kann,  dessen 
Spitze  im  Punkte  («,  /»,  c)  sich  befindet. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Untersuchungen  gehen  wir 
zur  Integration  selbst  über,  und  zwar  behandeln  wir  vorerst 
den  Fall  des  innern  Punktes.  Offenbar  ist  alsdann  mit  Be- 
rücksichtigung der  in  §.  160.  über  die  Grenzen  von  -O-  und  q) 
gemachten  Bemerkungen 


=//■ 


dd"  dg)  sin  O*  cos  ^ 

0    0 

d.  g. 


-  m  +  yhr+ 


m 


2 


%n  n         2n 


X= —  1  d%^  I dfpsin^cosd'''^  -{-  1  d^  j  dtp     ""t^"  sin^sincp. 
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Dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich  indess  sogleich;  weun  man 
beachtet,  dass  für  je  zwei  Werthgruppen  d-,  g>  und  tc — &,  ^+9? 

das  Radical  - — ^ —  wegen  der  Werthe  von  /  und  m  unver- 
ändert bleibt;  das  Product  sin  0*  sin  g>  hingegen  in  die  Klasse 
der  entgegengesetzten  Grossen  gehört  und  dass  demnach  die 
diesen  beiden  Gruppen  entsprechenden  Elemente  einander  auf- 
heben.  Das  zweite  der  Integrale  rechts  ist  daher  mit  Null 
gleichbedeutend*),  und  folglich  wird 

n  in 

jf -—  — I  dd"  I  dq)  ^  sind"  cos-O* 

0  0 

oder 

ft         in 

X= —  I  dd^  I  dq)  ——7—-  ^cos'9'-|-  Ä«sin'9^cos^+  -jSinö-sin^)  . 

Nun  aber  schliesst  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin,  dass 
die  beiden  Integrale 


*)  In  mehr  analytischer  Weise  kann  man  sich  von  der  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  auch  wie  folgt  überzeugen. 

Bezeichne  "tp  (d',  (p)  eine  solche  Function  von  ^  und  9,  die  den 
entgegengesetzten  Wcrth  erwirbt,  wenn  die  Argumente  <&  und  tp  be- 
züglich in  9c  —  ^  und  is  +  q>  sich  verwandeln.  Alsdann  erhält  man 
wegen 

in  n  in  ' 

ftp{»,  ifj)dq>  =yX^,  9)  dtp  +fip(»,  9?)  dtp 
0  0  n 

/f  n 

i^(^,  5p)  dtp  +/'0(^,  n+tp)  dtp 
0  0 

ohne  Weiteres  die  Beziehung 

71        in  n        n  n        n 

fd9^fip{^,  tp)  dtp  =^fdd-fit>i^,  tp)  dtp  +fd&f^{»,  n+tp)  dtp, 
00  0        0  0        0 

und  diese  verwandelt  sich  durch  ümkehruxig  der  Integrationsordnung 

mit  darauf  folgender  Substitution  von  n — Q'  statt  Q-  in  dem  letzten 

Integrale,  sowie  durch  nochmalige  Aenderung  der  lutegrationsordnuug 

im   transformirten  Integrale  und  schliessliche  Voreinigung  des   ersten 

und  letzten  Integrales  in  die  identische  Gleichung 

n        in  n       n 

fd^fdtp  i^C-Ö-,  tp)  =^fd»fdtp  [^{%,  qp)  +  i^(w-«',  n-^tpy\  =.  0. 
0  0  0  0 
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n  27t  n  2n 

0  0  0  0 

den  Werth  Null  besitzen  und  dass  sonach 

n  in 

COS  '0'*  sin  d"  dtp 


—  a  l  d^  I  - 
J       J   ^ 


a«    .    „»  .  .   a« 


. /    cos  t)"'  +  ~  8in'9'*co8a)*+  -r  sind-*  Bing?* 
0  0  ß^  -^     '    y« 

ist. 

Diese  Relation  gestattet  eine  bemerkenswerthe  Folgerung. 
Das  Integral  nämlich  behält  augenscheinlich  denselben  Werth, 
wenn  die  Verhältnisse  der  Achsen  unverändert  bleiben,  d.  h. 
wenn  man  ein  dem  ersten  concentrisches,  ähnliches  und  ähn- 
lich liegendes  EUipsoid  construirt.  Und  da  nun  —  wie  aus 
den  früher  gepflogenen  Erörterungen  sofort  erhellt  —  bezüg- 
lich der  beiden  Gomponenten  Y  und  Z  ein  gleicher  Erfolg 
eintritt;  so  ist  offenbar  die  Wirkung  der  von  den  beiden  con- 
ceutrisch  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  EUipsoiden  gebil- 
deten Schicht  auf  einen  im  innern  Hohlräume  derselben  be- 
findlichen Punkt  der  Null  gleich.*)  Die  Anziehung  eines 
EUipsoides  auf  einen  Punkt  seiner  Masse  reducirt  sich  daher 
auf  diejenige  des  EUipsoidentheils,  welcher  von  einer  mit  der 
Oberfläche  des  gegebenen  EUipsoids  concentrischen,  ähnlichen 
und  ähnlich  liegenden^  durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden 
Oberfläche  begrenzt  wird. 

Giebt  man  dem  obigen  Doppelintegrale  die  Gestalt 

2n  n 


«^    /  ,       / COS  ^«  «?(cos  %) 

a*  /  J     cosqp*   ,  sincp*       ri        cosqp*      sing?*"! 


x  = 

COS-O"' 


SO  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  dasselbe  nach  %"  unbe- 
stimmt sich  integriren  und  zwar  auf  cy klometrische  oder 
logarithmische  Functionen  sich  zurückführen  lässt.  Da  jedoch 
die  hierdurch  entspringende  Form  des  neuen  Integrales  gerade 


*}  Dieser  von  Newton  entdeckte  Satz  lässt  sich  auch  auf  syntheti- 
schem Wege  ohne  Mühe  nachweisen.  Man  vergl.  z.  B.  darüber:  Schell. 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  8.  702;  —  Sturm.  Cours  de 
möcanique  de  T^cole  poly technique ,  tome  I.'  Nro.  142;  —  Duhamel. 
Mechanik,  Thl.  1.,  Nro.  134. 
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uicht  durch  Elegauz  sich  auszeichnet^  diese  vielmehr  erzielt 
wird;  wenn  man  mit  der  Integration  nach  q)  beginnt;  so 
werden  wir  auch  diesen  Weg  befolgen.  Wir  schreiben  zu 
dem  Behufe  das  Integral  nach  q)  zunächst  in  nebenstehender 
Gestalt 


f-, 


I    /coa*«  ,  8iii*»\  ,  ,   /co8*«  ,  8in«'»\    .      , 

/  ( -^  +  -r)  '***  '^  +  \«r + -^)  «"^  " 

und  bedenken,  dass  durch  die  Substitution  jr  -|-  9  statt  9  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  unverändert  bleibt,  die 
Grenzen  des  Integrales  dagegen  in  —  jr  und  -|-  ^  sich  ver- 
wandeln und  dass  überdies  die  Function  zu  den  geraden 
Functionen  von  tp  gehört.  Dadurch  bekommen  wir  augen- 
scheinlich die  Gleichung 


"  -  'h 


dtp 


cos  qp*  +  ft*  sin  9*' 

() 

wenn  wir  der  Kürze  halber  unter  X  und  ft  beziehungsweise 
die  Wurzelwerthe  der  Coefficienten  von  cos  g?^  und  siu  9' 
verstehen.     Zerlegen  wir  aber  nochmals  das  Integral  in  zwei 

andere   zwischen  den  Grenzen  0  und  —,  -   und  tc  und  sub- 

stituiren  in  dem  letzten  dieser  Theilintegrale  +  g?  statt  9, 
so  geht  V  offenbar  über  in 


f^tßjigtpj 


n 


/►<M-^tangqp|  2 

-  7  ^ (»  =  xl  [arc tang  |  tg  <p]  =  -.*] 


0 
Und  daher  ist 


sm  0"  cos  %^  d%^ 


-9-«  ,  sin-ö-jX  /C0B<e-«      sy^'X 


*)  Hätten  wir  X  und  (i  mit  verschiedenen  Zeichen  behaftet  voraiis- 

gesetzt,  so  würde  formell  —  ^ —  das  Ergebniss  der  Integration  gc- 
wesen  sein. 
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Weil  aber  für  je  zwei  Supplementarwerthe  ^  und  %  —  0-  die 
Fiinotion  unter  dem  Integralzeichen  keine  Aenderuug  erleidet, 
je  zwei  diesen  Argumenten  entsprechende  Elemente  also  gleich 
sind;  so  erhält  man  die  einfachere  Beziehung 


X=  — 


2 

^na  i  sin  "d-  cos  "d-*  rf-ö* 


{na  /_ 

«*    /  ,//co8^*  ,  8in^«\    /C0S-9-*  ,   8in-9-«\ 


Und  hieraus  entspringt  durch  Einführung  der  neuen  Varia- 
bein t  mittelst  der  Gleichung  /  =  cos  ^  die  andere  Form 

1 

y ^naßy   /  _     t^  dt 

Da  nun  mit  der  Seitenkraft  X  zugleich  die  Componenten  Y 
und  Z  gegeben  sind,  indem  diese  aus  X  durch  blosse  Permu- 
tation der  Grössen  «,  /5,  y,  a,  b,  c  gewonnen  werden,  so  hat 
mau  auch  unmittelbar  die  Beziehungen 


/• 
i 


y^^     _,,.^».,        .  /«<// 


//['-(-"^)']['-(-SH 


und 


An  caß   I 


rw  -w  **  K  vk  \»     m  t     fl  C 


//[-(-5)"]I- (■-?)"]■ 


In  jedem  der  drei  zusammengehörigen  elliptischen  Integrale 
erscheint  also  eine  andere  Wurzelgrösse;  die  Reduction  dieser 
Integrale  auf  die  Normalformen  der  ersten  und  zweiten 
Gattung  wird  desshalb  völlig  unsymmetrische  Resultate  liefern. 
Ihrer  Natur  nach  aber  sind  die  drei  Componenten  X,  V,  Z 
symmetrisch  geformte  Ausdrücke,  weil  sie  ja  durch  blosse 
Permutation  der  in  ihnen  enthaltenen  Constanten  auseinander 
hervorgehen.  Um  dieser  Symmetrie  willen  ist  es  daher  weit 
zweckmässiger,   bei  den  allgemeinen  Betrachtungen  von  der 
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Herstellung  der  canoiiischen  Form  der  obigen  Integrale  abzu- 
sehen. Geschieht  dies^  so  lassen  sich  dieselben  ohne  Schwierig- 
keit derart  schreiben^  dass  dasselbe  Radical  in  ihnen  Yor> 
kommt.  Behufs  Erzielung  dieser  Form  betrachten  wir  wieder 
die  Componente  Ä^  und  zwar  ersetzen  wir  in  dem  Integrale 
die  Variabele  /  durch  die  neue  s,  welche  mit  jener  durch  die 

Gleichung  i^  =   j^  -  verbunden  ist,  wo  X  eine  positive,  gleich 

näher  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Da  unter  dieser 
Voraussetzung  für  /  =  0,  1  die  entsprechenden  Werthe  von  s 
0  und  oo  heissen  und  da  ausserdem 

,^  X         ds  fidt 

dt  = r- 


^V{i+isf  ,/r/  /.  p«\.,tr;  /.  y 


/i-('-s)4[-(-r.)'] 


l  ds 


.  (i+.,)^(i+.,)(u+g)(x,+g) 

ist,  so  wird 


oo 


2naß'yl   / 


«  tä  *m  f*  u  r  1^      m  (f  S 


J  (i+i*)^(i+^*)  (u+g)  (^'+S)* 


Und  schreibt  man  nun  A  ««=  -j,  so  entspringt 


00 


Y 27r  n    I 


du 


7('+^.)/(-+.-)(-+0C+?) 

Die  Componenten  X,  Yy  Z  besitzen  demnach  die  Gestalt 

U  0  0 

d.  h.  wenn  wir  die  drei  für  dasselbe  EUipsoid  constant  blei- 
benden Integrale  zur  Abkürzung  bezüglich  durch  Ay  B^  C  be- 
zeichnen, 

X=  —  27caAy    r=  —  2n:bBj   Z  =  —  2%oC. 

Offenbar    lehren   diese  Formeln,    dass   für    alle   Punkte, 
welche  in  einer  Ebene  sich  befinden,  die  senkrecht  zu  einer 
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der  Achsen  des  Ellipsoides  steht^  die  dieser  Achse  parallele 
Attractionscomponente  dieselbe  bleibt  und  dass  die  jedes- 
malige Grösse  derselben  der  Entfernung  zwischen  der  senk- 
rechten und  der  ihr  parallelen  Hauptebene  des  Ellipsoides 
proportional  ist.  Die  bezügliche  Componente  ist  daher  am 
grössten  für  die  in  der  letzten  senkrechten  Ebene  befindlichen 
Punkte  und  am  kleinsten,  nämlich  =  0,  in  der  Hauptebene. 
Heisst  R  die  Gesammtwirkung  des  Ellipsoids  auf  einen 
innem  Punkt,  und  sind  A,  fiy  v  die  drei  Winkel,  welche  die 
Richtung  von  R  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet;  so  ist 

R  cos  X  =  Ä,  Ä  cos  ft  =  JT,   B  cos  V  =  Z. 

Und  weil  nun  anderseits  für  das  stets  absolut  zu  nehmende 
R  die  Beziehung  besteht 

so  wird 

-  —  ^a  —Hb 

cos  k  =  -,--    -  — -,  -,  cosa= 


COS  V  =  :rj=z=^^r^^=. 

Daraus  aber  fliesst  sofort  weiter,  dass  für  alle  Punkte,  welche 
auf  demselben  Halbmesser  q  des  Ellipsoids  sich  befinden,  die 
Resultante  R  sich  parallel  bleibt  und  ihrer  Grösse  nach  der 
jedesmaligen  Entfernung  des  afficirten  Punktes  vom  Centrum 
proportional  ist.  Denn  sind  A',  ft',  v  die  drei  Winkel  zwi- 
schen Q  und  den  Achsen  des  Ellipsoides,  so  hat  man  die 
Gleichungen 

a  =  p  cos  A',  b  OB  Q  cos  |it',  c  =  p  cos  v\ 

diese  Ausdrücke  aber  in  die  oben  gegebenen  Werthe  für  R, 
cos  A,  cos  (if  cos  V  eingesetzt  zeigen  unmittelbar  die  Richtig- 
keit der  Behauptimg.  Für  je  zwei  um  q  vom  üentrum  ab- 
stehende Punkte  desselben  Durchmessers  ist  daher  die  Richtung 
der  Gesammtwirkung  entgegengesetzt. 
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§.  164. 
Redueiioii  der  Integrale  /1,  B,  C  auf  die  caiionische  Form«*) 

Eine  Zurückführuug  der  Integrale  A,  B,  C  auf  Elementar- 
Functionen  ist  nur  für  das  Rotationsellipsoid  möglich,  für  den 
Fall  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  dagegen  bilden  —  wie 
schon  angedeutet  —  die  elliptischen  Integrale  der  ersten  und 
zweiten  Gattung,  also  die  Integrale 

f  ? 

F{tp,  k)  =   /  y-^r^-  und  £(9,  k)  =  fdq>  }/V-k=^\iu-^^ 

ü  .  0 

die  Grundbestandtheile  der  Integrale  A^  By  C.     Um    sie   zu 
erzielen,  kehren  wir  zu  den  früher  gefundeneu  Formen 

1 

„ ^naßv   I  i^  dt 


■.naßy    I 


//[■+^-'']F3^'-] 


„ _  Anhay   1 t\dt 


■nbay  j 


IVi^^'^W^'] 


Ancaß   I 

"'V  i 


z--- "' 


//[■+'-^^«]['+^""] 


RX  jj« 

zurück.     Setzen    wir   nun   der  Kürze   halber   - — - —  ==s  A', 


=  ft^,  3f  ==  ^  aßyy  und   substituiren  wir  alsdann    in 

den  Integralen  für  V  und  Z  beziehungsweise  statt  /  die  Aus- 
drücke 

'  ?fy:i*=  -  ^4=:.  und  ^-i^tti^=  -    IL_^  • 

so   können  wir  die   vorstehenden  Integrale  zunächst  in  der 
einfacheren  Gestalt 


*)  Vergl.  Sturm.    Cours   de   mdcanique  de  T^cole    polytechnique, 
tome  l.,  p.  99  etc. 
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1  1 

~       «'  J  y[^+^'  ^]  U+^'  /*]'    ~      «'  J  Vi  i+x«/»j3li+;i2/»] 

0  0 


_  _  3  i»fc  /' 

«vi 


1 


V[i+iiu^]ni+^'i'] 


0 


schreiben.     Und  hieraus  entspringen  wieder  die  Formen 

y 3/lf  «  i*ia,n^(p^  dq)      y 3  Mh   /*     sinqp«  d(p 


0 

9^ 


„ 3  Mc    r    sin  <p*  dtp 


wenn  man  nämlich  beachtet;  dass  in  Folge  unserer  frühem 
Annahme  a  <  j8  <  y  die  Constante  A  <  ft  ist  und  demnach 

/:2  =  1  —  ^,  tang'^  =  f*=j/^^^^',/tang^=tang9  =  |x/ 

gesetzt  werden  kann.  Von  diesen  Integralen  aber  bedürfen 
nur  noch  das  erste  und  zweite  einer  weitern  Entwicklung, 
indem  das  dritte  wegen 

y*    sin  y»  dy     ^   1^    /* dy 1     /*  l-^^*  sin  cp«     , 
Kl— >t»  ßin^«  ~  *V  K^-Ä*"8in^«        **  J  Kl— ä«  sin  g>«  ^^ 


ü  ü 


sofort  als  identisch  mit  t^  [^(^,  '^)  —  E  (Je,  ^J]   sich  zu  er- 
kennen giebt. 

Für  das  unbestimmte  Integral   i  ->^-—  -—     nun   findet 

'^       J  Kl— **8in<p» 

man,    wenn  der  Bequemlichkeit  wegen   statt  j/1  —  X:'^  sin  g?*' 
das  gebräuchliche  z/  geschrieben  wird, 

y'tangc3P«rfq)_  /•8in<pM(tangc3p)_  1    /'rftangy        1     f*^^.^ 

und  hieraus  folgt  durch  theilweise  Integration  mit  Beachtung 

der  Beziehung 

dd  k*  sintp  cos  tp  ^ 

dtp  A  ' 

/•t«igqp*</qp  _  JL^   r_dq) \_    rdq>         tang^    ,      1     /*  .  ^^ 

J  ^  ~k*JcOBq>^J        * V     ^  *'      '^  k^J  ^^ 
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d.  g. 


/ 


'tangqp*d<3p  tang  y  .  ^  —  ^(^>  v) 


Integrirt  man  dagegen    I  — ??^— ?   unmittelbar   partiell;  so 

entspringt  mit  Berücksichtigung  der  Relation 

d    sin  cp* sin  qp  cos  qp  ^^  sin  9  cos  «p  ^ 

/*tang<jp*rf<3p tangqp  sin 9*  /'sin  9*  dq>  /^sin  9*  dg) 

J   -j        -  -^       J  —j       J    -ji—  5 

mithin  ist 

y'sin  (p*  dqp tang  tp  sin  <p* /*tang  y*  r/y  /'sin  y*  rfy 

oder  nach  einigen  leichten  Reductionen 

J*sin  y*  dy ä  (Ar,  y)    1    „/,        v  sin  y  cos  y 

Die  zwischen  den  Grenzen  0  und  0"  genommenen  Integrale 
heissen  daher 

/sin  y*  rfy ^'(ä^-öO  JL  F(k    S-^  _    ^^"g  ^        1  1 

J^        ~  Ä«(l— **)        ^''  ^  (^9^)        1+  tg-^«  l—Jfe»  ^(ik,  ^)^ 
0 

und  folglich  ergeben  sich  durch  Wiedereinführung  der  Werthe 
von  k,  d;  fi  in  sämmtliche  bestimmten  Integrale  nach  einigen 
leicht  zu  vollziehenden  Reductionen  die  Schlussgleichungen: 

F 3  )l/ft  [—  (Y^—a^f^ir^-ß^)-^  F 

_|_(y2_„2)i  (y»_^)-.  (^»-a^)-l  Ä  -  ^"^  (^*-«^)-'], 
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um   der   kurzem  Schreibweise   willen   sind   hierin   statt   der 
Grössen 

einfach  die  Zeichen  F  und  E  gewählt  worden. 

§.  165. 
Das  Rotationsellipsoid. 

Die '  Integrale  A,  By  C  verlieren  den  Charakter  der  ellip- 
tischen Integrale,  sofern  das  EUipsoid  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  grosse  oder  kleine  Achse  entstanden  ist;  als- 
dann nämlich  hängen  die  genannten  Integrale  entweder  von 
cyklometrischen,  oder  logarithmischen  Functionen  ab. 

In  der  That,  setzen  wir  zunächst  a  =  ß,  nehmen  wir 
also  an,  dass  die  grosste  Achse  2y  die  Umdrehungsachse  des 
EUipsoides  darstellt,  so  wird  der  Modul  Ä'  ==  1 ,  und  folglich 
gelten  jetzt  für  die  Componenten  Ä^  F,  Z  die  Gleichungen 


3  M  h   /*tang<jp*  dq> 

C08  9 

ö 


9 
y SM a    /'tottg qp'rfqp      y %^Mh    i 

a^ft'  j        cos  9       '  a^ft'  j 

0  ü 

Z  =  —  ^-^~  j  tang  (p  sin  (p  d<p, 

0 

Nun  zeigt  aber  die  Integration  durch  Theile,  dass 

J      cos  fp       ^        J    COS  (p     ^        °  ^^ 

=  --°^  tang  q)  —  2  i  tang  q>  sin  (p  d(p  —  i  tang  q>^  sin  9?  dg), 

I  tsLngq)sm(pd(p= — tang q) cos q)'^\gtsLng;(  ^  +  ^  j  +  ^^^st., 

I  Uiiigip^suKp  d(p  =  —  tg9^cos«]p -f-3  I   -^—^-d(p 
und  demnach 

/ 


S?  ''v  =  i  tg  9>  yTftg  9'-  ilg(tg  9,+ /r.+ tg  <p')  +C3t. 
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ist.     Geht  man  also  zu  den   bestimmten  Integralen  über,  so 
kommt  schliesslich 

^=  - 1^  [f*  y^+^'  -  lg  (f* + vwi^')  \ 

Nimmt  man  dagegen  ß=y,  bezeichnet  folglich  die  kleinst«^ 
Achse  2a  diö  Rotationsachse,  so  wird  X:  =  0,  demnach 

0  0 

0 

Aber 
I  sin  ip^dq)= — sin  g)  cos  9>  +  1  cos  ^^^/qp = ^^^^^^ — ??  4"<^iis*-^ 

y  tang  9^  </9?  =  sin  9^  tang  9  +  sin  «jp  cos  9  —  ^  +  const., 

mithin  entspringen  durch  Uebergang  zu  den  bestimmten  Inte- 
gralen schliesslich  die  Beziehungen 

Kaum  nöthig  ist  übrigens  die  Bemerkung,  dass  man  behufs 
Herleitung  dieser  Resultate  durchaus  nicht  an  die  trigono- 
metriche  Form  der  Integrale  A,  B,  C  gebunden  ist;  im  Gegen- 


*)  Der  absolute  Werth  der  den  Componenten  X  und  r  entsprechen- 
den  Resultirenden  R^  besitzt  offenbar  die  Form 


WO  8  =  V^-^  '>*  die  Länge  des  vom  afficirten  Punkte  auf  die  Rotations- 
achse gefUllten  Perpendikels  ausdrückt. 
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theil  scheinen  sogar  die  zwischen  den  Grenzen  0  und*  1  ge- 
nommenen Integrale  noch  zweckmässiger  zu  sein^  weil  es  bei 
diesen  ganz  gleichgültig  ist,  ob  man  a  =  ß,  oder  a  =»  y 
setzt;  für  welchen  letztern  Fall  bei  den  oben  benutzten  trigono- 
metrischen Formen  der  Integrale  der  Modul  k  ins  Unendliche 
wächst  und  demnach  diese  unbrauchbar  werden.*) 

§.  166. 
Der  angezogene  Punkt  ist  ein  änsserer« 

Wenn  der  von  dem  EUipsoid  [a,  ß,  y]  angezogene  Punkt 
{a,  b,  c)  ausserhalb  desselben  sich  befindet ,  so  ist  offenbar 

(J)"  +  (I)'+(f)'>'- 

Betrachten  wir  nun  wieder  die  Componente 

Ä  =  fff  cos  d"  sind'  dr  dd^  dip, 
so  ist  den  in   §.    163.   gegebenen   Lehren    zufolge    die  Inte- 

ijfration  nach  r  zwischen  den  Grenzen  r  =  I"-^~"  ^  "  "r  ^ 
und  r  =  -  -  T^-— t!'l  auszuführen.     Mithin  wird  jetzt 

J-  =  2  J7 -- ^^' ^*i^ *  d»  dg>, 

und  dieses  Doppelintegral  ist  nun  über  alle  Werthe  Von  d^ 
und  (p  auszudehnen,  welche  innerhalb  des  früher  erwähnten 
Umhüllungskegels  sich  befinden.  Wir  können  jedoch  von 
dieser  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpften  Integration 
absehen,  weil  wir  vermöge  des  Ivory  sehen  Theoremes  den 
vorliegenden  Fall  auf  den  einfachem  eines  innern  Punktes 
zurückführen  können. 

Denken  wir  uns  also  durch  den  angezogenen  Punkt 
{(f,  b^  c)  ein  mit  [«,  j3,  y]  confocales  EUipsoid  [«',  ß\  /]  gelegt 
und  nennen  wie  früher  («',  b\  c)  den  auf  dem  EUipsoid 
[a,  ß,  y\  gelegenen  correspondirenden  Punkt  von  (^/,  b,  c), 
sowie  Ä'  die  der  a:- Achse  parallele  Attractionscomponent«* 
zwischen  {a,  //,  c)  und  [«',  ß\  y]]  so  bestehen  diei Gleichungen 

*)  Die   vorhin   gcnaunten  Formen    wählt    z.   ß.  Sturm.     Cours  de 
mt'canique,  tome  I,  Nro.  137.     (Vergl.  S.  551.) 

MsTKR,  bestimmte  Integrale.  ^  3G 
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2.  Ä=^t^r;  I 

3.  aa=aa',  bß^b'ß',  cy=cy',  /r»=«''+/J»  —  a«, 

/  =  «'*  +  y*  —  «» 
und 

von  denen  zunächst  die  letztere  nach  a^  aufzulösen  ist.  Offen- 
bar muss  der  sich  ergebende  Werth  von  a^  grosser,  als  «' 
sein,  weil;  wenn  man  a'^  =e  a^  setzt,  in  Folge  der  Relation  1. 
das  Trinom  der  cubischen  Gleichung  4.  grosser ,  als  1  wird; 
selbst  die  blosse  Anschauung  führt  schon  zu  diesem  Resultate. 
Wir  wählen  daher  für  «^  den  Ausdruck  .a^+<y,  wo  0  positiv 
ist  und  zwar  die  einzige  positive  Wurzel  der  cubischen 
Gleichung 


bedeutet.     Ist  nun  diese  Wurzel  6  ermittelt  worden,  so  wird 

a'=t/^^,  /J'=F^+^,  y=y7^^,  a'  =  -^ 
und 

y 2nßya    l  ds 


0 


wofür  wir  auch  wegen  aa'^^^aa 


00 


j- 2«o  -?4l.  / "'    ..„=^-^^^_. 

""y  (.+.')/(.+^i)(.+^)  (.+4,) 

schreiben  können.  Diese  Gleichung  aber  vereinfacht  sich 
noch  mehr,  wenn  wir  s — ö  statt  s  wählen,  demuach  s — <?-}-«  ^ 
s — i5-\-^ß'^j  s—0-\-y^  bezüglich  durch  s-j-a^,  ä+/J^  «+y^  er- 
setzen; denn  nun  gilt  die  Beziehung 


00 

ds 


/d 


ä 

d.  h. 
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00 


.1-=      "        •  '^' 


/H)  (■+?")  R) 


Die  für  den  Fall  eines  äussern  Punktes  Statt  findenden 
Integrale  unterscheiden  sich  mithin  von  den  frühern  A^  By  C 
bloss  dadurch;  dass  bei  diesen  das  Integrationsintervall  mit 
Null  beginnt;  während  bei  jenen  eine  Zahl  <y,  die  von  der 
Lage  des  angezogenen  Punktes  (a^  h^  c)  abhängt  und  nur  für 
ein  und  dieselbe  mit  [a,  ß,  y\  confocale  ellipsoidische  Fläche 
constant  bleibt^  die  untere  Grenze  der  Integrale  bildet. 

§.  167.*) 
Das  Maelaurin'sehe  Theorem. 

Vor  der  Entdeckung  des  Ivory^schen  Lehrsatzes  konnte 
man  nur  mit  Hülfe  des  sogenannten  Maclaurin'schen  Theo- 
remes**)  die  Bestimmung  der  Attractionscomponente  für  den 
Fall  eines  ausserhalb  der  anziehenden  ellipsoidischen  Masse 
belegenen -Punktes  von  der  Ermittlung  der  Componente  für 
einen  innern  Punkt  abhängig  machen.  Dieses  Theorem^  das 
nur  bei  Voraussetzung  des  Newton'schen  Attractionsgesetzes 
Geltung  besitzt  und  dessen  Allgemeingültigkeit  für  das  Rota- 
tionsellipsoid zuerst  .von  Legendre***),  für  das  ungleichachsige 
Ellipsoid  hingegen  zuerst  von  Laplacef)  nachgewiesen  wurde, 
ergiebt  sich  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  ohne  die 
geringste  Mühe,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  nachdem  wir 
noch  folgende  Sätze  über*  confocale  Ellipsoide  erwähnt  haben. 

Da  dem  Begriffe  confocaler  Ellipsoide  zufolge  die  Diffe- 
renzen zwischen  den  Quadraten  ihrer  Halbachsen  gleich  gross 
sind,  so  kann  offenbar  durch  ein  und  denselben  Punkt  nur 
ein   mit  dem  gegebenen  confocales  Ellipsoid  gelegt  werden. 

*)  Ueber  die  Geschichte  des  Maclaurin'schen  Satzes  vergl.  man 
eine  Abhandlung  Grabe's  in  ScMömilch's  Zeitschrifb  für  Matfa.  u.  Phys., 
Jahrgg.  14.  S.  261  ff. 

**)  Maclaurin:  Treatise  of  fluxions,  1734. 

*'^*)  Mem.  de  math.  et  de  phys.  present^s  par  divers  savans,  Paris  1785. 

t)  Histoire  de  TAcademie  des  sciences  de  Paris,  1782;  Theorie  du 

uiouvemcut  et  de  la  figure  elliptique  des  planstes ;  Mecaniquo  Celeste,  T.  IL 

35* 
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Und  ebenso  unmittelbar  einleuchtend  ist  der  andere  Satz, 
dass  zwei  mit  einem"  dritten  confocale  EUipsoide  auch  unter 
sich  coufocal  sind. 

Bezeichnen  nun  wie  vorhin  a,  ß,  y  und  er',  /J',  y  beziehungs- 
weise die  Halbachsen  des  gegebenen  und  des  mit  diesem 
durch  den  afficirteu  Punkt  («,  h^  c)  gelegten  confocalen  Eilip- 
soides,  sind  ferner  a, ,  j8, ,  y,  die  Halbachsen  eines  mit  jenen 
confocalen,  aber  eines  solchen  Ellipsoides,  für  welches  der 
angezogene  Punkt  noch  ein  äusserer  bleibt:  so  wird  nach 
dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satze 

X 

die  dem  EUipsoid  [a|,i8|,y,]  entsprechende  Attractionscom- 
ponente  X^  dargestellt  durch 


'  ce  p  y 


/<*+""^/0+^0('+^'')  ('+.-) 


Mithin  gilt  die  Beziehung 

Xt  ^^    «1  ßi  Yi 
X  a  ß  y   ' 

und  daher  ist  wegen  der  hier  Statt  findenden  Symmetrie  auch 

y  aßy  Z' 

Man  kann  diese  den  Maclauriu'scheu  Lehrsatz  begründenden 
Relationen  in  einer  andern  Gestalt  aussprechen,  wenn  mau 
statt  der  Producte  a,  /Jj  y^  und  cc  ß  y  die  Massen  M  und  Ai^ 
der  beiden  confocalen  EUipsoide  [cc,  /J,  y]  und  [«„  ß^,  y,]  ein- 
fuhrt.    So  nämlich  gewinnt  man  die  Beziehung 

^  =  ^^  ^  ?1  =  ^ 

X        r        z        M' 

d.  h.  die  gleichnamigen  üomponenten  der  Anzie- 
hung homogen  er  confocalerEllipsoi  de  au  feinen  und 
denselben  äussern  Punkt  verhalten  sich  zu  einander 
wie  die  Massen  der  EUipsoide.  Die  Resultanten  der 
Componenten  sind  daher  demselben  Gesetze  unterworfen,  und 
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die  Richtung  derselben  bleibt,  wie   unmittelbar  aus  der  An- 
schauung erhellt;  immer  die  nämliche. 

%,  168. 
Anwendung  des  Haclaurin'schen  Satzes.*) 

Zwar  ist  das  Theorem  Ma^laurin's  nur  für  den  Fall  be< 
wiesen,  dass  in  Bezug  auf  die  beiden  confocatenEllipsoide[a,^,7/], 
[a, ,  /Jj,  y^]  der  angezogene  Punkt  (a,  b,  c)  ein  äusserer  ist. 
Wie  aber  sofort  einleuchtet,  besitzt  der  Satz  selbst  dann  noch 
Geltung,  wenn  der  angezogene  Punkt  der  Oberfläche  des 
einen  der  beiden  confocalen  Ellipsoide  angehört.  Offenbar 
braucht  man,  um  hiervon  sich  zu  überzeugen,  nur  das  mit 
[a,  /S,  y]  confocale  EUipsoid  [a, ,  /J,,  yj  dem  durch  (a,b,  c) 
gelegten  confocalen  Ellipsoide  [a',  ß',  y]  unendlich  naheliegend 
abzunehmen,  dann  die  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Rela- 
tionen zu  bilden  und  nmi  endlich  den  Unterschied  a^ — «/-'—«^ 
bis  zu  seiner  Grenze  Null  abnehmen  zu  lassen. 

Bezeichnet  daher  ^'  die  der  x-Ächse' parallele  Compouente 
des  mit  [a,  ß,  y]  durch  den  Punkt  (ö,  ö,  c)  gelegten  confocalen 
Ellipsoides,  so  besteht  zunächst  noch  immer  die  Gleichung 


OD 


'  =  —  2na  I 


Y'  c\  m  ds 


/C+I-)('+s^)('+» 


aßy 


Daraus  aber  folgt  nun  durch  Multiplication  mit    ,^,   >  für   die 
Componente  X  des  Ellipsoides  [a,  /?,  y]  der  Ausdruck 


00 


Y  __^  Q  WUT«  ftS 


/("■+^.)  ö+f,)  (.+,1,) 


In  der  That  also  können  mittelst  des  Maclauriu'schen  Theo- 
remes  die  Componenten  der  Wirkung  des  Ellipsoides  [a,  /J,  y) 
auf  einen  äussern  Punkt  bestimmt  werden. 


*)  Um  MissverstäDdnissen  vorzabeagen,  erinnern  wir  nochmals  aus- 
drücklich daran,  dass  Maclaarin's  Theorem  ganz  unabhängig  von  dem 
Vorhergehenden  sich  begründen  lässt.  Den  Chasles'schen  rein  geometri- 
schen Beweis  desselben  findet  man  z.  B.  in  DuhamePs  Mechanik,  Bd .  1 ,  Nr.  1 46. 
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m.  Kapitel. 

Beduction  vielfacher  Integrale  auf  einfache  nach  verschiedenen 

Methoden» 

§.  169. 
Winckler'sehe  Formeln.*) 

Schon  in  §.  158.  wurde  erwähnt^  dass  die  Behandlung 
eines  bestimmten  vielfachen  Integrales  als  vollendet  angesehen 
werden  darf,  sofern  seine  Zurückführung  auf  ein  einfaches 
Integral  gelungen  ist.  Dieser  Gedanken  nun  wird  in  der 
That  das  leitende  Princip  in  den  nachfolgenden  üntersuchimgen 
bilden,  und  nur  in  wenigen  Fällen  wird  es  möglich  sein,  die 
Werthe  vorkommender  vielfacher  Integrale  frei  vom  Integral- 
zeichen darzustellen  oder  doch  wenigstens  auf  bekannte  Func- 
tionen, wie  z.  B.  Gammafunctionen,  zu  reduciren. 

Die  uns  jetzt  vorliegende  Aufgabe  der  Beduction  viel- 
facher Integrale  nun  beginnen  wir  mit  der  Darstellung  einer 
von  Winckler  gegebenen  Relation  zwischen  zwei  vielfachen 
Integralen  derselben  Form,  aus  der  mit  Leichtigkeit  sofort 
zwei  andere  Formeln  sich  ziehen  lassen,  die  ihrerseits  wieder 
einige  bekannten  Resultate  als  blosse  Corollare  enthalten. 

Zu  dem  Behuf e  seien  Xq,  a^,,  Xj,  ...  x^  und  i/q,  y^y^y  ♦  •  •  y» 
von  einander  unabhängige  Veränderlichen;  die  Grössen 
cvp  «2,  .  .  ,  ttm]  ßij  ß2»  '  '  '  ßn  fcmcr  sollcu  positivc  Constanten 
bedeuten,  und  endlich  bezeichne  das  Symbol  c^,»  alle  posi- 
tiven Werthe,  welche  die  Gonstante  c  erwirbt,  wenn  für 
ft  und  V  beziehungsweise  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,-.  .  .^m 
und  0,  1,  2,  .  .  . ,  n  gesetzt  werden.  Nennt  man  nun  um  der 
Kürze  willen  die  Producte 

o?!«»-*  x^"^^  0:3«^-!  .  .  .  x,««m-i,  5^j/».-i  y/1-1  .  .  .  y«/»«-» 

bezüglich  X^  V,  schreibt  ferner 

v=0    /i=0 


*)  Siehe  A.  Winckler:  lieber  einige  vielfache  Integrale.  Aus  dem 
LX.  Bde.  d.  Sitzb.  d.  k.  Akad.  d.  Wissschf.  zu  Wien,  II.  Abthl.  Juli- 
liefb.    Jahrg.  1869. 
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und  integrirt  schliesslich;  was  offenbar  angeht,  den  Ausdruck 
Ä  Yer^  zwischen  den  Grenzen  0  und  cx>;  so  entsteht  das 
(m -fr  ^)  fache  Integral 


00    OD 

^  =/*  /  .  .  .  ^  Ye-^  dx^  dx^  .  .  .  dxm  dy^  dy^  *  .  *  dy, 


in  welchem  die  einzelnen  Integrationen  entweder  nach  den 
Xf  oder  nach  den  y  unmittelbar  sich  vollziehen  lassen,  je 
nachdem  man  nämlich  zuerst  nach  jenen,  oder  diesen  inte- 
grirt. Denn  da  die  Grössen  x  und  y  völlig  unabhängig  von 
einander  und  die  Integrationsgrenzen  sämmtlich  constant  sind, 
so  darf  man  dem  Integrale  fF  augenscheinlich  die  folgenden 
Formen  geben: 


op    ao  flO   00 

fV=^JJ.,.dx^dx2..>dXm  X,  Wy  und  W^=f  j .„dy^dy^,„dy^  FIF^ 

0    0  0    0 


wenn  man  nämlich  für  den  Augenblick  der  künsern  Schreib- 
weise halber  die  Gleichungen 


f  ,"  -  2J  9h  £  ^ft,v  'u 

^if  =^  J  J  '  '  '  ^Vx  ^y-i  '  '  '  ^y»  ^^  ^^=^  f^^^^ 
und 

*  «  —  U  ^ft  £  e^^^  yy 

ff^jc  =  JJ  , . .  dx^  dx^ . . .  dx^  Xe  /i=o   i'=o 


bildet.  Jede  dieser  letztern  Grössen  W  aber  zerfallt  ersicht- 
lich in  ein  Product  einzelner  Integrale,  deren  jedes  nach  der 
Formel 


OD 

r(«) 


5" 


/  e"*"  i;"*"* 


-^dv 


entwickelbar  ist,  und  folglich  gewinnt  man  die  Beziehungen 


r(ft)  r(fe) . . .  r(g,)   -y«2;.^,o'^ 

und 
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fl 


«^ 


Die  Einführung  dieser  Werthe  in  die  entsprechenden  Formeu 
des  Integrales  W  liefert  daher  die  Relation 


OD       QO 

i.   riß,) riß,)... riß r  '  '       -    -      - 


OD       QO 

/    /  dxi  dxf  . . . 

'»)  /    /  •  •  •  r^Tl 

JJ  n 


0      0  9=1  v-^*=0 

n 


00        00 


=  r(a,)r(a2)...r(a^)#   #... ^^p^ =ür- 

Hieraus  aber  fliessen  für  gewisse  besonderen  Annahmen  wie- 
der zwei  neue  Beziehungen.  Schreibt  man  nämlich  einerseits 
Xq  =  y^^==:^\^  c^j,^  =  0  und  ersetzt  anderseits  die  Yariabeln 
^i;  ^2y  '  '  '  )  ^m  durch  x^x^y  XqX2<,  .  .  .  ,  XqXm  und  y^  durch  1, 
multipiicirt  alsdann  Gleichung  I.  mit  x^f''^(^^^"■^fi^'^^^^~^ dxt^ 
und  integrirt  diese  schliesslich  in  Bezug  aufa;^  zwischen  den 
Grenzen  0  und  cx>:  so  ergeben  sich,  wenn  man  noch  zur 
Abkürzung 

A  =  r(aj)  ria,) . . .  r(««),  b  ^  riß,)  riß,) . . .  rifi,\ 

a  =  a,  +  a2  +  ---  +  «'«+^>^;  ^=/3i+/J2+  •  •  •  +/''.  +  ^>^^ 
setzt,  wo  k  constant,  den  beiden  genannten  Fallen  entspre- 
chend die  Formeln 


ar      » 


/* /*       a?|"'~*  ««""^^  .  ..X    "'""*  g  — («1,0*1 4-C2.o««+...4-«m,0*m^ 
1 .      -^  /     /   •  •  • i^^^^ rf 


30        '■/' 


0      0  f'= 

und 


a^ 


X       <X) 


^-     rh/f- 

0    0 

CO       QO 
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Xi"*      a:^*'       .  . .  oc^"^      dxx  dx^  .  .  .  dx^ 


'm 


Ko,0+^l»O^I+-+ VO  ^m\      n  ( '^0,v+^l,y^l+."+ Vv^mj 


0    0 

CO       QO 


Uoio+fo,iyi  +  ..+«*o,«y«        n  {c^Q+c^^yx  +  ...  +  c^^y\  ^ 

Schreibt  man  in  der  ersten  Gleichung  m  =  n  =  1  und  unter- 
drückt in  den  Veränderlichen  Xy  y,  sowie  in  den  Gonstanten 
cc,  ß  den  Index  1,  so  entspringt  die  in  §.  43.  bewiesene 
Dirichlet'sche  Relation 

0  0 


*)  Wenn  man  zuerst  nacli  x^^  integrirt,  so  hat  man  für  diesen  Theil 
des  Integrales  auf  der  linken  Seite  der  Relation 


00  OD       00  '  ^ 


vf'^ 


X.e         \  1  /dx^ 


...  .     .         — 1  dxm . . .  dx^ 


QO  QO        QO 


■/*/*  -«b2/«o,»»» 


0  0      0  ^=1   Lk= 

den  Ansdruck 

00 


/-  I    «^0.0  +  ^  «/u,0  */*  )  *o       «1 
0 


n  n 


1  1        </a;o 


( <^o,ü+2;c^,o*/«j 


**)  Von  dieser  Formel  sa^t  Wincklor,  dass  Cauchy  dieselbe  gefunden 
und  im  Journal  de  Tdcole  polytechnique,  tome  XVII,  page  154  mitge- 
theilt  hat. 
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Unter  denselben  Voraussetzungen  fliesst  ferner  aus  Gleichung  2. 


oo 


riß)       r  a;"-^  dx 


+^M^y* 


r{a+X)J  \ 


r^^dy 


0 

die  ihrerseits  wieder  in  die  von  Abel*)  gefundene  Beziehung 


ac  CO 


/'      a?-^  dx       ^r{\-a)  r(«+P+y->l)    P 


0  ö 

übergeht,  sofern  man  ^^,0  =  «>  ^po  =  ^07i  =  ^17 1  =^^ 
a  +  >l  =  y  schreibt  und  schliesslich  a  durch  1  —  a  ersetzt, 
wo  aber  nunmehr  das  neue  a  einen  positiven  echten  Bruch 
bezeichnen  muss. 

Auch  die  Euler'sche  Relation  zwischen  den  B  und  F 
lässt  sich  aus  der  obigen  Gleichung  herleiten ;  zu  dem  Befaufe 
braucht  man  nur  r„,(j=:C|,o=CQ,,=c,,(=/S=l  und  X  =  y —  l 
zu  setzen,  indess  ist  eine  derartige  Herleitungsweise  der  ge- 
nannten Beziehung  nicht  zu  empfehlen,  weil  für  a  -f"  y  "<  1 
die  Function  ß  unter  einer  illusorischen  Form  erscheint. 

Wählt  man  in  Gleichung  1.  n  =^  1  und  schreibt  ß,  y 
statt  /3| ,  yi ,  so  entspringt  die  Formel 

^       ^  ^,«.-ia?,«'-*...a?^««-*e-^*'»'°*^+'=»'°*'+"+*«.o*m)  da:^dx^..^j. 


■ff- 


\)       0 


QO 


r(a,)  r{a,)  .  .  .  r{ttj      I     /-i  g-^c  y  rfy 


nß)  r  :!,[      .  .    w 


/(  vo  +  ^iu.iy) 


Die   Gleichung   2.    dagegen   führt  unter   denselben    Voraus* 
Setzungen  zu  der  Beziehung 

*)  Oeuvres  complötes,  tome  I,  page  96. 
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X        cc 


0  0 


r((?+x)     .<     r /"^rfy 

J  W^ 


(^0.0  + Com  yj         -^(vo  +  ''/',l^)  ' 


0 

Und  hieraus  fliesst  wieder  für  r^,o  =  ^/u.i;  ft  =  0,  1 ,  .  .  .  /w: 

OD  00 

dx 


2*         /*   /*       a^,"--'x,'--'...x,''»--'>/:r,rfar.... 
*0       0 

r((j+x)r(a,)r(a,)...r(«„) 


4-/* 


%.  170. 


Bemerk angen  zu  dem  Yorherdrebenden«    Cauchy'sclie  Rednctlons- 

methode« 

V 

Zu  den  Formeln  1".  und  2*.  oder  vielmehr  zu  denjenigen, 
welche  beziehungsweise  für  Cq,^  und  Co,q  =  1,  a  + /J  =  ft, 
also  /S  -j-  A  =  f*  —  («!  +  <*2  "I"  •  •  •  +  ««)  Ä^s  denselben  ent- 
springen, ist  Moigno*)  vermittelst  der  früher  erörterten  Cauchy'- 
schen  Integration smethode  gelangt.  Dieselbe  gestattet  in  der 
That  die  Erweiterung  auf  vielfache  Integrale  unmittelbar; 
man  schliesst  dies  auch  sofort,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 
die  Methode  dadurch  charakterisirt  ist,  einen  passenden  Fac- 
tor der  Function  unter  dem  Zeichen  der  Integration  durch 
ein  solches  bestimmtes  Integral  zu  ersetzen,  dass  nach  dieser 
Substitution  die  einzelnen  Integrationen  sich  vollziehen  lassen. 
Betrachten  wir  z.  B.,  um  einen  allgemeinen  Fall  vorzuführen, 
ein  vielfaches  Integral  von  der  Form 

dx  dydz.,,, 


■SIS- 


in  welchem  P  und  0  Functionen  der  Variabein  x,  y,  z,  ,  ,  . 
*)  Calcul  int^gtal.    §.  121. 
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bedeuten  und  (i  eine  positive  oder  auch  eine  solche  complexe 
Constante  vorstellt,  deren  reeller  Theil  wesentlich  positiv  ist; 
so  lässt  sich   —   wie  aus  früher  gepflogenen  Untersuchungen 

bekannt  ist  —  der  Factor  —  immer  durch  das  Integral 


QO 


u 
ersetzen,  und  sonach  wird  schliesslich 


OD 


5  =  -^   /*   f  j  l  '  .  .  '^-^  Pe-0'  äxdy  dz  .  .  ,  dt. 

Nun  seien  P  und  Q  derartige  Functionen  von  x^  tjy  z ^  ,  ,  .  , 
für  welche  die  Beziehungen  gelten 

P=P:cPvPz...,   (>  =  c  +  Px  +  ()^  +().  +  ...  , 

in  denen  c  constant  ist  und  die  Symbole  P^,  Py,  . .  .\  Q^cy  Oyy  .  ■  . 
bezüglich  Functionen  bloss  von  x,  bloss  von  y  u.  s.  f.  be- 
deuten sollen;  alsdann  wird  augenscheinlich  das  Integral  S 
auf  ein  einfaches 


00 


fe/^"«" 


0 


reducirt,  sofern  die  einzelnen  Integrationen 

u  =^  fe~^'*  Pa:dxy   v=fe~^y'  Pydy,,  .  , 

sich  ausführen  lassen. 

Zu  den  Fällen  dieser  Art  gehören  offenbar  die  im  vorigen 
Paragraphen  mitgetheilten  speciellen  Integrale,  und  zwar  gelten 
diese,  weil  in  der  Gleichung 

OD 

unsem  frühern  Betrachtungen  zufolge  nicht  nur  die  Grosse  fi, 
sondern  auch  Q  eine  complexe  Grösse  vorstellen  darf,  so- 
fern nur  deren  reeller  Theil  positiv  ist,  auch  dann  noch,  wenn 
die  in  ihnen  vorkommenden  Gonstanten  complexe  Zahlen  der 
eben  erwähnten  Art  bezeichnen.  Selbst  für  die  Formel  I. 
bleibt  diese  Behauptung  richtig. 


057    — 


§.  ni.    . 

Darstelluiig  willkürlicher  Functionen  mit  beliebig  yieleu  Yer- 
änderlichen  durch  Fourler'sche  Integrale/) 

Wenn  es  sich  d.irum  handelt,    eine  Function  a*  zu   be- 
stimmen,   welche   erstens   der  partiellen  Difl'erentialgleichung 


wo  a  constant,  Genüge  leistet,  die  zweitens  für  /  =  0  eine 
willkürliehe  Function  f{x,  y,  z)  repräsentirt  und  deren   par- 

tielle  Derivirte  ^  endlich  drittens  ebenfalls  für  ^  =  0  auf  eine 

beliebig  gegebene  Function  F^x^y^z)  sich  redudirt**):  so 
wird,  wie  nach  den  Lehren  der  Theorie  partieller  Differential- 
gleichungen leicht  bewiesen  werden  kann,  diese  Aufgabe  ge- 
löst durch  das  sechsfache  Integral 

•^  =  (2^)'(6)/cos/>[/'(aAy)cosap/+  -^:^"-'M!L"^p_']  ^«  ^ß  dy  dk  dfi  dv, 


—  OD 


WO  P=X  {a  —  a:)  +  ft  (^  — y)  +  i/(y  — z)  und  ps=J^A'^+fi'+v'^ 
ist.  Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  können  wir  uns  jedoch 
auch  a  posteriori  überzeugen;  zu  dem  Behufe  brauchen  wir 
in  der  That  das  Integral  s  nur  der  Derivation  in  der  vor- 
geschriebenen Weise  zu  unterwerfen  und  ausserdem  zu  zeigen, 
dass  Fourier's  Theorem  von  der  Darstellbarkeit  einer  belie- 
bigen Function  ^>{x)  durch  das  Doppelintegral 

>f«ao   -^  OD 

(p(^x)  =—  I     f  g>{cc)  COS  X  {a  —  x)  da  dX 


—  X     OD 


die  Erweiterung  auf  Functionen  mehrer  Veränderlichen  zu- 
lässt.  Da  die  erstere  Aufgabe  mit  keinerlei  Schwierigkeiten 
verknüpft  ist  und  bloss  die  letztere  einer  nähern  Begründung 
bedarf,  ja  im  Grunde  genommen   für  den  Augenblick  unser 

*^  Aus  Dirichlet*8  Vorlesungen  über  partielle  DifierenÜalgleicbaDgen 
entlehnt. 

**)  Die  Untersuch uugen  über  die  Bewegung  elastisch-flüssiger  Kör- 
per führen  wirklich  zu  dieser  Aufgabe.  Man  vergl.  beispielsweise 
Kiemann's  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen,  §.  106. 
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Interesse  allein  beansprucht;  so  beschränken  wir  uns  auch 
auf  diese,  und  zwar  untersuchen  wir  zunächst  den  Fall,  in 
welchem  die  willkürliche  Function  (p  nur  zwei  von  einander 
unabhängige  Veränderlichen  x,  y  enthält.  Betrachten  wir 
nun  y  vorläufig  als  eine  beliebige  Constantq,  so  lässt  sich 
offenbar  vermöge  des  Fourier'schen  Lehrsatzes  die  Function 
(p(x)  in  folgender  Form  darstellen: 

1 .      9 (^;  y)  =  2^  /    f  9{<^fy)  cos  X{a—x)  da  dX. 


—  00     00 


Anderseits  aber  gilt  die  Gleichung 

•4-00+00 

^(«i  y)  =  2^  /    /  »»(a»  ß)cosii.  iß  —  y)  du  dß. 


00    — 00 


und  folglich   ergiebt  sich   durch  Substitution  dieses  Werthes 
in  Gleichung  1.  die  neue  Beziehung 

9(-r;y)  =  (.^Y  /  /  /  I  q>{^,ß)<^08X{a--x)cos(i(ß-'y)djKdßdXdii, 


—  00 


In  ganz  ähnlicher  Weise  aber  fiiesst  weiter,  dass  für  eine 
von  den  drei  unabhängig  veränderlichen  Grössen  x,  y,  z  ab- 
hängende willkürliche  Function  ^>  {x,  y,  z)  die  Relation  besteht 

2.     (p{x,y,z) 

-f»ao 

=  (ö— )  (6)  f  fp{cc,ß,y)cosX(a—x)cos(i{ß — y)cosv{y — z)dadßdydAd(i(ir 


—  00 


ja  man  schliesst  leicht,  dass  überhaupt  eine  Function  beliebig 
vieler  Variabein  durch  ein  mehrfaches  Int^ral  darstellbar  ist. 
Man  kann  diesen  Integralen  eine  elegantere  Gestalt  geben, 
wie  wir  sogleich  au  dem  sechsfachen  Integrale  2.  zeigen  wer- 
den.    Bedenkt  mau  nämlich,  dass  in  Folge  der  Relation 

cos  a  cos  Z^  cos  c  =  ^  [cos  (a  -{■  b  -\-  c)  -{-  cos  (a  -{-  b  —  c) 
+  cos  («  —  ^  +  ^)  +  cos  (—  a  +  ft  +  c)] 
das  Product  cos  A  (« — x)  cos  ft  (/3  — y)  cos  v  {y  —  z)  mit 
,  f cos  [l  (a-o;)  -\-fi(ß  -y)  -^-v  (y — z)]  +  cos  [X  (a—x)+^{ß—y)  —  v{y  -  z\^ 
'^i+co8[A(a— a;)~ft(/J— y)+v(y— z)]+cos[— A(a~a:)+ft(/3~y)4-v(y— r} 
gleichbedeutend    ist-,   so   lässt   sich   das  Integral   2.    in    eine 
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Summe  von  Integralen  zerfallen,  deren  jedes  nur  einen  Co- 
sinus in  sieh  begreift.  Vertauscht  man  nun  in  den  gewonne- 
nen Integralen  die  Veränderlichen  —  X,  —  fi,  —  v  bezüglich 
mit  +  Ar ,  -|-  fi ,  -{-  V  und  nimmt  endlich  die  hierdurch  er- 
zeugten Minusglieder  additiv,  d.  h.  verwechselt  man  die  Gren- 
zen der  mit  dem  Minuszeichen  behafteten  Integrale;  so  ent- 
springen vier  Integrale  von  der  Form 

{hj'"^  (6)/ V(a,A  y)  cos[k{a^x)+ii{ß-^y)+v{y-^z)]  dadßdy  dU(idv. 


00 


Und  daher  wird  schliesslich 


=  (2I)'  {^)J9{^^ß.Y)^0B[X{a^x)  +  ^Li^-y)  +  v(y^z)]dadß^^ 

und  allgemein  für  eine  Function  von  n  Variabein 
€p  (x,y,Zy...)=y^  {2n)J  tp  (a,  ß,y,.. .)  cos  [A  (a  —  a:)  +  . . .]  da  dßdy,.  .*) 


— 00 


§.  172. 

Rednction  des  seehsfachen  Inteurrftl^^  '  (§  ^^i.)  aof  ein 

DoppelintegnTAl***) 

Das  im  vorigen  Paragraphen  erwähnte  sechsfache  Integral 


00 


=  {^)\'^)f[n«,ß.y)  co8«p/+/'(a,/J,y)?^]  cos  Pdadßdy  dld(idv 


—  00 


lässt  sich  auf  ein  Doppelintegral  reduciren,  und  zwar  gelingt 
diese  Reduction  theils  durch  Einführung  von  Polarcoordinaten, 
theils  durch  Benutzung  des  Fourier'schen  Satzes  von  der  Dar- 
stellbarkeit einer  willkürlichen  Function  durch  ein  Sinus- 
Doppelintegral. 

Um  dies  zu   beweisen ,    genügt    es    offenbar,    bloss  das 


*)  Auch  mit  Hülfe  des  ImagiDären  kann  man  sich  von  der  Richtig- 
keit diüser  Umformang  überzeugen;  man  vergleiche  beispielsweise: 
Riemann,  partielle  Diffgl.,  S.  284. 

**)  Aus  Dirichlet's  Vorlesungen  über  partielle  Dift'erentialgl. 
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Integral 


-f-OO 

''  =  {^)\^)f^^'''M  "^  oosPdadßdr  dk  du  dv 


00 


einer  nähern  Betrachtung  zu  unterwerfen,  indem  der  andere, 
die  Function  f  enthaltende  Theil  des  Integrales  s  durch  Diffe- 
rentiation von  s  nach  t  und  Vertauschung  von  F  mit  f  aus 
/  hervorgeht,  also  unmittelbar  aus  dem  für  /  gewonnenen 
Resultate  abgelesen  werden  kann. 

Geben  wir  nun  $   die  Gestalt  • 

*'  =  (^^  j'jj^''^^^yn^>^^y)jj'j'<^^p^^di  dl,  dv 


00 30 


und  ersetzen  überdies  der  leichtern  Schreibweise  halber  a — x^ 
ß—f/y  y—z  bezüglich  durch  a,  /3,  y,  wodurch  Pin  aA  +  /3f*4-yv 
und  /  in 


+   00  m^  OD 


00  — -  -    00 

sich  verwandelt;  so  besteht  unsere  nächste  Aufgabe  in   der 
Reductipu  des  dreifachen  Integrales 

-4"  00    -^  00    -J-  « 


Jfß 


cosP ^^-  äX  du  dv. 


—  ao    —  ao  —  X 

-f«  oo 


Wie  man  sieht,  besitzt  dasselbe  dieForm  ff Jil;{Aj^,v)d kd^dv 


X 


und  kann  also  unsern  frühern  Lehren  zufolge  entweder  als 
der  analytische  Ausdruck  eines  auf  die  rechtwinkligen  Achsen 
der  Xj  fif  V  bezogenen  Volumens,  oder  als  der  Repräsentant 
der  in  diesem  Volumen  befindlichen  Masse  angesehen  werden, 
liehalten  wir  nun  aber  das  rechtwinklige  Coordinatensysteni 
bei,  so  lässt  sich  keine  der  auszuführenden  Integrationen  voll- 
ziehen, vielmehr  gelingt  dies,  wenn  statt  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  A,  /i,  v  Polarcoordinaten  p,  -9*,  q)  gewählt  werden. 
In  welcher  Weise  aber  ist  diese  Wahl  hier  zu  treffen?  Offen- 
bar werden  wir  schon  durch  q  =  y X^-\-iil^-{'V^  darauf  hinge- 
wiesen, den  Pol  mit  dem  Ursprünge  des  rechtwinkligen  Coordi- 
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natensystems  zusammenfallen  zu  lassen.  Wir  denken  uns 
dann  ferner  durch  die  Punkte   (A,  /x,  v)  und  (a,  ^,'y)  die 

Radienvectoren  q  und  r  =  '/cc'^-^'ß'^-i-y^  gezogen  und  nennen 
'9'  den  zwischen  q  und  r  befindlichen  Winkel.  Nun  bezeich- 
nen augenscheinlich  —,—,*'   und  -  ,  ^ .  ^  die  Cosinus  der 

Winkel,  welche  die  Geraden  q  und  r  mit  den  Achsen  der 
If  lif  V  oder  —  wie  wir  jetzt  sagen  wollen  —  der  x,  i/y  z 
bilden.  Zwischen  diesen  Cosinus  und  dem  Cosinus  des  Win- 
kels d"  aber  besteht  nach  einem  bekannten  Satze  der  analy- 
tischen Geometrie  die  Relation 

cos  'd-  = L  iL  .r,  _L  JL  _ 

r    Q     '     r    Q     '     r    q' 

d.  g. 

rg  cos  d"  =  aX  -[-  ß(i  -^  yv  =  Py 

und  hieraus  schliesst  man  nun  weiter,  dass  die  Polarachse, 
deren  Lt^e  vorläufig  ganz  unbestimmt  gelassen  war,  in  die 
Gerade  r  zu  verlegen  ist.  Die  Lage  der  Polarebene  dagegen 
ist  völlig  gleichgültig,  weil  rund  um  r  herum  Symmetrie  sich 
zeigt. 

Heisst  jetzt  y  der  Winkel,  welchen  eine  durch  q  und  r 
gehende  Ebene  mit  der  Polarebene  bildet,  so  stellt  bekannt- 
lich Q^  sin  ^  dd"  dq)  dQ  das  Raumelement  dX  dfi  dv  vor.    Die 

zu  integrireude  Differentialfunction  cos  />-?^^  dk  d(i  dv  wird 

mithin  in  —  cos  (rp  cos  &)  sin  agi  .  q  sin  #  d^  d(p  dp  sich 

verwandeln,  und  dieser  Ausdruck  ist  nunmehr  von  p=0,  '9'==0, 
^==0  bis  9  =  -j-oo,  ^=71,  9?=2ä  zu  integriren,  weil, das 
ursprüngliche  Integral  sämmtliche  Elemente  von  —  oo  bis 
4-  oo  umfasst.     Daher  die  Gleichung 

■4-00  "f«oo  +00 

/     r  I'  co.Püna,l  ^^  ^^  ^^ 

00    00    —  00 

CO     n    2ft 


'JJ'f 

Ü     0      0 


cos  (r p  cos  d")  sin  agt  q  sin  d"  dd'  d(p  dQ. 


Integriren  wir  aber  zunächst  nach  9,   so  kommt  statt  des 
dreifachen  Integrales  rechts  das  zweifache 

IfiTVB,  beatimmte  Integrale.  ^ 
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CO    n 
2« 


a 

Nun  ist 


/    /  cos  (r p  cos  %)  sin  agi  q  sin  d  Jd  dp. 


9K  n 

/cos  (rp  cos  '^)  sin  d  rfd  =  -  ^  rrf[sin(r(>  cos-^)]=  ^^''^, 


0 

folglich 


—  /   1    /cos  (rp  cos  %)  sin  öp^  ^  sin  %•  dd"  dq>  dg 


U      0      0 

oe 


4«    /'ginrp         .  .   , 


u 

und  daher  wird  jetzt 

Dieses  vierfache  Integral  aber  gestattet  eine  fernere  Verein- 
fachung.    Denn  schreibt  man  dasselbe  wie  folgt 

00  |-oo 

und  wählt  auch  hier  wieder  Polarcoordinaten  r,  &,  ip  sbM 
der  rechtwinkligen  a^  ß,  y  und  zwar  jetzt  in  der  gewohnlichen 
Weise ;  d.  h.  setzt  man 

a  =:  r  cos  d;  ß  =  r  sin  d^  cos  q),  y  =  r  sin  d  sin  <p] 

so  verwandelt  sich  /  in 

CO  00  K  8k 

5'  =  2-jj—  /  dQ  sin  aiQ  j  dr  Idd"  j  F{x'\-rcoad', 

0  0  0  0 

y -|- r  sin  d  cos  9,  z  +  r  sin  d^  sin  (p)  sin  (rp)  r  sin  -ö*  dip 
oder,  was  dasselbe ^  in 

IT     Sit  00     flO 

s'  =  —^j  I dd-dipsind"  I  j F{x-\-rcos^,...)sinaiQsia(rQ)rd(fdr. 

0    0  0    0 

Erinnert  mau  sich  aber  nuumehr  der  bekannten  Beziehung 
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00    QO 


^ '*""// 


=  /  I  äQ  dr  sm(pv)  sm((»r)  9>(r), 


so  erkennt  man  bfi  einiger  Aufmerksamkeit  leicht^  dass  das 
Doppelintegral 


00    00 


dQ  drr  F(a:-f-r  cos  d^yy-^-r  sin  d*  cos' 9, 

Ö 

Z'\-r  sin  ^  sin  tp)  sin  r^  sin  aiQ 
die  Function 


-  «/  Fipo-^-aitos^y  y+fl/sindcos^),  z-f-^^sin^^sin^) 
repräsentirt  und  dass  folglich 

s'==—  /  I  e/'d'(/g?sind/'(a;4-ö^cos^,y+ö/sin'9'COsg?,24-a/sin'^sin9) 

ist.  Hieraus  aber  fliesst  mit  Beachtung  der  oben  über  die 
Bildung  des  Integrales  s  gemachten  Bemerkungen  sogleich 
weiter,  dass 

n   %n 

5  =  —  /  I  d^  dfp  Bin  ^  ,  F{x-\'ai  cos  ^,  y-^-ai  sin  d  cos  % 
0  ü 

Z'\-ai  sin  -&•  sin  tp) 

+  —  j-  u  /  /  d^  dq)  sind^ .  f(x-\-ai  cos d,  y -j- ^^ sin ^  cos  9, 


0  0 


-f-tf^sin  9  sin  q>)  , 


Diese  für  die  mathematische  Physik  sehr  wichtige  Formel 
wurde  zuerst  von  Poisson  mittelst  einer  sehr  umständlichen 
Reihenentwickelung  begründet.*) 

Nicht   ohne   Interesse   dürfte    übrigens   die  Bemerkung 
noch  sein,  dass  das  Doppelintegral  s  geometrisch  genommen 


*)  Mi^moire  sur  l'int^gratioQ  de  quelques  äquations  Unfaires  auz 
diff^rences  partielles,  et  particnli^rement  de  IMquation  g^n^rale  du 
mouvement  des  fluides  älastiques.    (Lu  ärAcademie  le  19juillet  1819.) 

M^moires  de  TAcad^mie  royale  des  sdences  de  Tlnstitut  de  France. 
Ann^e  1818.    T.  III.    P.  121. 

36* 
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über  die  Oberfläche  derjenigen  Kugel  sich  erstreckt,  welche 
mit  dem  Halbmesser  ai  aus  dem  Punkte,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  Xj  y,  z  heissen,  beschrieben  ist,  dass  also  dieses 
Integral  den  mit  i  multiplicirten  mittleren,  Werth  der  Vnuc- 
tion  F  für  jene  Kugelfläche  darstellt.  Und  zwar  überzeugt 
man  sich  hiervon  sogleich,  wenn  man  das  Integral  s  in  der 
Form 


j-f^  f  fd&d<p  {aty  sind'.  F{x-\-atco9^j  y  +  «^  sin^cosg), 

z  +  a/ sin  O  sin  9) 

schreibt  und  ausserdem  beachtet,  dass  a(  cos^,  ai  sin  d^  cosq) 
und  at  sin  9  sin  9)  die  rechtwinkligen,  mit  den  Achsen  der 
X,  ijj  z  parallelen  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Kugel- 
fläche sind,  welche  den  Punkt  {x,  y,  z)  zum  Centrura  und  die 
Strecke  al  zum  Halbmesser  besitzt,  dass  also  {a/y  sin  &•  dd^  dq> 
das  Element  dieser  Kngelfläche  repräsentirt. 

§.  173. 
Dirichlet's  Reductioiismeiliode  Tielfacher  Integrale«*) 

Welch'  ausserordentliche  Vortheile  mit  der  Wahl  der 
Integrationsgrenzen  0  und  cx)  oder  —  00  und  -f"  ^^  ^^  ^®r 
Theorie  der  bestimmten  einfachen  Integrale  verbunden  sind, 
ist  aus  unsern  frühem  l4phren  mehr  als  genügend  ersichtlich. 
Aber  auch  die  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrachtungen 
über  gewisse  vielfache  Integrale  haben  schon  gezeigt,  dass 
in  der  Theorie  der  bestimmten  vielfachen  Integrale  die  Wahl 
der  genannten  Grenzen  ebenfalls  mit  günstigem  Erfolg  ge- 
krönt ist.  Noch  mehr  aber  werden  dies  die  nachfolgenden 
Untersuchungen  bestätigen,  und  namentlich  der  Umstand, 
dass  die  Entwicklung,  ja  selbst  die  R^duction  vielfacher  Inte- 
grale im  Allgemeinen  mit  den  grossten  Schwierigkeiten  zu 

*)  Ueber  eine  neue  Methode,  die  Werthe  vielfacher  Integrale  zu 
finden.  '(Abhandigen,  der  k.  Akad.  der  Wissenschft.  zu  Berlin  aas  dem 
Jahre  1839.) 

Sur  une  nouvelle  Methode  pour  la  dätermination  des  Integrales 
multiples,  par  M.  Lejeune  Dirichlet  (Liouville.  Journal,  t  IV,  i>.  164—168), 
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kämpfen  hat,  wenu  in  den  Ungleichheiten ,  welche  den  Um- 
fang der  Integrationen  bestimmen,  mehrere  der  Veränder- 
lichen erscheinen,  dass  diese  Schwierigkeiten  aber  in  vielen 
Fällen  sich  bedeutend  vermindern,  sofern  statt  der  veränder- 
lichen Grenzen  die  constanten  0  und  cx>  oder  —  oo  und  +  cx> 
gewählt  werden,  liefert  einen  glänzenden  Beleg  für  die  Rich- 
tigkeit unserer  Behauptung.  Die  Erfindung  der  Methode, 
durch  welche  gerade  diese  letztere  Reduction  möglich  wird, 
ist  Dirichlet's  Verdienst.  Sie  charakterisirt  sich  dadurch,  dass 
man  das  vorgelegte  vielfache  Integral  mit  einem  Factor  mul- 
tiplicirt,  der  innerhalb  der  Grenzen,  zwischen  denen  die  Inte- 
grationen auszuführen  sind,  den  Werth  1  besitzt,  ausserhalb 
derselben  hingegen  verschwindet.  Dabei  kann  es  sich  freilich 
sehr  wohl  ereignen,  dass  in  Folge  der  unendlichen  Grenzen 
das  zu  behandelnde  Integral  unbestimmt  wird.  Tritt  aber 
ein  Fall  dieser  Art  ein,  so  wird  man  das  vorgelegte  Integral 
immer  als  die  Grenze  eines  andern  ansehen  können,  welches, 
nach  der  Dirichlet'schen  Methode  behandelt,  vollständig  be- 
stimmt bleibt.*)  Das  Wesen  dieses  soeben  angedeuteten,  von 
Poisson  und  Cauchy  mehrfach  angewendeten  Kunstgriffes  ist 
übrigens  aus  der  in  §.71.  geführten  Untersuchung  zur  Ge- 
nüge ersichtlich. 

Bevor  wir  nun  aber  die  Anwendung  der  Dirichlet'schen 
Methode  näher  erläutern,  wollen  wir  in  dem  Folgenden  zuerst 
die  Bildung  des  von  Dirichlet  gebrauchten  discontinuirlichen 
Factors  zeigen  und  gleich  hier  erwähnen,  dass  man  auf  Grund 
der  Fourier'schen  Integrale  ohne  grosse  Mühe  noch  andere 
Discontinuitätsfactoren  angeben  könnte. 


§.  174. 
Dirichlet's  diseontinuirlicher  Factor* 

0 

Frühern  Lehren  zufolge  besitzt  bekanntlich  das  Integral 
*8in  ^x 


/ 


X 


dx  die  Eigenschaft,  dass  es  für  ein  positives  ^  dem 


Werthe  +  ^  gleich  ist,    für  ein  negatives  ^  ^ngegen  mit 


*)  Siehe  §.  175. 
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—  ^  zasammeufällt.    Wählt  man  mithin  fOr  9  nach  einander 

die  constanten  Wertbe  1  +  ^  und  setzt  zunächst  —  1  <  Jl  <  1 
Toraos,  so  sind  1  +  ^  ^^^  ^  —  ^  beide  posiÜY,  nnd  folglich 
wird  jedes  der  Int^rale 


1.  f^^^^  dx  und    r^Sl^n^  dx 

0  u 

mit  der  Zahl  — ,  also  ihre  Summe,  d.  h.  das  Integral 

OD 

&nx  C08  Ix  dv 


-^/- 


u 


mit  n  identisch  sein.  Dagegen  ist  die  eine  der  beiden  Zah- 
len 1+^^  positiv,  die  andere  n^ativ,  wenn  A  entweder  über  1, 
oder  unter  —  1  sich  befindet;  in  diesen  beiden  Fallen  besitzt 
daher  das  Integral  z  den  Werth  Null.  Fallt  endlich  die  Con- 
staute  A  mit  -l-  1;  ^^^^  —  1  zusammen,  so  ist  das  eine  der 

Integrale  1.  mit^,  das  andere  mit  Null  gleichgeltend,    und 

demnach  wird  diesen  Fäll^i  entsprechend  das  Int^nJ  z  die 

Grosse  ^  besitzen.     Aus  allem  diesem  fliesst  daher  der  Satz 


/*8in  X  cos  X 
u 


—  dx  = 


0.  x«>i 

—   1*=  1 

2' 


00 

Das  Integral  —  /  ^'°^^^^   ^  dxy  der  sogenauute  disconti- 


2    /  sin  x  CO 


nuirliche  Factor  Dirichlet's,  erhält  mithin,  wenn  k  eine 
von  +  1  verschiedene  positive  Constante  bedeutet,  den  Werth  1, 
solange  k  kleiner  als  1  ist,  dagegen  fällt  es  mit  der  Null 
zusammen y  wenn  k  die  Eins  überschreitet,  und  für  k=\ 
endlich  ist  es  =  ^. 

§.  175. 
Das  Dirlchlet'sche  Integral  fff. . .  j;""*  y*~*  2*"* . . .  rfa:  rfy  rfz  . . . 
^^  ^  <  (f)'*+  (ö7  +  (  ~)   +•••<*  ™*  positive  ConstaBtcn. 
Gestützt  auf  seine  im  Vorhergehenden  erwähnte  Reductions- 
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meihode  hat  DiricUet  ein  äusserst  ii^i^htiges  Theorem  entdeckt, 
das  wir  jetzt  entwickeln  wollen.  Zu  dem  Behufe  suchen  wir 
vorerst  den  Werth  des  Welfachen  Integrales 

zu  bestimmen  9  in  welchem  die  positiven  Veränderlichen 
x,  y,  z,  .  .  .  der  Bedingung 

genügen  und  die  Constanteu  k^  a^h^c^ .  .  ,  sämmtlich  positiv 
sein  sollen. 

Das  Integral  ü  würde  augenscheinlich  einem  Producte 
von  Gammafunctionen  gleich  sein,  wenn  die  Grenzen  der 
einzelnen  Integrationen  0  und  cx>  hiessen.  Ob  nun  gleich 
ein  derartiger^  sich  von  selbst  erledigender  Fall  hier  wegen 
<T  <  1  nicht  Statt  haben  kann,  so  wird  uns  doch  mit  Berück- 
sichtigung der  oben  bewiesenen  Eigenschaft  des  Dirichlet- 
schen  discontinuirlichen  Factors  durch  die  gemachte  Bemerkung 
sehr  klar  der  Weg  vorgezeichnet,  durch  dessen  Betretung  wir 
am  ehesten  die  Ermittlung  des  Werthes  von  l]  gewärtigen 

können.    Denn  da  —  /  ^^^  cos  öq>  d(p  sofort  verschwindet, 


/sin  y 


wenn  auch  bloss  eine  der  in  ö  enthaltenen  Variabeln  den 
Werth  1  überschreitet;  so  werden  wir  offenbar  statt  jener  Gren- 
zen des  Integrales  Uj  welche  aus  der  Ungleichheit  2.  zu  ent- 
wickeln sind,  durchweg  0  und  cx>  als  lotegrationsintervall 
wählen  dürfen,  sofeni  wir  U  mit  dem  vorhin  genannten  Fac- 
tor multipliciren.')  Eine  weitere  Vereinfachung  der  Rechnung 
wird  femer  noch  eintreten,  wenn  wir  die  goniometrische 
Function  cos  6g>  durch  die  Grosse  c^*'^*  ersetzen,  was  augen- 
scheinlich geschehen  darf,  insofern  wir  bei  der  nachfolgenden 

♦)  Da  die  Bedingung  «  <  1  auch  jene  Wertho  a:,  y,  t,  ...  in  sich 
begreift,  welche  der  Gleichung  tf»l  genügen,  für  o^l  aber  deJi 
Discontinuitätsfoctor  die  Grösse  \  besitzt;  so  müsste  eigentlich  der  die- 
sen o;,  y,  z, . . .  entsprechende  Iniegpralwerth  1/  auf  die  Hälfte  reducirt 
werden.  Ohne  Zweifel  darf  man  indess  hiervon  absehen,  weü  jene 
;c,  y,  z, . . .  offenbar  nur  einen  unendlich  kleineu  Beitrag  zum  Endwerthe 
des  Integrales  U  liefern.  Eine  indirecte  Bestätigung  der  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  wird  man  übrigens  durch  den  später  folgenden 
Lioaville'schen  Beweis  der  Dirichlet's^heu  Formel  erhalten. 
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Eutwickelung  immer  nur  den  reellen  Theil  der  entstehenden 
Resultate  berücksichtigen.  Um  dies  übrigens  in  Kürze  gleich 
sichtbar  zu  machen,  wollen  wir  statt  des  Gleichheitszeichens 
mit  dem  Zusätze  ^^dem  reellen  Theile  von'^  das  Zeichen  t 
in  Anwendung  bringen ,  so  dass  wir  schreiben 


00 


Integriren  wir  nun  zunächst  nach  x,  darauf  nach  y,  Zy  .  .  .  y 
so  folgt;  dass  für  den  ersten  Fall  die  Relation 


00 


,  . .  e-(H-»+- ••)9'  ?i^  -J^^±-  dw, 
also  schliesslicli  die  Beziehung 


w 


3.    u^  ^  r{a)  r{b)  r{c) . . .  f^^ ^^^ — 

0 

gelten  wird. 

Um  jetzt  den  Werth  des  Integrales  rechts  zu  entdecken, 
wollen  wir  annehmen ;  dass  statt  des  vielfachen  Integrales  U 
das  einfache 

0 

wo  w==«  +  ^  +  c  +  ...  sein  soll,  zu  berechnen  sei.     Wird 


OD 


dasselbe  mit  —  /  ^^5_?  cos  0:97  ^9  multiplicirt  und  darauf  einer 

0 
dem  Obigen  ganz    analogen   Behandlungsweise  unterworfen, 

so  ergiebt  sich  offenbar  die  Beziehung 


00   00 


oder 


OD 

V  + 1  r{m) 


/'sin  q>        dtp 
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Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass  der  reelle  Theil  vou 

00 

2     /*  sin  <p        dtp 


/sintp 


«   f       <p      rfr-Un.;)"» 


{*+qpO 


1 

mit  dem  Integrale  -=^.  .   i  er'"'  x*^-^  dx  identisch  ist.    Mithin 


0 

muss  U  den  Werth 

r(fl)  r(h)  r(c) 


e-^  ^«-hH<+."-i  Jx 


r(a+b+c  + 

besitzen.  Dieses  Resultat  bleibt  selbst  dann  noch  in  Kraft, 
wenn  die  Constante  k  mit  Null  zusammenfallt.  Dem  bekannten 
Maximum-Minimum-Satze  zufolge  liegt  nämlich  das  Integral 
U  zwischen  den  Integralen 

Mff .  .  .  x^-^  y*-*  z"""^  .  .  .  dx  dy  dz  .  . . 

und  Nff .  . .  o;*-*  y*-*  z^-^ ,  ,  .  dx  dy  dz  ,  .  .  y 

wenn  M  =  l  und  N  =  <r-*  beziehungsweise  das  Maximum 
und  Minimum  der  Function  er-^«'  innerhalb  der  Grenzen  0 
und  1  bedeuten.  Da  nun  das  mit  JU  und  N  multiplicirte  viel- 
fache Integral  wegen  der  positiven  Werthe  von  a,  b,  c,  ,  .  . 
niemals  sinnlos  wird,  und  da  ausserdem  mit  der  Null  sich 
näherndem  k  das  Maximum  und  Minimum  von  e^^*'  zusammen- 
fallen, so  geht  offenbar  für  X:=:=0  das  Integral  U  in  das 
folgende 

fff .  . .  x^-^  y*-i  z""-^ .  ,  .  dx  dtj  dz  .  .  . 

über,  in  welchem  die  Grenzen  der  verschiedenen  Integrationen 
immer  noch  aus  der  Ungleichheit  2.  zu  entlehnen  sind.*  Ander- 
seits aber  nähert  sich  das  Integral 


/ 


g—kx  jjtf-f*-|-«+" -1  dx 


für  A:  =  0  der  Grenze 

1 

a:*+*+*+-~"*  dx  = - *) 


S- 


Mau  hat  daher  den  Satz: 

*)  Man  vcrgl.  hier  den  in  §.  67.  bewiesenen  Lehrsatz. 
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wenn  0<(y  =  a;  +  y  +  ^+*-'<l  ^^id  a,by  c,  .  . ,  sämmt- 
lieh  positiv  sind.  Daraus  aber  fliesst  sogleich  eine  nene 
Folgerung.  Wenn  man  nämlich  statt  jeder  der  Veränder- 
lichen Xy  y,  z, .  .  .  neue  positive  Variabein  x%  y\  z",  .  .  .  ein- 
führt,  die  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

in  denen  die  Constanten  ^^^  /^y  J'i  •  •  •  ;  P^  9;  r^  .  .  .  ebenfalls 
zu  den  pcsitiven  Grössen  gehören;  verbunden  sind;  so  erhält 
man  die  Relation 


««i'Ä*««« 


wo  jetzt  die  positiven  Veränderlichen  ^r,  y^  z,  .  .  .  die  Be- 
dingung 


©' + %1 + (0' + 


.  .  .  <  1 


zu  erfüllen  haben.  Und  setzt  man  nun  für  den  Augenblick 
ap  f=^  a\  bq^=b\  er  ^=  c,  ,  ,  >  y  so  verwandelt  sich  die  vor- 
stehende Beziehung  in  diese: 

^^'  ?'  '^"••*  ff"  ^"""V'-'  ^'-'  ...  dx  dy  dz  ... 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  das  elegante  und  äusserst  wichtige 
Theorem  Dirichlet's: 

Sind  (f,  b,  Cy ,  .  .  ] p,  g,  r^  .  .  .  und  «,  /J,  y,  •  •  .  positive 
Gonstanteu;  bezeichnen  ferner  x,yyZy...  positive^ 
der  Bedingung 

(j)'+(?-)'+(f  )'+•••<' 

unterworfene  Veränderlichen;  so  findet  die  Glei- 
chung Statt: 


pqr 
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I-  fff '  '  •  ^"^  y*"^  **~*  .  .  .  dx  dy  dz  ,  . . 

^a'^y'...!    \p)l    \i)I    W" 

Die  Bedingung,  dass  die  Veränderlichen  x,  y,  z,  .  . .  den 
positiven  Grossen  angehören  sollen ,  können  'wir  offenbar  be- 
seitigen, wenn  wir  die  Constanten  a,  b,c,  .  ,  ,  ungerade,  die 
Gonstanten  p,  g,r,  .  .  .  hingegen  gerade  ganze  Zahlen  bedeu- 
ten lassen.  Alsdann  aber  erscheint  jede  Variabele  in  ihrer 
Verbindung  mit  den  übrigen  Veranderlichen  nicht  bloss  als 
positive,  sondern  auch  als  negative  Grösse  und  folglich  setzt 
sich  bei  zwei,  drei^  .  .  . ,  n  Variabein  das  Integral  aus  Ele- 
menten zusammen,  von  denen  bezügUch  je  4,  8,  .  .  . ,  2« 
einander  gleich  sind.    In  dem  nun  vorliegenden  Falle  ist  daher 

P.  fff.  .  .  x^^  /-*  z*~^  .  .  .dxdy  dz  .  .  . 


n  ob  ..c 


pqr 


r('+i+:-+r+-) 


§.  176. 

Einige  Anwendungen  des  Dirichlet'schon  Tlieoremes  I".  auf 
geometrische  nnd  mechaniselie  Fragen. 

Besondere  Beachtung  verdient  das  Dirichlet'sche  Theorem 
in  dem  speciellen  Falle  dreier  Veränderlichen,  weil  die  nun 
8tatt  findenden  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  zur  Beantwortung 
von  Fragen  über  Bestimmungen  von  Körperinhalten,  Schwer- 
punkten, Trägheitsmomenten  u.  s.  f.  sich  benutzen  lassen. 

Seien  z.  B.  vorerst  in  P.  die  Gonstanten  a,  h^  Cy  sämmt- 
lich  der  Einheit,  die  Grössen  Py  Qy  r  hingegen  sämmtlich  der 
Zahl  2  gleich;  so  drückt  das  Integral 

geometrisch   gedeutet  offenbar   den  Inhalt   des    dreiachsigen 
Ellipsoides 


©■ + 0)' + C-)' 
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aus.  Da  nun  fr(i)]3=  ä  /jc  uud  r(l  +^)  =  f  /ä  ist,  so 
ergiebt  sieb  obne  Weiteres  das  bekannte  Resultat  V^=^aßyx. 
Behufs  einer  zweiten  Anwendung  'des  dreifachen  Inte- 
grales V  legen  wir  den  Constanten  p,  q^  r  den  Werth  4 
bei;  alsdann  wird  das  zu  berechnende  Volumen  V  von  einer 
Fläche  des  vierten  Grades 

©' + fr)' + (0'  - ' 

begrenzt  y  und  man  erhalt  die  Gleichung 

8    m'+i)      2-3  r(jj- 

Nun  ist  einerseits  r{\)  F(f )  =  — ^  -  =  n  y^,     und     ander- 


er 

81I1-T- 
4 


seits  gilt  die  Beziehung 


m^_m>^-/«-i(.-.,-i.., 


0 
4. 


d.  h.,  wenn   man  yx  =  i/  setzt, 


nj) 


Durch    Multiplication    beider    Gleichungen    aber    entspringt 
weiter 

also 

Nennt  man  mithin  der  Kürze  halber  das  Integral  rechts  A, 
so  hat  man  die  Beziehung 

V  =  ^'aßyÄ\ 

Sie  gewinnt  dadurch  ein  besonderes  Interesse,  dass  A  geo- 
metrisch genommen  die  Länge  eines  Lemniscatenbogens  aus- 
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drückt .*)    In  der  That,  sei  ^ ^    ««•  ^• 

in  der  nebenstehenden  Figur 
0M=^^  der  Badiusvector 
eines  beliebigen  Punktes  M 
der  Lemniscate  COMBj  der  Winkel  MOB  ferner  heisse  ^, 
und  OB  besitze  die  Länge  1.  Die  Polargleichung  der  Lemnis- 
cate lautet  unter  diesen  Voraussetzungen  ()^  =  cos2^;  die 
Länge  A  des  Bogens  BMO  wird  daher  gemäss  der  bekannten 
Kectificationsformel  für  Polarcoordinaten,  in  denen  q  als  un- 
abhängige Veränderliche  auftritt,  dargestellt  durch  das  Integral 

0 


Nun  ist  aber 


C08  2^ p* 


also 


\ä,)     1 


und  demnach 


J   Vi  -  Q' 


Welchen  Vortheil  endlich  das  Dirichlet'sche  Theorem  bei 
der  Lösung  mechanischer  Fragen  zu  bieten  im  Stande  ist, 
davon  mögen  die  beiden  folgenden  Beispiele  der  Bestimmung 
des  Trägheitsmomentes  Zeugniss  ablegen.  Vorher  jedoch 
möge  des  bessern  Verständnisses  wegen  nachstehende  Be- 
merkung eine  Stelle  hier  finden. 

Nach  den  in  der  Mechanik  üblichen  Benennungen  ver- 
steht man  unter  dem  Ausdrucke  Trägheitsmoment  eines 
materiellen  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Achse  das 
Product  aus  der  Masse  dieses  Punktes  in  das  Quadrat  seiner 
Entfernung  von  jeuer  Achse.  Bezeichnen  demnach  m^jfn^ytn^y.., 
ein  System  von  unabänderlich  mit  einander  verbundenen 
Punkten  und  Tj;  r,,  r,,  .  .  .  ihre  respectiven  Entfernungen 

*)  Vergl.  Abel.    Oeuvres  compl^tes,  tome  I.,  p.  229. 
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TOD  einer  gegebenen  Achse,  so  wird  die  Summe 
w,  r,2  +  m^r^  +  m^r^  +  . . .  =  27  mr^ 

das  Trägheitsmoment  dieses  Systemes  darstellen.  Für  den 
Fall  einer  stetigen  Folge  von  materiellen  Punkten  geht  mit- 
hin diese  endliche  Summe  in  ein  Integral  über. 

Sei  nun  eine  continuirliche^  homogene  Masse  M^  deren 
^'      P*8«o.  Dichtigkeit   ^  heisse,  auf 

ein  rechtwinkliges  Achsen- 
system OX,  OV,  OZ  he- 
zogen^  und  stellen  wir  uns 
die  Aufgabe,  das  Trilg- 
^    ^  heitsmoment  dieser  Masse 

in  Bezug  auf  die  genann- 
ten Achsen  zu  berechnen. 

:X  Denken  wir  uns  die  ganze 

Masse   in    parallelepipedi- 
sehe  Elemente  cd  zerl^, 

so  bestimmt  z.  B.  "/x^-^y^ 
die  Entfernung  eines  Elementes,  dessen  Goordinaten  x,  y,  z 
heissen,  von  der  z- Achse.  Und  da  nun  q  dx  dy  dz  die  Masse 
dieses  Elementes  vorstellt,  so  wird  das  dreifache  Integral 

QjfJ(^'+y')äxdydz 

das  Trägheitsmoment  der  Masse  M  in  Bezug  auf  die  z-Achse 
liefern,  und  ähnliche  Formeln  finden  für  die  beiden  andern 
Achsen  Statt.  Der  Umfang  der  einzelnen  Integrationen  muss 
dabei  selbstversiandlich  durch  gegebene  Bedingungen  regulirt 
werden.  Setzen  wir  z.  B.  voraus,  dass  3t  durch  die  Ober- 
fläche 

(?)"+ay+(o*-' 

begrenzt  wird,  so  würde  das  vorstehende  Integral  in  folgender 
Gestalt  erscheinen 


T  == 


jdxjdy  jix'  +  y^dz, 
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und  mau  fände  durch  AusfOhrung  der  Intonationen 

oder;  weil  ^  gaßyTt  die  Masse  äf  des  Ellipsoides  ausdrückt. 

Mit  Benutzung  des  Dirichlet'scheu  Theoremes  ergiebt  sich 
dieses  Resultat  in  nachstehender  Weise.    Da 

J-  9fff{^^+y^) äxdydz  =  QfJJx^dxdydz  +  Qffjy'^dxdydz 
ist,  so  erhält  man  für  das  erste  Integral  rechts  den  Ausdruck 

das  zweite  Integral  hingegen  besitzt  den  Werth  | .  ^  aß^yQx. 
Durch  Vereinigung  beider  Resultate  folgt  daher,  wie  oben 
behauptet  wurde, 

Bildet  endlich  die  Oberfläche 

©' + (s-y + (f )' - ' 

die  Begrenzung  der  Masse  My  so  hat  man  wegen  1.: 


und 


also 


6 


^fffy^  "^  ^y  ^^  =  -r  (t^ßrß". 


%.  177. 

BestimmBniT  ^^r  AUraetloDseoBponente  eines  komoirenen  anirXef  ek- 
achsliren  Ellipsoides  nach  DIrIchlet's  Methode.*) 

Ein  sehr  passendes  und  von  Dirichlet  selbst  gewähltes 
Beispiel   zur  Erläuterung  seiner  Integrationsmethode   liefert 

*)  Vergl.  §.  173.    Dirichlet.    Sar  one  nouvelle  Methode  etc. 
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die  Bestimmung  der  zwischen  einem  ungleichachsigen  und 
einem  materiellen  Paukte  Statt  findenden  Attractionscompo- 
nente.  Ja,  die  auf  diesem  Wege  zu  vollziehende  Rechnung 
zeichnet  sich  noch  dadurch  besonders  aus,  dass  sie  eine  ganz 
gleichmassige  ist  für  den  Fall  des  innem  und  äussern  Punktes. 

Unsern  frühem  Lehren  zufolge  gelten  bekanntlich  für 
die  Componenten  JT,  F,  Z  irgend  einer  den  Punkt  (a,  b,  c) 
anziehenden  Masse  die  Gleichungen 

^-ß-'P^  vir)  du,  y-ß-;''  <p(r)  du,  Z  =y^  9ir)  du, 

wenn  wir  den  verschiedenen  Grössen  du^  q){r),  ,  .  .  die  ehe- 
malige Bedeutung  auch  hier  beilegen.*)  Von  diesen  Inte- 
gralen aber  lässt  sich  noch  zeigen,  dass  sie  bei  jeder  Begren- 
zung und  selbst  bei  variabeler  Dichtigkeit '  der  anziehenden 
Masse  als  die  Derivirten  einer  und  derselben  Function,  der 
sogenannten  Kräfte function,  die  für  den  Fall  des  Newton '- 
sehen  Gravitationsgesetzes  mit  dem  Namen  des  Potentials 
belegt  wird,  sich  darstellen  lassen.     In  der  That,  sei  wieder 

wie  früher  g>(r)  =    '    \  so  ist  zunächst 

'dnr) 


-r-^ 


du. 


dr 

Weil  aber 

r«  =  {x-ay  +  (y-6)«  +  {z-cf, 
folglich 

ist,  so  entspringt 

Und  hieraus  fliesst  weiter 

Setzen  wir  nun  g){r)  =  — ^  oder  einfacher  ^(r)  a:^  — 
voraus,   wo  p   eine   zwischen   2  und   3   liegende  CJonstante 


*)  Vergl.  §.  161. 
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bedeuten  soll*);  so  ist  f{f)  «= ^  •  -— j  und  demnach 


x  jl.  a  r  *^" 


Bei  Annahme  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes  und 
einer  ellipsoidischen  Begrenznng  der  anziehenden  Masse  er- 
fordert also  die  Bestimmung  der  Componenten  JT,  F,  Z  nur 
die  Eenntniss  des  dreifachen  Integrales 

dy  dz 


unter  der  Bedingung;  dass  die  Integrationen  über   alle  jene 
Punkte  (x,  y,  z)  sich  erstrecken ;  welche  der  Ungleichheit 

-(f)-+(jy+(0-<'- 

Geniige  leisten.     Multipliciren  wir  uun  das  Integral   T  mit 
dem  discontinuirlichen  Factor 


£  f       DUM    U/  1  J 

—  I     ^  cQs  A,q>  aq>, 


/Bin  <p 


*)  Diese  Annahme  ist  für  die  nachfolg^ende  Betrachtung  nothwendig, 
indess  wird  hierdurch  die  Allgemeingultigkeit  unserer  Untersuchung 
auch  für  die  Fälle,  in  welchen  p  grössere  Werthe  als  3  annimmt, 
keinesweges  beeinfirächtigt.    Denn  nennen  wir  die  beiden  dreifachen 

Integrale -37  I  "fzii  und  rrr  /  -^q:^  für  den  Augenblick  beziehungs- 
weise V  und  «jia.si  se  besteht,  wie  unmittelbar  durch  die  einfachste 
Rechnung  sich  ergiebt,  immer  die  Relation 

V*       ()»~2)  (H-1)  L  da*  "»"  db*  "^  de'  I 
Nur  dies  ist  zu  beachten,  dass  fSr  p  >  3  der  Punkt  (j,  by  c)  ausserhalb 

der  suiziehenden  Masse  sich  befinden  muss,  weil  für  einen  innern. Punkt 
die  auftretenden  Integrale  sinnlos  sein  wurden. 

Fälle  der  Art,  in  welchen  man  bei  der  anzustellenden  Betrachtung 
vorerst  an  gewisse  Bedingungen  gebunden  ist,  die  nachher  beseitigt 
werden  können,  zeigen  sich  übrigens  öfter  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale.  Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  z.  B.  die  Paragraphen 
63,  76  —  77,  180  (4). 

MsYXB,  bMtlramta  Integral«.  37 
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so  können  ivir  die  Toriabeln  x,  y,  z  augenscheinlich  zwischen 
den  Grenzen  — cx)  und  +  ^^  sich  bewegen  lassen*);  die 
Integralbestimmung  selbst  aber  wird  hierdurch  noch  keines- 
weges  gelingen;  weil  das  Integral  T  im  Allgemeinen  weder 
nach  Xy  noch  nach  y,  noch  nach  z  unbestimmt  integrirt 
werden  kann.  Unser  Integral  bedarf  mithin  noch  weiterer 
ümfoimungen;  und  hierzu  wählen  wir  mit  Dirichlet  den  fol- 
genden äusserst  eleganten  Weg. 

Den  in  §.  65.  —  70.  gepflogenen  Betrachtungen  zufolge 
bestehen  die  beiden  Gleichungen 


00  -j-^«^" 

r{g) 


/  ^9i,^ 


2.  I  e^^'^  x<i-^  dx  =  -^^  e 


und 

3.     j  ei^''+^^'>'dx  =  j/^^e    ^   (1+/)  =  ^/^^*      ^ 


—  00 


und  zwar  unter  folgenden  Voraussetzungen.  Die  Constanten 
g  und  A  müssen  wesentlich  positiv  sein,  ja  q  muss  überdies 
einen  echten  Bruch  bezeichnen;  die  Constanten  ^  und  v  da- 
gegen sind  beliebig;  einem  positiven  d"  ferner  entspricht  in 
dem  Ausdrucke  rechts  der  ersten  Gleichung  das  obere,  einem 
negativen  -9^  hingegen  das  untere  Zeichen,  und  (4:-^)*  end- 

Heb  bedeutet  den  absoluten  Wertli  von  (-d"^)  . 

Dies   vorausgeschickt  können  wir  ofiPenbar  vermöge  der 

Gleichun^c  2.  den  in  T  vorkommenden  Factor  — r  =  -— =__ 
durch  das  bestimmte  Integral 


7K    .  00 


7t  ^ 


'*')  Die  Werthe  von  as,  y,  s,  fiir  welche  Xs=  1,  können,  weil  sie 
eine  unendlich  dünne  Schicht  liefern,  ausser  Acht  gelassen  werden. 
Vergl.  die  Anmerkg.  in  §.  llür. 
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ersetzen^  weil  unserer  Annahme  gemäss  die  Constante  p  zwi- 
schen 2  und  3  liegt.  Schreiben  wir  nun  ausserdem  noch 
statt  cos  Xq)  die  Exponentialgrosse  €^*p*  und  nennen  fttr  den 
Augenblick  das  dreifache  Integral 

4*»    4**    +°o 

r     C     Cdx  dy  dz  ^(»"'VH^y)' 


—  ao     —  oo     —  00 


Uy  so  wird  offenbar  T  mit  dem  reellen  Theiie  des  Integrales 


00  00 


A/ 


F=--A==;— ^      idwl^^tl;'  Udt 


zusammenfallen.  Mit  Benutzung  der  Formel  3.  aber  lässt 
sich  dieses  Integral  ohne  Mühe  auf  ein  zweifaches  reduciren. 
Denn  führen  wir  in  U  statt  r^  'und  A  ihre  oben  gegebenen 
Werthe  ein  und  ordnen  dieselben  nach  den  Potenzen  von 
Xy  Pf  z,  so  verwandelt  sich  U,  abgesehen  von  dem  Factor 
öt«M^'-K')^«,  in  das  Product  der  einfachen  Integrale 


—  OD  —  oo 

+  » 
,[(v+^)='-2<'V*].-^^. 


/ 


OD 


diese    aber   gestatten    wegen    der  positiven  Grossen  if  -4-  ^, 

^  -f"  ^  ^^^  ^  +  ^    unmittelbar   die   Anwendung    der   Glei- 
chung 3.     Das  Integral  U  ist  daher  mit 


/(»"+5)  (.+F)  (♦+?) 


identisch.     Und  demnach  wird 


37* 
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00 


Hieraus  aber  flieset  weiter^  wenn  man  ^  <=  ^  setzt,  wo  ^  eine 
neue  Veränderliche  bedeutet;  dass 


da  ^ 


und  somit 

ist.  Und  kehrt  man  jetzt  die  Reihenfolge  der  Integra- 
tionen um;  schreibt  dann  statt  sin  9  die  Exponentialgrosse 

L  (^-y*  —  ^«•)  und  bezeichnet  endlich  der  Kürze  halber  den 
Ausdruck  — ^  ,  +  -, ;,,  +  -r-,  durch  6.  so  sieht  man  auf  den 
ersten  Blick;  dass  jedes  der  in  -^  enthaltenen  Integrale 


OO  00 


0 


vermöge  der  Formel  2.  sich  entwickeln  lässt.  Die  Grösse 
tf-}-l  ist  dabei  unter  allen  Umstanden  mit.-|-  ^  zu  identifi- 
ciren,  0  —  1  dagegen  tritt  an  die  Stelle  von  +  ^y  oder  —  ^> 
je  nachdem  man  <T  >  1 ;  oder  6  <  1  hat.  Diesen  beiden 
Fällen  entsprechend  erhält  mau  daher  fUr  die  Differenz  der 
beiden  Integrale  die  Ausdrücke 


>.  m-^^-'"^  ■ 


und 


f-.        4-i 


(c-\y        (<t+i) 


,ff>i 
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»■  i/Ti-O 


Da  nun 


,-(f-o?.-    M-'^T' 


(1-«) 


— 1 


— I 


,  Ö  <  1. 


(!  +  «)*        J 


und 


u-rt^-  -d-i)?.- 


pn 


dv 


isty  also  in  ^  wegen  des  Factors  t  für  <T  >  1  die  Differenz  der 
beiden  vorhin  erwähnten  Integrale  imaginär  wird  und  nur  das 


00 

Integral    j  €^°-^)9'tp  dtp  für 


^  <  1  zu  einem  reellen 


aA- 


Werthe  führt:  so  ist  der  reelle  Theil  von  ^  mit  Null  iden- 
tisch^  wenn  ö  >  1,  dagegen  besitzt  er  für  ^  <  1  den  Werth 


"Ti^) 


X 


00 


8         ^    dg 


d.  g. ,  weil  wegen  y  —  1  <  1 


1-^ 


ra  - ') 


üt, 


U  «11?^  = 


—  a  nVn 


i'V  -  i) 


«•  r(-  f )  rm 


r-X 


«       2  <;,<f 


/| fl«  »«  r»      Y 


2 


.  /(■+^yc+i)('+?) 

Befindet  sich  nun  der  angezogene  Punkt  {a,  by  c)  im  Innern 
der  ellipsoidischen  Masse,  so  ist  Z- j    +  (r )   ^"  ("" )     ^^^ 
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demnach  auch  ö  kleiner,  als  1 ;  miihin  wird  die  der  j;- Achse 
parallele  Attractionscomponente  JC  durch  den  vorhergehenden 
Ausdruck  dargestellt.    Ist  dagegen  der  angezogene  Punkt  ein 

äusserer,  also  (-]  +  (j\  +  (- )  >  1;  so  kann  o^l  sein. 
Nun  wird  die  stetig  veränderliche  Grösse 


6«      .      c» 


j«  +  «-4-ß«  ^  *+y«  ~ 


0 


für  5  =  0  den  grössten ,  für  s  =  oo  hingegen  den  kleinsten 
Werth  —  die  Null  —  erwerben ;  es  muss  daher  ö  nothwendig 
einmal  mit  der  Zahl  1  zuaammenfallen.  Der  positive  Werth, 
für  welchen  dies  geschieht,  heisse  (i]  alsdann  ist  augen- 
scheinlich <T  <  1 ,  so  lange  «  >  ft,  dagegen  wird  (J  >  1  fOr 
jedes  unter  ^  befindliche  s.  Die  Attractionscomponente  JC 
wird  daher  im  gegenwärtigen  Falle  durch  die  Gleichung  ge- 
geben 

« — fcVn  a 

"•■r(-f)rm      ■ 


00 


i_£     •  .      f 


/.    _  _^ Ä« c«    \ 


Ersetzt  man  in  derselben  die  Veränderliche  ä  durch  ft  -f-  s 
und  schreibt  gleichzeitig 

«2  +  ^»  =  «,»,    ^'  +  /i  =  ^,S    y»  +  ^  =  y,2, 

—  =  a„  -TT-  =  c>i,  — ^  =  Cj, 
«i  "    Pi  "    yi  " 

d.  h.  construirt  man  ein  durch  den  Punkt  (a,  b^  c)  gehendes, 
dem  ursprünglichen  Ellipsoide  confocales  Ellipsoid,  so  erhält 
man 

•  -  .■.„r(^)r(-f) 


—    583    — 

also  die  iiainliche  Foriii;  wie  sie  für  den  Fall  eines  iuiiern 
Punktes  gilt  und  wie  es  in  der  That  dem  Ivory'scheu  Theo- 
reme gemäss  Statt  finden  muss.  Behufs  ihrer  Gewinnung 
beachte  man,  dass 

.(^)'-<-a)"+G7y-©"t(^)- +(?)■=' 

ist  und  dass  sonach  der  Ausdruck 

\^  «+a|«        s+ßt*         9+Yi*) 

in  der  Gestalt' 


-I 


[«,» y    ,+«.»)  +  p.«  y    »+W)  +  Vi*  y     *+yivJ 


'-I 


i-i? 


sich  schreiben  lässt.  Mit  Zuziehung  des  Factors  (5-[-f*)*~^, 
wo  ft  nach  einander  durch  «j^ — a^,  /J,^  —  ^',  y^' — y^  zu  er- 
setzen ist)    ergiebt  sich  daher  für  die  mit  dem  Exponenten 

1  —  ^  behaftete  Grösse  die  im  transformirten  Integrale  an- 

gezeigte  Form;  die  auf  das  Radical  bezügliche  Rechnung 
bedarf  ihrer  ausserordentlichen  Einfachheit  wegen  keiner 
Erläuterung. 

Wie  man  übrigens  noch  sieht,  gehen  die  vorstehenden 
Ausdrücke  des  Jf  für  p  =  2  in  die  früher  entwickelten  For- 
meln über.*) 

§.  178. 

Liouvillc's  Be^ründuDgr  der  Dirichlei'sehen  Formel/*) 

Wie  Dirichlet  selbst  erwähnt  hat,  lässt  sich  die  von  ihm 
entdeckte  Relation 


*}  Bezüglich  weiterer  Studien  über  die  Attraction  eines  homogenen 
RllipsoideB  vergl.  man  noch;  Grube.  ßorchardt*8  Journal,  Bd.  69,  S.  359; 
Mertens  ebendaselbst.  Bd.  70,  S.  1.  Und  in  Betreff  einer  fernem  An- 
wendung der  Dirichlet^Bchen  Methode  sehe  man  namentlich:  Mehler. 
Ueber  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zweiten  Grades 
begrenzten  Schale.  Borchardt's  Journal.  Bd.  60.  S.  321  ff.  Mertens. 
De  functione  potentiali  duarum  ellipsoidium  homogenearum.  Borchardt*d 
Journal.    Bd.  63.    S.  360  ff. 

**)  Note  sur  quelques  integrales  d^flnies.  (Journal  de  math.,  t.  4, 
p.  225-235.) 


pqr 
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1.  F  =  jfy .  . ,  af-t  y«-i  z*-i .  .  .  dxdy  dz  . .  . 

■  r('+7+7+f+-)- 

(I)'  +  ay  +  (r)'  +  •  •  •  < '  «^- 

auch  auf  andenu  Wege,    als  dies  früher  geschah ,  beweisen, 
und  in  der  That  hat  Liouville  eine  andere  Begründung  der 
obigen  Formel  bald  nach  ihrer  Verojfifentlichuhg  bekannt  ge- 
macht.   Das  Wesen  dieses  Beweises  besteht  in  Folgendem. 
Bekanntlich  resultirt  das  Integral  V  aus  dem  Integrale 

2.  U  =  jf  •  •  •  «*~*  y^"^  ^"""^ .  . .  dxdy  dz  . .  . 

^     rjk)  r(i)  r(m) . , . 
rii  +  k  +  i  +  m  +  ...y 

in  welchem  die  Constanten  k,  l,  m^  .  »  .  sämmtlich  positiv 
sind  und  die  gleichfalls  positiven  Veränderlichen  x,  t/,  z,  ... 
der  Bedingung 

^  +  1/  -\-  ^  +  '  '  '  <  l 
Genüge  leisten.  Gelingt  es  mithin^  unabhängig  von  dem 
Frühem  die  Richtigkeit  dieser  Formel  darzuthun,  so  ist 
Dirichlet's  Theorem  von  neuem  erwiesen.  Für  zwei  Variabein 
erhellt  nun  die  Wahrheit  der  Relation  2.  sofort,  weil  in  die- 
sem Falle  das  Litegral  U  in 

1  1—*  1 

V-i  dx  ft/-^  äy  =  j  /V-'  (1  —  ^)'  äx 

0  0 

übergeht  und  folglich  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des 
Euler'scheu  Integrales  erster  Gattung 

//^  1  r(k)r(i+i)  _'    r(fc)r(o 
fr(i  +  k  +  i)       r{i  +  k  +  i) 

ist.  Heisst  dagegen  3  die  Anzahl  der  Veränderlichen  in  dem 
Integrale  U,  so  besitzt  dieses,  wenn  man  mit  der  Integration 
nach  z  beginnt  und  mit  jener  nach  x  endigt,  vermöge  der 
Bedingung  o;  +  y  +  z  <  1  die  Form 

/l — «  1— a? — y 

o;*-*  dxj  f/-^  dy  f  z«-*  dz 

0  0  0 

oder  kürzer 


1 
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U^fxf"-^  dxfl/'^  dypz^-^  dz. 

0  0  Ü 

Hieraus  aber  fliesst  weiter^  sofern  man  vermittelt  der  Glei- 
chungen z  =^vz^  und  y  s=  \iy^  die  neuen  Veränderlichen  Uy  v 
einführt, 

C/=jx^-^  dxjvf-^  y/  dufv^-^  z^  dv, 

0  0  0 

und  dies  giebt  wegen  • 

y  SS  t<  (1 — x),  z  a»  r  (1 — X — y)  a=»  r  (1 — x)  {1 — ü) 

^  =  /a:*-i  (1— a:y+'*  dx/t^'^  (I-w)-  dufv^^  dv. 

U  ü  0  • 

Aber 

/U ..  -  i,  /.'-.  (,-„,. ..  -  mi£+«, 

3.       "    j  " 

0 

mithin  entspringt 

77  =  JL  r(/)  r(w+i)  rw  r(/+»i+t)  _  rw^ r(0  n^) 
w     r(/+«t+i) r(i+A+/+i«)     ~  r(i-f *+/+»)' 

Lassen  wir  jetzt  ^  ein  vierfaches  Integral  bedeuten ;  dessen 
unabhängige  Veränderlichen  x,  y,  Zj  l  heissen.und  der  Be- 
dingung a:+y  +  ^  +  /<l  genügen;  so  können  wir  unter 
der  Voraussetzung,  dass  wir  zuerst  nach  t  integriren  und 
alsdann  allmählich  bis  zu  der  auf  x  bezüglichen  Integration 
fortschreiten,  zuvorderst  die  obern  Grenzen  der  einzelnen 
Integrale  nach  t,  z,  y  wieder  abkürzend  durch  2:,  —  jt  =  /j, 
yi  —  y  =  j?^,  1  —  ^  «=»  yi  bezeichnen,  wodurch  wir  offenbar 
die  Form 

ü=Jx''-'^  dxjyf-^  dyfz'^-^  dzCv"-^  dt 

gewinnen.  Nehmen  wir  nun  statt  der  Variabein  /,  z,  y  die 
neuen  w,  i;,  w,  welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 
i  =^wi\y  z  =  vz^y  y  =  wy,  verbunden  sind,  so  bewegen  sich 
alle  diese  neuen  Veränderlichen  zwischen  den  Grenzen  0 
und  1,  und  U  verwandelt  sich  in  Folge  der  Beziehungen 


-/ 
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yi=l-.r,?,=i/,(l-w)=(l-.r)(l-~w),/,=(l-^)(l-^w)(l-i;) 
in 

-xf"-^  (1— a:y+«+'*  dxfu^-^  (1— w)"^*  du  X 

u 

jtf^-^  {l—vY  dv  ffv^^  dw, 

0  0 

d.  g.  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  3.: 

fj  ^±  rjm)  r(m+\)  r(0  r(m+n+l)  r{k) r(l+m+n+l) 
n     r(w+n+l)       r{l+l+m+n)      ni+k+l+m+n) 

_  r(k)  r(i)  r{m)  r(n) 

—      r(l+k+l+m+n)    • 

Wie  man  sieht^  lässt  sich  dieser  Process  beliebig  oft  wieder- 
holen,  und  daher  ist  Dirichlet's  Formel  von  neuem  erwiesen. 

§.  179. 
Lioarille's  Yorallgemeinerung  des  Dirichlct'schen  Thcoremes.*) 

Der  im  Vorstehenden  gegebene  Beweis  des  Dirichlet'- 
schen  Theoremes  lllsst  sich  in  einer  andern  Form  darstellen, 
die  überdies  den  Vortheil  bietet,  jenen  Lehrsatz  allgemeiner 
ausdrücken  zu  konneu.  Liouville  bedient  sich  hierzu  des  von 
Jacobi**)  bei  der  Reduction  der  Function  B  auf  Gammas 
beobachteten  Gedankenganges.  Verbindet  man  nämlich  die 
beiden  Integrale 

OD  OD 

r{a)  =/^~*  af^^  dXy  r{b)  ^jeryyf*-^  dy 

durch  Multiplicatiou^  so  lässt  sich  <}as  Product  F(a)  Fip)  als 
ein  Doppelintegral 

J  J  ß-*  x^^  e-y  y*~*  dx  dy 
u  u 

auffassen.     Setzt  man  aber  hierin  x=^uv,    y  =  ti(l  —  v)y 

*)  Journal  de  math.,  t.  4,  p.  226  etc.  üeber  eine  andere  Verall- 
gemeinerung der  DirichleVschen  Formel  sehe  man  einen  Aufeafas  von 
Most  in  Scfalömilch's  Zoitechrift  für  Math,  etc.,  Jahrg.  14,  Seite  422. 

**)  Grelle.  Journal  Bd.  11.  Auf  einem  ähnlichen  Gedanken  beruht 
auch  der  von  Poisson  im  Journal  de  T^cole  polytechnique ,   cah.   19, 

page  477,  gegebene  Beweis  der  Euler'gchen  Formel  />  (^,  h)  ==    p/    i  jl\  ' 
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wo  t/,  V  neue  unabhängige  Veränderlichen  bedeuten,  so  folgt 
wegen  y  =«  ^  (l — v),  dass  für  y  =  0,  cx>  v  ==  1,  0  und  dem- 
nach für  o:  =  0,  oo  die  Variabele  u  ebenfalls  zwischen  den 
Grenzen  0  und  cx>  sich  bewegt.    Da  nun  femer 

'•'  du  dv         cv  du  ^        ^ 

ist,  so  wird 

r(a)  r{ö)  =  / /«-' '  w«4*-^  v^-^  (l-i;)*-i  du  dv 

0    0 

=  r{a+b)f  t/'-^  (1-  t;)*-^  dv. 

Dies  vorausgeschickt  sei 
PF  =  ff ...  fix+y+z-}-...)  x^-^  1/^-^  z^-^  ...  dxdt/dz  ... 

ein  vielfaches  Integral;  in  welchem  die  unabhängigen  Ver- 
änderlichen Xfy,z,...  sämmtlich  positiv  sind  und  der  Un- 
gleichheit 

^  +  y  +  ^  +  "  '  <^y 

wo  h  eine  positive  Constante,  genügen  und  in  welchem 
/*(.r+y+2+...)  eine  beliebige  Function  von  .r,  y,  r, ...  be- 
deutet*); endlich  sind  wie  früher  k,  i,m,  .  .  .  positive  Con- 
stanten. 

Reducirt  man  die  Anzahl  der  Veränderlichen  vorerst  auf 
zwei;  d.  h.  betrachtet  man  das  Integral 

W^fx^-^  dxtf(x+y)  y'-i  dy, 

so  folgt  durch  die  Substitutionen  x  =  uvy  y  =  k  (1~  »)  ähn- 
lich wie  vorhin 

W^jdutvl'-^  v^-'^fiu)  t/'-i  (1— vy-i  u  dv 

AI  h 

0  0  ü 

Ist  dagegen  das  Integral  W  ein  dreifaches ;  so  kann  man 
dasselbe  immer  in  der  Form 


'*')  Diese  Function  ist  selbstverständlich  immer  so  zu  denken,  dass 
die  betreifenden  Integrale  niemals  sinnlos  werden.  Eine  ähnliche  Be- 
merkung gilt  übrigens  auch  für  die  folgenden  Betrachtungen. 
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W  =^Jx'-'  dxj'y^-^  dyj(lc+y+z) 


z«-*  dz 


darstellen,  wenn  man  unter  y^  und  y\—y  beziehungsweise 
die  Grossen  h — x  und  h^x—y  versteht.  Dem  Vorhergehen- 
den gemäss  aber  ist  das  Integral 

/y'""^  äyf?(x+y+z)  z«-i  dz 
mit 


tIS^/ä^+«)  «'•'"-•  ^" 


0 

gleichbedeutend  und  demnach  wegen  y^==^  h  —  x 


fr= 


^-^^j^-i  dxjax+u) «'+-» du. 


Nun  zeigt  der  blosse  Anblick  dieses  Doppelintegral^,  dass  es 
ebenfalls  die  Anwendung  der  Formel  1.  gestattet.  Man  er- 
hält daher  durch  Ausführung  dieser  Operation  die  Gleichung 


0 

h 


0 

Offenbar  bleibt  das  bis  jetzt  beobachtete  Reductions ver- 
fahren bei  einem  Integrale  mit  beliebiger  Anzahl  von  einander 
unabhängiger  Veränderlichen  anwendbar,  und  folglich  ist  man 
zur  Aufstellung  der  nachstehenden  Reductionsformel  berechtigt: 
I.     w^  JJ ...  f{x+y+z-\- . . .)  x^-^  y^-^  z"*-^ ...  dxdydz  ... 

0 

0<x  +  y  +  z+...<h. 
Wird  in  derselben  /"(ß)  =  1   und  ä  =  1  angenommen,    so 
entspringt  wieder  die  Dirichlet'sche  Formel  für  das  oben  be- 
trachtete Integral  U.*)    und  ebenso  unmittelbar  erhellt,  dass 

*)  Umgekehrt  kann  man  das  Dirichlet^scjie  Theorem  zum  Beweise 
der  Lioaville'schen  Formel  benutzen.  VergL  beispielsv^eiBe  Gatalan. 
Memoire  sur  la  reduction  d^une  classe  d'int^grales  multiples.  Liouville. 
Journal,  t.  4,  p.  323—341.    §.  7. 
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man  wie  bei  der  Ableitung  des  Dirichlet'schen  Integrales  V 
aus  dem  Integrale  U  auch  hier  die  allgemeinere  Formel  wird 
erzielen  können: 

in  welcher  die  Gonstanten  a,  b,  c, .  .  .  '^  p,  g,  r, ,  .  .  sämmtlich 
positiv  sind  und  in  der  man  die  Integrationen  über  alle  posi- 
tiven Werthe  der  Veränderlichen  x,  y,  Zy  . .  ,  zu  erstrecken 
hat^  welche  die  Bedingung  erfüllen 

(ir+(j-)'+(7)'+-<- 

Bezeichnet  /'(^)  eine  solche  Function  von  ^^  dass  das  Inte- 
graJ  /V(d)  0^-H+«-f..-i  rfa^  fUr  A==oo  nicht  sinnlos  wird,  so 

darf  ersichtlich  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  positive 
Constante  h  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ergeben  sich  z.  B.  unmittelbar  gewisse  von 
Raabe  auf  anderm  Wege  abgeleitete  Integralformeln.*)     Er- 


*)  Redaction  des  p  fachen  Integrales 

0 

Grelle.    Journal.    Bd.  28.    S.  19.  —   Raabe   geht   dabei   von   der  in 
§.  158  bewiesenen  Relation' 

CO      00 


l\i  + 1) 


dv 


0    0  -^      \'»  '•/  0 

aus,  indem  er  diese  zunächst  auf  den  Fall  dreier  Veränderlichen  an- 


INfl 


wendet,  das  erzielte  Resultat  mittelst  der  Substitution  vSssV}"*"^  um- 
formt und  dann  durch  vollständige  Induction  die  Richtigkeit  der  all- 
gemeinern Formel 
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setzt  man  nämlich,  am  hier  bei  dem  allgemeinen  Falle  stehen 
zu  bleiben,  die  positiven  Constanten  a,  ß,  y,  .  . .  bezüglich 

durch  jf^  -J  y  oj  y  ~>  '  -  '  ^^^  iii  ^^^  einfachen  Integrale 

d"  durch  ^^j   so    verwandelt   sich   die  Gleichung  I**.  in  die 
folgende 


CO     .00 


m)mm , 


0    u 

2 


pqr...aP  ß^  y""..,     1     ("^  +  ^  +  7  +  '  *   ) 


00 


n    .    b    .    c 


«F  +  -  +  -  +  ...')-i 


q>  (x^'  +  arg"'»  + . . .  +  x/'P)  dx,  dx^,,.dx^ 

i_  1 

beweist.    Durch  die  Substitutionen  Xf^^  x^^,  x^'^^x'"^,  .  .  .    gewinnt 
nun  Raabe  die  Formel 

/   9(^1+^«  +  .    -f^p)^!*"'        a^i*"*       ...x^^P        dxidx^,  .  ,dx^ 


JL     [mj  1     [m^)'"!     \mj 


00 


und  aus  dieser  folgt  dann  schliesslich,  wenn  x^  =:  a^  x^* ,  arg  =»  0^  x^„.. 
und  statt  der  in  zunächst  die  reciproken  Werthe  derselben  gewählt  und 


r,     r,  ^' 


diese  endlich  der  Reihe  nach  durch  -^,     '» ^  ersetzt  werdeu,  die 

obige  allgemeine  Relation,  freilich  in  anderer  Schreibweise. 
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§.  180. 
AniTcndnng  der  Lionyille'schen  Formel. 

Die  Liouville'schen  Gleichungen  geben  zu  interessanten 
Folgerungen  Veranlassung,  von  denen  wir  einige  nicht  un- 
berücksichtigt lassen  wollen  .*) 

1.    Zu  dem  Behufe  setzen  wir  zunächst  in  der  Formel  I*. 
die  üonstanten  a,  ß,  y,  .  >  , ,   sowie  h  sämmtlich  der  Einheit  • 
gleich  und  wählen  für  die  Function  /  beziehungsweise  die 
folgenden  Ausdrücke 


und 


M 


IM 


wo  m  irgend  eine  positive  Constante  bedeutet ,  die  aber  im 
letztern  Falle  grösser  als  1  sein  muss.**)  Offenbar  erhält  man 
hierdurch  die  beiden  Belationen 


ff...dxdy  dz  . , . af-^ y^-^ z^-^ ...  jp^l — x^ — y^  —  z*"  — ... 


1 


^  r(i)rQh)-ri'^i) . 

«r.../^(,+i+-;.+±+i+...)  • 


dd^ 


ff 


das  dydz  .  .  .  x'~^  y*~*  z*~' 


^l_aJ>_y?_,r 


r{;)ror{i)-  /^_^-^-^^^^^^^....^^ 


^'"■-'r{j+j+v+-)- 


...  1 1/ 


*)  Vergl.  CataloD.    Memoire  sur  la  r^daction  d*iuie  classe  d'irit^- 
grales  multipteB.    §§.  VI— IX.  a.  a  0.  and  LiouvUlc  a.  a.  0. 

**)  i wird  Argament  einer  GammufunctiOD.  * 

m 
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rH)mr(^)r{Th 

„....jr(.-±+i+i+i-+...)  • 

in  denen  also  die  positiven  Veränderlichen  x,t/,z,,,,  sammt- 

liehe  Werthe  umfassen;  die  der  Ungleichheit  a;''4-y^+^**+—<l 
Genüge  leisten. 
2.     Sei  jetzt 

wo  die  n  positiven  Variabein  a;,  y,  z,  .  .  .  der  Bedingung 
^*+y'  +  '^^  +  «"<l  unterworfen  sind.  Schreibt  man  in  der 
Formel  P.  p  =  ^  =  r=«...  =  2,  as=^>B=c  =  ...a=»l 
und  ebenfalls  wieder  a  =  /3  =  y  =  ...  —  1  und  wählt  end- 
lich für  die  Function  /  das  Radical 

SO  entspringt  wegen  r{\)  =  j/yt  unmittelbar  die  Beziehung 


Aber 


i— 1 


0  00* 

d.  g.  mit  Beachtung  der  in  §.  60.  bewiesenen  Formel 

Mithin  wird  schliesslich 
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'^=    VW 


/M"+' 


m  r(f+o 


r(f)[r(7+i).  r(T+') 

Man  erkennt  hieraus  leicht^  wenn  man  die  bekannten  Bela- 
tionen 

r(a+n)=(ö+n-l)(a+«— 2)...ö^ö),^(i)^(|)=--^^««3r/2 


n 

Bin  — 

4 


berücksichtigt;  dass  für  jede  ganze  Zahl  n  von  der  Form  4(i 
oder  4/i  -f-  ^  ^^  Integral  ^  in  letzter  Instanz  von  der  Zahl  Jt, 

für  jede   ganze  Zahl  «  ei^  +  1  (mod.  4)  dagegen    von  der 
1 

Länge/  j/^==  eines  Lemniscatenbogens  abhangig  wird.*) 

So  hat  man  beispielsweise: 
1  

0 

////.«.,.z../|^^-g(l_5). 

3.    Als  dritte  Anwendung  der  Liouville'schen  Gleichung  I^ 
wählen  wir  das  Integral 

rr^ f*  f*  dx  dy  dz  ,  .  . 

wo 

0<a?P  +  y«  +  z'- +  ...<! 

ist  und  m  eine  positive  gleich  noch  näher  zu  bestimmende 
Constante  ausdrückt.     Offenbar  ist  dasselbe  wegen 

mit 


•)  Vergl.  §.  176. 

MsTSB,  bMtimmte  Integrale.  38 
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gleichbedeutend,  aber  nur  dann,  wenn 1 1 [-... >i». 

Wird  mithin  diese  Bedingung  erfüllt,  so  entspringt 

-,7...(-L+i  +  l+...^.)T(7+7+^+-)"' 

Hat  man  dagegen 

W  =  Jf .  .  .  dx  dy  dz  .  .  .  {xP  +  y^  +  z"-  +  .  .  .)«, 
so  findet  immer  die  Beziehung  Statt: 


w i 

pqr 


•■•(M+i+-+-)r(}+M+-)' 


Das  so  eben  betrachtete  Integral  führt  noch  zu  einer 
interessanten  Folgerung,  Setzen  wir  nämlich  die  positive 
Constante  m  als  ganze  Zahl  voraus  und  denken  uns 

(a:P  +  y^  +  z»-  +  .  .  .y 

nach  dem  polynomischen  Lehrsatze  entwickelt,  so  entsteht 
zunächst  eine  Reihe,  welche  die  Sumnie  aller  Combinationen 
der  wi'^"  Klasse  aus  den  unbeschränkt  wiederholbaren  Ele- 
menten x^,  y^,  j?**,  .  .  . ,  jede  Combination  mit  ihrer  Permu- 
tationszahl multiplicirt^  enthält.  Nennen  wir  nun  tf,  2»,  r,  .  . . 
die  Exponenten  beziehlich  von  x^^  y^,  z»",  • .  .  in  irgend  einem 
der  vorkommenden  Glieder,  so  müssen  diese  (positiven,  ganzen) 
Exponenten  bekanntlich  die  Bedingung  a-{-*  +  ^  +  ''-  =  ''* 
erfüllen,  und   ,^--^-^^^L_^^    reprSsentirt    die    8U 

oifv  y^9  2fr  gehörige  Permutationszahl.  Das  Integral  ff^ 
setzt  sich  daher  aus  Gliedern  von  der  Form 

Tia+i)  r'iH-VrWtrrJf-  ■  ■  axdy  dz  .  .  .  x"Py*^  z^r  ... 

zusammen,  in  denen  die  Integrationen  über  alle  positiven, 
der    Bedingung   a;''  -|-  y«  +  ^'*  +  •  •  •  <  1    unterworfenen 
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Yariabeln  x,  y,  z,  .  .  ,   auszudehnen  sind.    Nach  Dirichlet's 
Formel  aber  ist 

I  I  .  .  ,  dx  dy  dz  ,  .  ,  x"p  t/^  z^^  .  .  . 


und  folgUch  findet  nunmehr  die  Gleichung  Siatt: 

jfr^  _i r(m+l) ^ 

"*'••  /'(!  +  «.+ y  +  {  +  |+...) 

Zj  r(«+i)  r(6+i)  r(^i) ... 

Dieser  ,Werth   aber   mit    dem   oben  gefundenen  verglichen^ 
zeigte  dass 

/T7)/T7)r(f)- 

/•^^+±+-L+...) 
jJY.+  i+i+l  +  ,..)-^  r{»4-i)  r(H-.)  n^i) . . . 

sein  muss. 

4.  Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  der  Liouville'schen 
Gleichung  I.  Setzen  wir  in  derselben  A:  +  /  +  »*  +  ..."l 
und  machen  gleichzeitig  die  Annahme^  dass  f{&)  die  Deri- 
virte  F'C^)  einer  gewissen  Function  h\%i)  vorstellt;  so  ergiebt 
sich  die  Beziehung 

W^JJ.  ..F{x+y-\-Z'\-  .  .  .)a:*-iy'-i  z*-'  ...dxdydz  ... 

=  rik)  r(i)  r{m) . . .  [/-(ä)  -  f{0)1 

also  speciell  für  zwei  Yariabeln  wegen 

/  =  l-*undr(Ä-)r(l-A:)  =  5^: 


k  A-«r 


fdx  xf-^j'dy  tr*  f  (a:+y)  =  gJL_  [/-(ä)  _  F{0)\. 

38* 
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Hieraus  aber  fliesst' sogleich  ein  neuer  Satz.  Denn  bezeichnet 
/i  einen  Parameter  kleiner  als  die  positive  Constante  Qy  so 
können  wir  h  durch  p  —  ft  ersetzen,  und  ist  nun  ausserdem 
noch  F{d')  =  q)  (-9'+/*),  so  wird  vermöge  der  vorhergehenden 
Gleichung  die  andere  Statt  finden 

Q—fl  q—fl—X 

J'dx  x^-^Jy-''  tp'  (a:+^+y)  dy  =*  ^^  [tp{if)  —  9.(p)], 

0  u 

die  ihrerseits  wieder  zu  neuen  Folgerungen  Veranlassung 
giebt. 

Bezeichnet  nämlich  tp{Q)  eine  solche  Function  von  q, 
die  für  p  »»  oo  verschwindet,    so  besteht  auch  die  Relation 

00  00 

Jdx  a^-^Jdy  jr*  9)'(-^-+/»+y)  =  -  S^- 

Setzt  man  dagegen  <p{q)  —  (p  {(i)  =  Af*),  d.  h.  lässt  man  fQi) 
eine  solche  Function  von  (i  bedeuten,  die  für  /i  =  (^  in  Null 
übergeht,  so  hat  man  die  allgemeinere  Gleichung 

4«.      y  0^-1  dxjr(cc+fi+y)  y-"  dy  ==  -  ^^ 

U  0 

mit  deren  Hülfe  ohne  Weiteres  die  Lösung  folgender  Auf- 
gabe gelingt: 

Sei  /(/i)  eine  für  (i=Q  verschwindende  Function  von  f*, 
ausserdem  sei  k  eine  Constante  kleiner  als  1  und  der  con- 
stfoite  Werth  q  stets  grösser  als  /i;  alsdann  soll  man  eine 
Function  ^(ft)  finden,  welche  die  Bedingung 

befriedigt. 

OfiPenbar  zeigt  der  blosse  Vergleich  dieser  und  der  vor- 
hergehenden Gleichung,  dass  der  gestellten  Forderung  Genüge 
geschieht,  wenn  man 

^  (*»)  =  -  ^  /  /(/t+y)  !r*  dy 

setzt.  Nur  dies  bleibt  ungewiss,  ob  die  auf  diese  Weise  er- 
mittelte Function  ^(/t)  die  einzig  mögliche  ist,  welche  der 
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gegebenen  Bedingung  nachkommt.  Um  hierüber  Aufklärung 
uns  zu  verschaflfen,  ersetzen  wir  in  Gleichung  4*.  die  Grösse  (i 
durch  ft  +  y,  multipliciren  das  erhaltene  Resultat  mit  y~^'  dt/ 
und  integriren  hierauf  die  gewonnene  Beziehung  zwischen 
den  Grenzen  y  =  0  und  y  ^^  Q  —  fi.  Dadurch  entspringt 
die  Gleichung 

fy^  dy/^-^%{(i-\-fj+x)  dx  =ff(fi+y)  y-*  dy, 
0  (T  0 

in  der  das  Doppelintegral  ofitenbar  den  InbegriflF  aller  Werthe 
darstellt;  welche  die  DifiFerentialfunction 

^A-l  y-k  tl;((i  -^^  y  -j-  x)  dx  dy 

erwirbt,  weiin  in  ihr  die  positiven  Veränderlichen  x,  y  alle 
der  Bedingung  x  +  y  <  q  —  (i  unterworfenen  Werthe  an- 
nehmen. Integrirt  man  nun  aber  diese  Function  zuerst  nach 
y  anstatt  nach  x^  so  repräsentirt  das  Integral 

fx^^  dxjy-''  tili-^x-^y)  dy 

0  0 

die  Summe  aller  jener  Elemente,  und  daher  hat  man,  wie 
sofort  einleuchtet,  die  Beziehung 

y^-i  dx/y-^%{(i+x+y)  dy  =j7{ii+y)  y*  dy, 

d.  g.  mit  Beachtung  der  Gleichung  4". 

Hieraus  aber  fliesst  durch  Differentiation  nach  /t  wegen  /'((»)=K) 
die  zu  beweisende  Relation 

*(/»)  =  -  ~- jy-' r  {i^+y)  y-f'dy. 

0 

Nimmt  man  noch  an,  dass  für  p  «=  ^  auch  die  Derivirte 
/'(fi)  von  /"(/i)  der  Null  gleich  wird,  so  lässt  sich  auch  für 
A:  >  1|  also  z.  B.  für  eine  zwischen  1  und  2  liegende  Con- 
stante  k  die  Function  '^(ji)  bestimmen.  Denn  differentiirt 
man  Gleichung  4^.  nach  fi,  so  kommt  zunächst 
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und  hieraus  entspringt,  durch  {heilweise  Integration 

0 

d.  h. 

Da  nun  für  (» =  /t  augenscheinlich  die  identische  Gleichung 
0  s=  0  erscheint  und  überdies  k  —  1  <  1  ist,  so  wird  auch 
die  Beziehung 

0 

statt  haben.  In  ganz  ähnlicher  Weise  aber  wird  man  die 
Function  für  eine  zwischen  2  und  3,  überhaupt  für  eine 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen  liegende 
Constante  k  anzugeben  im  Stande  sein. 

5.     Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  führen  wir  noch 
folgende,  später  zu  benutzende  Formel  an. 

Wenn  A  eine  beliebige  Constante  ausdrückt  und  die  Func- 
tion q)  iß'')  für  d-'  e=s  oo  die  folgenden  Integrale  nicht  sinnlos 
macht,  so  ist  das  {n — 1)  fache  Int^ral 

W=  C  /...9)(A+a;+y+...+«)a:"      y"      ...u  "        dx  dy ...  du 


U- 


"—1      «  «—I  _ 

d». 


In  der  That,  lässt  man  in  der  Liouville'schen  Gleichung  I. 
die  Function  /'0t^+y+'2^+..-)  niit  der  andern  9(A+a:-py+z...) 
zusammenfallen,  wo  X  eine  beliebige  Constante  bedeutet  und 
die  positiven  Veränderlichen  noch  immer  der  Ungleichheit 
.t:  +  y  +  ^  +  «*-<^  genügen,  so  entspringt  die  Relation 
ff '  '  '  9(^+a^+y+'2r-j-  .  .  .)  a;*-*  t/-^  z**-*  .  .  .  dx  dj/  dz  .  ,  . 
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Und  ist  nun  tp (O*)  eine  solche  Function,  die  filr  {)^'  =  oo  das 
Integra]  nicht  sinnlos  werden  lässt,  so  folgt  ohne  Weiteres, 
dass  in  dem  vorstehenden  Integrale  die  Constante  h  über  jede 
Grenze  hinaus  wachsen  kann. 

Mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Beziehung 

r(i)/ii)--r(^")=<^->"'"'* 

aber  fliesst  daraus  nun  sogleich  der  besondere  Satz,  dass  für 
A:  =  — ,  '  =  ~;  m  =  ~, .  ,  ,  das  (n— l)fache  Integral  fV  die 
oben  erwähnte  Gleichung  liefert. 


§.  181. 

LioQTille'g  BewelB  des  GaasB'gclien  FnndainentaUheoreiiies  über 

Gammafiiiictionen.  *) 

In  §.  48.  erwähnten  wir,  dass  es  Liouville  gelungen  sei, 
das  Gauss'sche  Fundamentaltheorem  in  der  Theorie  der 
Gammafunctionen  mit  Hülfe  vielfacher  Integrale  zu  beweisen. 
Indem  wir  jetzt  zur  Darstellung  des  hierauf  bezüglichen  ele- 
ganten Liouville'schen  Gedankenganges  schreiten,  beschäftigen 
wir  uns  vorerst  mit  der  Werthermittlung  des  bestimmten 
Integrales 

\  jc  u , , .  u/      n  n  «,   * 


00    00 

s 

0    0 

in  welchem  die  Anzahl  der  Veränderlichen  o;,  y,  . . . ,  u  n— 1 
heisst  und  in  dem  r  eine  positive  Constante  ausdrücken  soll. 
Wie  man  ohne  Weiteres  erkennt,  darf  dasselbe  stets  der 
Differentiation  nach  r  unterworfen  werden.  Führt  man  die 
Rechnung  aus,  so  erhält  man  die  Beziehung 


40     OO 


(L  .  .  L  »■''  ^  *   ,  3  ,     H-i 


rf«  -—l//     rv'^'^-*"""^;^7^^/^-~     .-"  —-Uxdy...du 


...e  '        X        y        ...« 


dr  "■       JJ"'"  "  »  ••-  xy...u    > 

0   o 

der  man  nun  sogleich  wieder  die  andere  Form 


*)  Journal  de  math.  etc.    Febraarheft  1866  and  ScblömUch.    Zeit- 
Bchrifb  für  Math.  u.  8.  w.    Jahrg.  1.    S.  184. 


-"j}-- 
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dS  MM  _      \xy,,.u 

d7 nll...e  y 

Q    0 


«— i__j    üni-i 


.  .  .  tt  *•       ä'  "        dy  dz  ...  du  dx 

geben  kann;  wenn  man  statt  der  Veränderlichen  x  eine  neue 
X  substitiiirty  die  mit  der  alten  durch  die  Gleichung 


X  = 


yz,..ux 

verbunden  ist.  Erwägt  man  nun^  dass  bei  bestimmten  Inte- 
gralen der  Namen  der  Integrationsbuchstaben  ohne  jede.  Be- 
deutung ist,  so  sieht  man  sofort ,  dass 

dS 


s=:  —  n  S,  also  S  =  ce" 


»r 


dr 

ist.  Die  hierin  auftretende  willkürliche  Constante  c  aber  be- 
stimmt sich  mittelst  der  Bemerkung,  dass  für  r  =  0  das  vor- 
gelegte   Integral    S    dem    Producte    der    Grammafunctionen 

r{^y  r{iy  •  •  •  ^n^)  ^^^^^^  ^^*  ^^  foiguch  den 

Werth  y   ——^ —  besitzt.    Daher  die  Gleichung 


-^*+y+...+«4-— t;^)   --1    --1 1 


l.jj...e    ^  '^•"^o;''      y*      ...u  *       dxäy...du 

'      k«— 1 


^t/(M^ 


er 


nr 


Auf  diesen  Satz  gestützt,  lässt  sich  da«  Gauss'sche  Fun- 
damentaltheorem  durch  folgende  Schlüsse  beweisen.  Wird 
die  vorstehende  Gleichung  mit  r^*-^  dr^  wo  fi  positiv  ist, 
multiplicirt  und  darauf  von  r  «=  0  bis  r  s=  oo  integrirt,  so 
folgt  durch  Ausführung  der  Integration  und  zwar  zunächst 
nach  r: 

//-...^...«i-v^-....--....../-.-^..-.. 

u  u 


.+«) 

1 
x"' 

-1 1  1    -'. 

-1 
dx 

_  y(^<-' 

Indem  man  aber  jetzt  r"  ^^v  schreibt,  erhalt  man  für  das 
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Integral  nach  r  die  Beziehung 


*         *•*  /»*___L__    E^i 


Je   "  -"rM-idr^i- /*< 


e   **•%'•       dv 

0 


n  /* 

Und  daher  wird  nunmehr  die  Gleichung  gelten 

^  7/(2^)^  r(ft) 

In  dieser  aber  stellt ^  wie  man  sieht;  das  Integral  links  das 
Product  der  Gammafunctionen 

r(^'>  r('-?>  •  •  •  rc-*^) 

vor.     Setzt  man  folglich  ^  =  ^^   so  hat  man  die  Gauss'sche 
Gleichung 


«— 1 


rc)r(»+i)r(«+4)-r(«+"-^)-(=")  --•'Tc»)- 


§.  182. 

Folgernngen  aus  der  im  Torigren  Paragraphen  bewiesenen  Olei- 
chang  I.    Einige  andern,  LionTÜle'sehen  Sfttxe.*) 

Bezeichnet   9    eine    solche    willkürliche    Function    von 
xy,,Auy  dass  das  n fache  Integral 

00   CO  0       1  ii-~-l 

1.  S=/  r...^-<*+y+..-H+«)^(a;y.../tt)a;'*y"...ti  "  dxdy...äu 


#•• 


.  *)  LiouTiUe.  Memoire  anr  la  r^duction  de  claases  tr^s  -  ^tendues 
d'iut^grales  multiples.  Journal  de  Mathdmatiqnes;  deuxieme  särie, 
tome  I.    Aoiit  1856  und  SchlOmilch.    Zeitschrift.    Jhrg.  I,  S.  3&6. 
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nicht  sinnlos  wird,  so  verwandelt  sich  dasselbe  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  k  mittelst  der  Gleichung 

**• 

y  z  .  ,  ,  tu 

in 


\fj- 


0      0 

*Nun    ist    vermöge    des    vorhin    bewiesenen    Liouville'schen 
Theoremes  I.    das  in  S  enthaltene  auf  die  n  —  1  Veränder- 

liehen  y,  z, , . .  u  bezügliche  Integral  mit  (2ä)  ^  n    ^  e-"^  und 
demna^jh  S  selbst  mit  dem  einfaxjhen  Integrale 

«--1       /» 

yü  (2ä)  •     /  er-»*  ^C^«)  A:—i  </A: 

0 

gleichgeltend.     Daher  die  Gleichung 

CO   00  ^     i       *  «— 1 

e-^'+v+—y-^'*^ip(xy,„iu)x''y''  z"  ...  ti  *    dx  dy  ...  tfu 


'■  //■• 


OD 

=  >/n(2Ä)  *     /  e-^  (p{k^)  Ar«-*  JA:. 


0 

Wie  auf  den  ersten  Blick  erhellt,  führt  sie,  wenn  (p  eine 
Potenz,  die  /t — 1'^',  des  Argumentes  anzeigt,  unmittelbar  zu 
dem  Gauss'schen  Fundamentaltheoreme  von  den  Gamma- 
functionen. 

Lässt  man  dagegen  die  willkürliche  Function  q>{w)  mit 


w 


—  a-r/f 

der  Exponentialgrösse  e     ^      zusammenfallen,  in  der  a  eine 
positive  Constante  bedeutet;  so  gewinnt  man  die  Gleichung 

00  00  /     .      .  n, \      0       1  n — 1 


—  («+y+-.4-««4-«iX*y-..««)    —   — 


ll..,e  ^  X   y    ...tt       dxdy...du 


0   u 

OD 


0 
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die  offenbar  auch  noch  für  ein  negatives  a  Geltung  besitzt; 
sofern  alsdann  nur  der  absolute  Werth  von.  a  kleiner  als  n 
bleibt. 

Aus  den  über  die  Bildung  des  Dirichlet'schen  disconti- 
nuirlichen  Factors  angestellten  Betrachtungen  leuchtet  un- 
mittelbar eiu;  dasS;  wenn  h  eine  positive  Gonstante  bezeich- 
net ^  das  Integral 

*Bin  h&  coBto'O'  d^ 


if- 


0 

die  Zahl  1,  oder  die  Null  repräsentirt,  je  nachdem  die  posi- 
tive^  von  #  unabhängige  Grosse  w  kleiner  als  b,  oder  grosser 
als-  b  ist.  Multiplicirt  man  folglich  die  Gleichung  1.  mit 
diesem  Factor,  indem  man  tv  beziehungsweise  mit  xy„.tv,  k^ 
identificirt  und  versteht  alsdann  unter  ^>{w)  die  Grösse 


/     N         2        /'Bi 


CO 

Bin  h^  cos  tod*  d^ 


0 

so  entspringt  die  Relation 

^   1.   L  >»— t 

^yni^Tt)^    I  e-"*  9)(Ä»)  ^— ^  dk, 

0 

in  welcher  der  Umfang  der  Integrationen  durch  die  Bedingimg 

0  <  xy  z  ,  .  .u  <ib    ' 
regulirt  wird. 

Mittelst  der  Methode,  durch  deren  Hülfe  wir  im  vorigen 
Paragraphen  den  Werth  des  {n — 1)  fachen  Integrales  S  fan- 
den, werden  wir  auch  das  allgemeinere  (n—l)  fache  Integral 

J=jJ-f{^^+^+y+-+^-^^^^  '•••^''      ^  dxdy...dt, 

in  welchem  h  und  k  beliebige  Constanten  bedeuten  und  die 
Function  f  selbstverständlich  als  eine  solche  vorausgesetzt 
wird,  dass  dem  Integrale  eine  Bedeutung  zugeschrieben  wer- 
den muss,  auf  ein  einfaches  Integral  zu  reduciren  vermögen. 
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In  der  That^  differentiiren  wir  J  einerseits  nach  h^  ander- 
seits nach  Xt;  so  gewinnen  wir  die  Gleichungen 

•   «>  18  n 1 

0  0- 
und 


Indem  wir  nun  aber  in  dem  letzten  Integrale  die  Yeränder- 
liehe  X  durch  eine  neue  x'  mittelst  der  Gleichung  x=  -r 


ersetzen ;  erhalten  wir  leicht  die  Beziehung 

dl       "  "      ' 

dk 


00    QO  12 

0    0 


''~2_j       n^_^ 


...  i"       o:'  "        dy  dz  ...  dldx^ 

in   welcher   offenbar   das  Integral  wegen  der  völlig   gleich- 
gültigen   Benennung    der    Integrationsbuchstaben    mit    dem 

Integrale  für  ^    übereinstimmt.      Mithin    gilt    die    partielle 

DifiPerentialgleichung 

dJ_„dJ 

deren  vollständiges  Integral  einer  bekannten  Theorie  zufolge 

durch 

/ss=  g)(Ä-f-nA:) 

dargestellt  wird,  wo  tp  eine  willkürliche  Function  von  h  und  k 
ausdrückt. 

Nun  ist  aber  für  A:  =  0 

CO       00  J_«l      J.  I«— 1 

J=tp{h)^  f  f../Qi+x-\-y-\-,..'\'t)x  "      y "      ...i"       dxdy.  ,di, 

0    0 

d.  g*  mitßeachtui^  der  in  §.  180  unter  5.  bewiesenen  Formel 

H-l  , 

—  -  00  H—l 

Vif") _^^/,-A    (V(A  +  »)»~     d», 


(2«)'  /* 


n — 1  OD  . 
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und  daher  ist  allgemein 

n 

Dieser  Satz  ^f&hrt  zu  einer  neuen  Folgerung;  er  bietet 
nämlich  das  Mittel  zur  Reduetion  des  n  fachen  Integrales 

00     00  0       19 


F=  /  /  ...  /*(a;  +  y+  '>'+i+u)g)(xy  ...tu)  x"  y 


n^n 


U    0 

«—2    II— 1 


...i     u     dxdy  ...du 
auf  ein  Doppelintegral  von  der  Form 


'=7W/"" 


1 

00     00  n — 1 


r  =  -^4?^^-^  /'  Cf{ni&+ri)ip  (%^)^-^n  *      ^dd^dn. 


In  der  That^  ersetzen  wir  in  dem  it  fachen  Integrale  V  die 
Yariabele  x  durch  eine  neue  k^  welche  mit  jener  durch  die 
Gleichung 


X  = 


yz...  tu 

verbunden  ist^  so  erhält  man  zuvörderst  die  Relation 


00       00 


-j -)v{k'*)y''      z"      ...tt  »        k      dxdy ..  .dudk . 

In  dieser  aber  kann  der  Werth  des  (n— l)fachen,  auf  die 
Veränderlichen  y,  z,  .  .  .  u  bezüglichen  Integrales  Q  un- 
mittelbar aus  dem  Integrale  /  abgelesen  werden  ^  sofern  man 
daselbst  h  =  Q  schreibt  und  die  Yariabeln  x,  y,  .  . .  t  durch 
y,  z,  .  .  .  t,  u  ersetzt.  Durch  Ausführung  der  genannten 
Operation  ergiebt  sich  daher  die  Gleichung 

00 

F  =  «  /ä"»-i  q>  (A:*)  Q  .  dk 

—  00  00  n-1 

1    [2  )o         0 
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Alis  derselben  hat  Schlömilch  nach  Liouyille^s  Andeutungen 
noch  einige  interessanten  Folgerungen  gezogen;  die  auch  wir 
nicht  unberücksichtigt  lassen  wollen. 

1.  Setzt  man  nämlich  zunächst  voraus ,  dass  die  Function 
fiw)  nur  so  lange  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  be- 
sitzt; so  lange  die  Veränderliche  w  innerhalb  des  Intervalles 
(0;  Ä),  wo  Ä  natürlich  eine  positive  Constante  bedeutet;  sich 
bewegt:  so  verschwinden  in  dem  w fachen  Integrale  V  offen- 
bar alle  Elemente;  für  welche  die  positiven  Yariabeln  x,y,  .,,u 
die  Bedingung 

nicht  mehr  erfüllen,  und  in  dem  Doppelintegrale  V  ist  die 
Function  find"  +  ^)  ^'^  ^^  lange  mit  Null  nicht  identisch;  so 
lange  die  Bedingung  .  ' 

A  >  w^  +  12  >  0 

gilt.    Die  Grenzen  des  Doppelintegrales  heissen  sonach  jetzt 

9j  =:  0  und  1^  =  Ä  —  n%',  -ö*  =»  0  und  -ö*  «='  — .  Mithin  ent- 
springt die  Formel 

1  /  .../'(a:-f-y+...+^+")9(^*--^*^)^'' y" '-^  "  dxdy  ..,  du 
V  n  (2n)        r       /V/^  '^  +  ri)<P  (^")  ^*"^  V^       d^dri, 


Vn  (2«)  ^      /•         />,    ^ 


2.  Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Function  ^(tv)  ver- 
schwindet, wenn  w  ausserhalb  des  Intervalles  (0;  a")  sich 
bewegt.  In  diesem  Falle  sind  demnach  in  dem  n  fachen  Inte- 
grale V  nur  diejenigen  Elemente  mit  Niül  nicht  identisch, 
in    welchen    die    positiven   Veränderlichen   x,  y,  z  ,  ,  ,    der 

Bedingung 

2.     «"  >  xyz  .  .  .  w  >  0 

genügen;  und  in  dem  Doppelintegrale  V*  ist  <p  {%^)  von  Null 
verschieden;  so  lange 

a"  >  -^ ,  d.  h.  -^  <  a 

ist.     Daher  der  Satz: 
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Wenn  in  dem  n  fachen  Integrale 

I  f  ...fix -{-y-j-  ,..-{- u)q>{xy  ...u)  a;"  y"  i..ti  "  dydx...du 

die  positiven  Yariabeln  x,  y,  .  ,  .  u  ^e  Bedingung 

tt^  >  xy  .  .  .  u  >  0 
erfüllen  y  so  ist  dasselbe  mit  dem  Doppelintegrale 

II— 1  - 


TWy^*^* 


gleichgeltend. 

3.  Machen  wir  endlich  drittens  die  Annahme,  dass  die 
beiden  Bedingungen  ä  >  w  >  0  und  a"  >  t;  >  0,  wo  w 
und  t;  dieselben  Variabein,  aber  in  anderer  Verbindung  ent- 
halten, einander  nicht  widersprechen,  so  können  wir  die 
vorhergehenden  Einzelfalle  des  Verschwindens  von  f{w)  und 
fp{v)  gleichzeitig  bestehen  lassen.  In  dem  n fachen  Integrale 
sind  alsdann  die  Integrationen  über  alle  positiven,  den  Un- 
gleichheiten 

Ä>a;-|-y-|-..,  +  ti>0  und  a*  >  a:y  . . .  «  >  0 

unterworfenen  Werthe  von  o:,  y.  r,  .  .  .  ti  auszudehnen,  und 
das  Doppelintegral  muss  alle  Werthe  umfassen,  für  welche 
gleichzeitig  die  Bedingungen 

Ä  >  n-O*  +  iy  >  0  und  a«  >  d»  >  0 

befriedigt  werden.  Mithin  haben  sich  hier  die  Variabein  %" 
und  ri  innerhalb  der  Grenzen  -Ö-  =  0,  -ö-  =  «  und  i^  =  0, 
ri  sss  h  —  nd'  zu  bewegen,  wobei  aber  zu  beachten  ist,  dass 
h — nd"  für  den  grossten  Werth  von  -ö*,  also  für  d»=a  noch 
positiv  sein  muss,   was  nur  geschehen  kann,   sofern  a  nicht 

grosser  als  —   ist.    Sind   nun   sämmtliche   Voraussetzungen 

erfallt,  so  besteht  die  Gleichung 

/   /  .../"(^  +  y  +  •••  +  u)q>{xy...  u)x''y'*..,u  "  dxdy  ...du 

-. Q  tt  h — n  9  n — 1 


-TW)/"*/''"*^ 
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In  dem  speciellen  Falle  zweier  Veränderlichen  hat  Schlö- 
milch  diese  Formel  mit  Zuhülfenahme  geometrischer  Vor- 
stellungen unmittelbar  YerifiQJrt;  wie  man  des  Nahem  in  dem 
oben  erwähnten  Aufsatze  desselben  nachsehen  möge. 

§.  183. 

Sehlömllch's  Terallgemeinerangr  des  LiouTiUe'seheu  Theoreme»  I. 

§.  179.*) 

Die  früher  entwickelte  Liouville'sche  Relation 


// 


. . .  x'^-^  y»-i  zP-^ . . .  /'(x  +  f/-^  Z'\-...)dxdydz.,. 


1 


-^!5w^- ^'*^ -'««"" 


¥'■ 


hat  Schlomilch  als  besondern  Fall  eines  von  ihm  entdeckten 
Theoremes  dargestellt;  das  in  nachfolgender  Weise  ausge- 
sprochen werden  kann. 

Sind  wie  in  Liouyille's  Gleichung  x,  y^  z  . .  ,  positive, 
die  Bedingung 

1  >^  +  y  +  ^  +  ...>0 

befriedigende  Veränderlichen,  bezeichnet  femer  f{fi)  eine  be- 
liebige Function  von  q^  und  bedeuten  endlich  m,  n,  p  .  .  . 
positive  und  a,  /3,  y  ...  willkürliche  Constanten,  die  wir 
aber  so  wählen  wollen,  dass  in  dem  vorkommenden  Integrale 
imaginäre  Formen  im  Allgemeinen  nicht  erscheinen;  so  be- 
steht die  Gleichung 

"hyH"  *+•••)  ^^  ^y  ^^  ••• 


J  J  J  (l  +  ««  +  <Jy+; 


yt+...) 


•»•+'••  l'lH-'«- 


1 


ixi»i-f«-}-p-f-...)j  (i+«pr(i-MJ(?r(i+yrt''... 

0 

Beim  Beweise  derselben  folgen  wir  dem  einfachen  Gedanken- 
gange, welchen  Schlomilch  am  angeführten  Orte  innegehalten 


*)  Ueber  die  Entwicklung  vielfacher  Integrale.  Zeitschrft  f.  Math, 
u.  Phys.  Jahrg.  I,  S.  76  fi.  —  Die  in  §.  1S4— 185  vorgetrageneu  Materien 
sind  ebenfalls  ans  dieser  Abhandlung  entlehnt. 
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hat.  Sein  Wesen  charakterisirt  sich  kurz  in  nachstehender 
Weise. 

Das  Integral  links  ^  also 

0  ü  u 

betrachtet  Schlomilch  als  speciellen  Fall  des  andern 

0  0  0 

welches  in  jenes  für  9  =  1  übergeht.    Von  dieser  Function 

F{r)  bildet  Schlomilch  alsdann  die  Abgeleitete  — r^-,  wodurch 

er  ein  Integral  erzielt  ^  das  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
lichen leicht  in  eine  Form  sich  umsetzen  lässt^  die  ohne 
Mühe  auf  Gammafunctionen  t^ucirbar  ist.  Die  nun  folgende 
Integration  der  für  F'iß)  gewonnenen  Beziehung  nach  q 
zwischen  den  Grenzen  q  ^==0  und  q  ^=\  endlich  führt  zu 
dem  Werthe  von  F{V)y  d.  h.  von  5,  weil  F{0)  augenschein- 
lich mit  Null  äquivalent  ist. 

Um  diesen  Gedankengang  durch  Rechnung  näher  zu  er- 
läutern, wählen  wir  mit  Schlomilch  speciell  das  vierfache 
Integral 

- « .."-1  z'-^«-»  A«  +  y  +  z  +  ») 


0  Q—x     ^  jp    y  Q  -x—y — z 


0  ö  0  0 

und  setzen  der  bessern  Uebersicht  wegen  zunächst  die  folgen- 
den Gleichungen  fest: 

J         {i  +  ax+ßy  +  yz+dur'^'^  %\ff      ^      V         )y 

0  u 

JdXip{Q''X)  =  F{Q). 

Nun  ist  dem  in  §.  9  bevnesenen  Theoreme  zufolge 

MxTXB,  bestimmte  Integrale.  39 
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dF(Q) 
do 

=  9(0)  + 

fax 

do 

■a:) 

'^'=<p{0)+jdx'-^f^^f^-^^äx, 


"'%""■  =  ^-(0)  +fd?-  *^-^-^=i^  -ß?-^^ 


^^(Q^x—y) 


u 


MiÜiin  wird 


nQ)--f{9)fdxrdyr 


_,>k«~l^«»-l„'«-l.p-l 


rfz(^— a; — y—zf     X        y 


[l+ccx+ßy+yz+SiQ-'X  -y-:)l««+''+'^  * 
0  0  o' 

Indem  wir  aber  hierin  allmählich 

z  =  [q — X — y)  z\  y  =  (9 — x)  y'  und  x  =  ffx'  ^ 
d.  h. 

o;  ==:  ^Xy  y  =  Q (1 — x)  y   und  ;?«=(>  (1 — x)  (1 — y)  z 
setzen  ^erhalten  wir  die  Relation  F(jif)  =  (>»«+*+H^-i  /];p)  Q^  wo 


1 


^^,  .    r_   dxdy'dz   x''^\\^x)'^^''-\\-y'r^-'y"'-U\-zy-^  z^^^ 

0 

Beachtet  man  nun  die  in  §.  60  bewiesene  Formel 

ra^-\i-x)^-'^^^       1  rip)JM 

J         {l  +  pLX)'^  ^H^+l^f     ^(P  +  9) 

0 

oder  vielmehr  die  aus  derselben  für  A=ft+c  und  (i=a — b 
fliessende 
1 

/^-l(l-,a,)g-lrfar     ^ J I^PJAv)  . 
(fla:  +  6(l-a?)+c)'^*       (*+^)*  («  + '^J'     Ap+7)   ' 
0 

so  ergeben  sich  ftlr  das  dreifache  Integral  Q  nach  und  nach 
die  Beziehungen 
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^^  1  rin+p+q)r( 


n+p+q)J  J    [i+Pw'+y^a-y)x'+a^(i-"yXi-z')]"+'^ 


1 

r(m)nn)lXp+q) 


)   r      z^\\^z')^^dz 


0 

^ 1 i 1 i__  r(m)r{n)r{p)r{q) 

(i+tf^r  (i+P^)"  (^+YQf  a+*9)*  A'«+«+p+«) 

Und  daher  wird  vermöge  der  Relation 
1       *  1 


0 

schliesslich 


//// 


dx  dy  dz  du  a?**-^  y""^  z^-^  u^^^  fjx  +  y+z  +  u) 

{l  +  ax  +  ßy  +  yz+  du)'^"-^'^ 
1 


V)J\ 


_r,m)I\n)I\p)nq)   /  (?'*+''-^''+^Mp)  ^P 


Das  Theorem  I.  lässt  sich  in  der  Art  noch  etwas  verall- 
gemeinern ^  dass  jnan  statt  der  (konstanten  iv,  ßy  y  ...  be- 
ziehungsweise -jzy  ^,  ^  ...  schreibt,  dann,  wie  wir  bei  der 
Dirichlet'schen  Formel  verfuhren ,  die  Veränderlichen  x,y,z.,. 

bezüglich  durch  (~j   >\b)  ^\c)   '  '  '  ®™®^*  ^^^  schliess- 
lich die  Constanten  -  ,  --,  —  ...  statt  der  Unveränderlichen 

»»I    »1    Pi 

*)  Integrirt  man  l'^{Q)dQ  zwischen  den  Grenzen  0  und  A,  wo  A  eine 

positive  Constante  bedeutet,  so  kommt  wegen  I'XO)  «>  0 
k  A 

dF{Q) 


/ 


^  rf,  =  F,h)  =  / j-+     '^-'  f{9)Qdi,. 


0 

Alsdann  sind  in  dem  vorgelegten  vielfachen  Integrale  die  Integrationen 
nach  den  (positiven)  Veränderlichen  x,  y,  z  ...  über  alle  der  Bedingung 
Ä>a:  +  y  +  s  +  ...>'0  uuterworfenen  Wertbe  zu  erstrecken.  Darans 
kann  man  nun  leicht  wieder  früher  gefundene  Formeln  ableiten,  wenn 
man  A  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  lässt,  was  freilich  verlangt, 
dass  /{w)  eine  solche  Function  bedeutet,  die  eine  Integration  auch  für 
unendliche  obere  Grenzen  gestattet.  Vergl.  §.  169. 

39* 
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m,  n,  p  ...  substitnirt.    Offenbar  werden  in  diesem  Falle  die 
Grenzen  der  Integrationen  durch  die  Bedingung 


1  > 


{^r+{iT+(jT+ ■■■>-« 


regulirt. 

Diese  letztere  YerallgememeruDg  gestattet;  wie  uumittel- 
bar  erhellt,  auch  die  folgende  Relation 


/// 


_    r(m)rin)I\p)...      r       ^««-t-H-H-..~i/-(p)^p         i     m  n       .       p  \ 

Sie  ergiebt  sich  aus  dem  Theoreme  I.  sofort ,  wenn  man  die 

Integrale ;  nachdem  wie  vorhin  -^,  -^,  ^-   •  •  •  statt  cc,  ß^  y  . .  . 

der  Reihe  nach  gesetzt  wurde ,  der  Differentiation  nach  dem 
Parameter  AT  unterwirft,  wobei  man  zweckmässig  die  bekannte 
Formel  Pd\g  P=  dP  benutzt,  und  wenn  schliesslich  bei  der 
nachfolgenden  Beduction  die  Beziehung  a  r{a)  =  I\a  +  1) 
berücksichtigt  wird. 


§.  184. 
Fernere  Anwendangr  der  Yorhin  gebrauchten  Reductlonsmethode. 

Mittelst  des  oben  erwähnten  Verfahrens  lässt  sich  auch 
das  vielfache  Integral 

in  welchem  ebenfalls  die  einzelnen  Integrationen  alle  posi- 
tiven Veränderlichen  x,t/yZ,.,,  umfassen  sollen,  die  der 
Ungleichheit  x  -{-  y  -{-  z  -{-.,,  <il  genfigen,  ohne  Schwierig- 
keit auf  ein  einfaches  Integral  reduciren.  Und  zwar  erhellt 
auch  hier  wieder  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  ohne 
Weiteres  aus  der  für  eine  beschränkte  Anzahl  von  Veränder- 
lichen angestellten  Rechnung.  Wählen  wir  z.  B.  mit  ScUo- 
milch  den  Fall  dreier  Variabein,  so  lässt  sich  das  entsprechende 
Integral  als  die  für  (>  »=  1  entstehende  Form  des  Integrales 
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0  0  0 

betrachten.     Aus  dieser  Gleichung   aber  flieset  sogleich  die 
andere 


Q—X 


0  0 

und  diese  verwandelt  sich,  wenn  man  y  =  {q  —  x)y  und 
hierauf  x  =  q  x  setzt,  nach  einer  laichten  Rechnung  in 

wo  um  der  Kürze  willen  <y=aa:'4-/'  (1 — V)  ^'+y  (1 — ^')  (1 — y') 
geschrieben  wurde.  Integrirt  man  nun  diese  Gleichung  nach  q 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  folgt 

0  0    Ü 

Die  Reduction  dieses  dreifachen  Integrales  auf  ein  ein- 
faches aber  wird  sich  mittelst  der  Formeln 

1 
a^-^  (l'-xf'^dx r(p)  TXq) 


J  [« 


0 

und 


1 


/ 


aP-h^'-xf-^dx       ^ 1_  r(p)  r(q)  d^  V 1 


^ 1 \_\  I    I     7  1  r{p)r{q) 


rcA 


ohne  Mühe  bewerkstelligen  lassen,  wenn  man  mit  der  Inte- 
gration nach  Q  beginnt,  das  auf  q  bezügliche  Integral  durch 

Einführung  der  neuen  Veränderlichen  r  =  j^~-  in 

i 

ö 


/(i+«) 
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umformt  und  nun  schliesslich  \?ieder  die  auf  r  bezügliche 
Integration  zuletzt  vollzieht  und  mit  der  nach  x  den  Anfang 
macht.  Auf  diese  Weise  nämlich  erhält  man^  wenn  für  den 
Augenblick  der  Kürze  halber  das  Doppelintegral 


// 


0      o' 

wo  ^  =  w  —  1,  ^'  ess  n  -j-  p  —  1^  i;  =  n  —  1,  v'  =  jö  —  1  ist, 
durch  das  Symbol  Q  {fi,  [i,  v,  v)  angedeutet  wird,  für  S  all- 
mählich die  Beziehungen: 

J^        '  ^^     (+|5C>(f*,ft+i,*'+i,«')+yÖ(^,f*+i,i',*'+i  J 

0 

1 

^ r(m) r^n) np)  r    (i~tr+^^+^V(T)    r  *»    i    ^    i    p   i^^ 

=  T\\+m+n+p)  J    (1+arr  (l-f|5r)«  (l+yr)''  [  ^+«^         ^+^*         *+y^  J 

0 

1 
-r  f{i^,^^n+p)  J     (l+ar)-  (l+pr)"  (l+yT)''  [  ^+«*  ^+P^  ^"H'»  J 

0 

_  rwr(«)r(p)    /'    (i-t)-+*^^V(t)      f  _  i+«  .  -  i+£  ,  _  i+y  "I  . 

—  -r{l+m+n+p)  J  (!+„)-  (1+^^)«  (i+y,)P  L ^  l+«t  ^"  l+ßx  -T-P  1+y.  J  "'■ 


0 


Aus  dem  Gange  dieser  Rechnung  aber  schliesst  man  —  wie 
schon  erwähnt  —  sofort  weiter,  dass  überhaupt  die  Relation 

//•••^(iV:;r+(/;+;r+::.]^-'y"-'^''-'---^^y^^-- 

,^    r(m)r(n)r(p) 


1 

/- 


r(l+«+n+p+...)X 
(t— i)»'+»+H--    -t/-(t)     r     i-J-a   .      t+ß    .      1+y 


(l+atr(l+^t)-(l+yt)P 


b[»,!S.+"|^,+P,^+...>.. 


0 


i>^  +  y  +  ^  +  --->o. 


statt  finden  wird,   aus  der  man  leicht  wieder    allgemeinere 
Formen  ableiten  könnte.*) 


*)  Man  ersetze  beispielsweise  die  Variabeln  «,  y, .  . .  durch  -»-,—-»—> 


h'h 
wo  h  eine  positive  Coustaute  bedeutet,    und  ausserdem  f(t)  =»  F(Jiq)^ 

darauf  Q  "=  -r  und  schliesslich  F  [h)  =  fp{X'\-  %\  wo  X  constant. 
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JBiue  ganz  hübsche  Anwendung  dieser  allgemeinen 
Gleichung  liefert  die  bei  der  Oberflächenbestimmung  des 
dreiachsigen  EUipsoides  auftretende  Formel 

:..,/^'-(7)' 


äy 


©■-(«■ 


1 

^^naß    r  dt (    1  —  ^*     .       l—t«    > 

—     4    J  ^(f-:a«r«)(l^««  r*>  I  1  -  ^«  t'  ■+"  1  -*•  r«  r 
0 

Sie  lässt  sich  leicht  aus  der  obigen  abstrahiren^  wenn  man 
die  Anzahl  der  Veränderlichen  auf  zwei  reducirt^  m  =  n  =  ^ 

und  /"^A~^T^)  =  /-^'^''^''^  setzt  und  schliesslich  statt 
Xy  t/y  tj  a,  ß  beziehungsweise  die  Grossen 


(:-)-.  a)"-' -"' - 


«^ 


wählt. 


§.  185. 
Redaction  des  »fachen  Integrales« 

//.  ,,dxdy  ...{1  — a?«— y*—  ...)'"  F(ax+ßy+  . . .); 

Die  aus  der  früher  bewieseneu  Relation'*') 

I  /'{acosx-^ös\nx)äx  =2  //(sin  q)  /ä^'-\'b^)dq) 
unmittelbar  entspringende  Formel 


*)  Siehe  S.  64  -  65. 
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hat  Schlomilch  zar  Reduction  des  Doppelintegrales 

auf  ein  einfaches   benutzt  und  mittelst  der  dadurch  erzielten 
Formel  das  nfache  Integral 

J , . .  F{cix-\'ßy-\-YZ-\-..){\  —  o:^ — y'^ — z^  —  ,,.)''dxdydz... 

*)  Von  dieser  Formel  Schlömilch'e  hat  derselbe  die  nachstehcncle 
Kntwickhmg  gegeben.    Sei 

J  f[k  sin  («+«•)]  d&^a 

0 

Zerlegt  man  dies  Integral  in  drei  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und 

-gz «,  ^  —  «  und  — of,  -^  —  a  und  2  n  und  setzt  sin  (a+  ^)  =  r; 

80  erkennt  man  leicht,  dass  wegen 

IC  K  ^C 

a+'6'«aroBinz,0<a+'6'<— ;  «4-^  =  «  —  aresin z,-5-<a+ '6' <-^; 

a-(-^  =  2«  +  arcBinz,  -^<a  +  d<-^ 

u.  8.  w.  in  dem  ersten  Theilintegrale 

dz 


^-9^=  + 


im  zweiten 

und  im  dritten  endlich 

d' 

Kl— »• 
gewählt  werden  muss.    Daraus  aber  folgt 

-l-t  —1  •in«  +1 

■ina  ^1  —1  —1 

Schreibt  man  nun  hierin  z  =  cos  q>  und  tang  a  b=  ~,  jb  ss=  Ya*  -f.  &« ,    so 
entspringt  ohne  Weiteres  die  obige  Gleichung. 


—    617     - 

auf  ein  oiiifaches  zurückgeführt.  Die  vorkomiuendeu  lute- 
grationen  sind  dabei  auf  alle  positiven  und  negativen^  der 
Bedingung 

unterworfenen  x,  y^  z,  ...  auszudehnen ;  a,  ß^  y,  .  .  .  und  m 
ferner  sind  Coustanten.  Indem  wir  diese  Reductiou  jetzt 
wiederzugeben  versuchen^  behandeln  wir  den  gemachten  An- 
deutungen gemäss  zunächst  das  Doppelintegral  S.  Substituiren 
wir  in  demselben  statt  der  Variabeln  x,  y  die  Polarcoordi- 
naten  r^  %^  mittelst  der  Gleichmigen  a;«»rcosO-  und  ^s^rsind^ 
in  denen  wir  r  absolut  wählen  und  %  alle  Werthe  von  0  bis 
2%  beilegen;  so  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  der  in 
§.  139  angestellten  Betrachtungen,  dass  S  hierdurch  die  Form 

h  %n 

f  r  drjd»  F(a + &r  cos  -^  +  er  sin  %)  {h? — r^)"» 

annimmt.  Daraus  aber  folgt  mit  Beachtung  der  Formel  1. 
sofort  die  andere  Beziehung 

h  n 

S:^2  frdrj  F{a+  )/^+d^ cos q>)  {h^ - r^)«- dq> 

0  0 

Nun  entspringt  dieses  letztere  Integral  unmittelbar  aus  dem 
nachfolgenden 

2  jdxj F{a+  yb'^+c'x)  (h'^—x^—y'^)^  dy, 

—  h        0 

sofern  man  nämlich  x=r  cos  q>  und  y=r  sin  9>  setzt;  es  ist 
daher  unser  S  mit  dem  eben  genannten  Integrale  gleichbe- 
deutend. Dieses  aber  bietet  den  Vortheil,  dass  die  Integration 
nach  y  sich  ausführen  lässt.  Denn  substituirt  man  statt  y 
die  neue  Veränderliche  t  mittelst  der  Gleichung 

so  verwandelt  sich 

yh'^x*  1 

Cih^—x^—y^)^  dy'mi^  {h^  -  a;^)*^i /(l  -/)W-i-i/i-*  dt 

— 1  (^'-»'g')""*"^  r(in+i)  rij) 

— t   -         r{m+i) 
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Und  daher  wird  S,  d.  h. 

Cdx  rF{a  +  bx  +  Cf/){h'^-x^—y^)'^  dy 

—  h 

sein  müssen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zur   Reduction  des  n  fachen 
Integrales 

f.,,dxdi/dz,.,dwF(ax-\-ßf/-\-,.,-{'kU'{'fiv-{'Vfv)(l — x^ — y^ — ... —  w')"*, 
in  welchem  wir  also  die  n  Variabelu  o;^  y^  . . .  ^  als  alge- 
braische^ der  Ungleichheit  o:^  4"  y^  +  •  •  •  ^^  <  1  genügende 
Grössen  auffassen.  Wie  auf  den  ersten  Blick  einleuchtet, 
lässt  sich  das  vorgelegte  Integral  vermöge  der  Formel  2.  ohne 
Mühe  auf  ein  Integral  der  (n  —  !)*'<'«  Ordnung  zurückfähren. 
Denn  beginnen  wir  mit  der  auf  tv  bezüglichen  Integration  und 
lassen  die  nach  v  folgen,  so  können  wir  offenbar  in  Gleichung 
2.  von  folgenden  Substitutionen  Gebrauch  machen 

Ä=/l — o;^  — y^ — ... — tt^,rt=aa;+/'y+'*«  +  ^«>*=f*;<?=v 
und  erhalten  daher 

I  dv  I  dwF(ccX'^ßy-^,..-\-ku-{-^v-{-vw)(l-'X'^—...'-u'^—v—w^)'* 


yT^ 


x'—..,—  \ 


Durch  Einführung  dieses  letztern  Integrales  in  das  vorgelegte 
geht  dasselbe  also  wirklich  in  ein  (n — l)facheH  über,  dessen 
weitere  Behandlung  nun  abermals  die  Anwendung  der  Re- 
lation  2.   gestattet,   indem   man    augenscheinlich   jetzt    nur 

w  +  i,  A,/i[i?+^,aa:+/Jy  +  ...  +  *r,  /l  — a:«— y^  — ... -t;» 
beziehlich  mit  den  dortigen  Grössen  m,  by  c,  a,  h  zu  identifi- 
ciren  braucht.  Die  Benutzung  der  Gleichung  2.  aber  kann 
ersichtlich  {n — l)mal  geschehen,  wobei  zuletzt  die  in  ihr  vor- 
kommende   Constante    a  der  Null,   die  Grösse  m   der  Zahl 
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tn  +  ^^^  und  yi)'^  +  c^  dem  Radical 


ya^j^ß'^+y'^+  . . .  +A2  +  ^2  +  i;2  =  x 

gleichzusetzen   ist.     Offenbai'   erhält    man   auf  diese   Weise 
schliesslich  die  Beziehung 

I.  ff,..dxdf/...dwF{ax-\-ß!/-{-.,.-\-vw){l—x'^  —  y'^  —  .,.  —  w^)** 


w — 1         J% 

=  --/^Ix^  '   /f{kx){1^x^)  '    'dx, 

Dieselbe  lässt  sich  noch  in  einer  etwas  allgemeinern  Gestalt 
darstellen,  wenn  man  auch  hier  die  Veränderlichen  x^yyZ^... 

durch  -,  |,  * ,  .  .  .  und   die  Constanten    a,  /J,  y,  .  .  .    durch 

auy  bßy  cy,  .  .  .  ersetzt.     Dadurch  nämlich  gewinnt  mau  die 
Gleichung 


r.  ff...dxdy...Fiax+ßy+...)^l-(^y~  {^J'"] 


m 


n—1 
2 


«  ^  r(m+t)abe 


( 


ri  m  +  -i. 


wo  nunmehr  die  Integrationen  links  auf  alle  algebraischen, 
der  Bedingung 


>ay+(0'+ 


...  >  0 


unterworfenen  x,  t/,  z,  ,..  auszudehnen  sind  und  rechts 

gesetzt  ist. 

Einzelne  schon  früher  bekannten  Resultate  lassen  sich 
als  specielle  Fälle  dieses  Schlömilch'schen  Theoremes  betrach- 
ten. So  erhält  man  z.  B.  aus  I.  fflr  den  Fall  dreier  Ver- 
änderlichen durch  Einführung  sogenannter  Kugelcoordinaten, 
nämlich 

X  ==^  Q  cos  ^,  y  =  9  sin  0"  cos  q>,  z  s=s  q  gin  d"  sin  9), 
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wo  Q  positiv,  d-  von  0  bis  n  und  q)  von  0  bis  2ä  zu  wählen 
ist;  wegen  dx  dy  dz  =  q^  sin  ^  d^f  dd^  d<p 

An  tn 
j  (1  — (>')'"F(a(>cos^4"/*psin^co8y 

-\-yQBm^^mtp)Q'^Bmipd^dq>dQ 


"      /*(!  —  a:^)«'4-i  /^(xa:)^^. 


m 

—  1 


Und   setzt  man  hierin  noch  »i  =  0  und  bezeichnet  das   In- 
tegral 


1 

r 
"0 

durch  /(ft),  so  gewinnt  man  die  Relation 


S=fjf{aco8d' -f-  /)  sin 0-  cos  9  -|-  }/ sin 0- sin  9)  sin ^  d&  dq) 

0    0 

=  ;r  /  (1  —  x'^)  F  {kx)  dx, 

.  Schreibt  man  aber  in  der  Gleichung  f  Q^  F  (ji  q)  dQ  =b  f  (ft) 

links  Qii  s=  (  und  unterwirft  das  hierdurch  entstehende  In- 
tegral 

0 

der  Derivatiou  nach  ft^  so  erkennt  man  ohne  Weiteres^  dass 

/^  (ft)  =  3  /  (^)  +  ^ /' C,i) 
ist  und  daher 

5=3r  {  3  f\l  —  x^)f(xx)dx+Hj'\l^x^)xf'{xx)dx} 

sein  muss.    Nun  ist 
xfll^x^)xr{xx)dx=[f(xx){x—x^f—f/'{ocx)  {l—Sx^)dx 


—1  — r—i 

=  -  fy{xx)(l  —  3x^)dx, 

imd  folglich  wird,  wie  Poisson  zuerst  bewies, 
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Ä  2ä 

f  I  f  {cc  COS  -ö"  +  /J  sin  -Ö-  COS  9  -|-  y  sin  d'  sin  9)  sin  d-  dd'  dq> 

0  0 

=  2%  ff  [%x)  dx  =  ^TCjf  (n  cos  d)  sin  #  (fd 
—  1  .  u 

Noch  andere  aus  Scblomilcli's  Theoreme  zu  ziehende  Folge- 
rungen möge  man  in  seiner  §.  183  erwähnten  Abhandlung 
nachsehen. 


§.  186. 
Catalan's    BedacttonBmctliode.*) 

In  §.  157,  III.  erwähnten  wir,  dass  die  bei  dem  Doppel- 
integrale 


-(^^)'-(?)' 


augewendete  Reductionsmethode  unmittelbar  die  Erweiterung 
auf  ähnlich  gebaute  vielfache  Integrale  zulasse.  Die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung  wollen  wir  jetzt  nachzuweisen  ver- 
suchen; betrachten  aber  statt  des  nfachen  Integrales 


i' 


in  welchem  a^  b,  c^  . . .  positive  Constanten  kleiner  als  1  be- 
deuten und  in  dem  die  Integrationen  über  alle  positiven 
Werthe  von  o*,  y,  . . .  zu  erstrecken  sind,  welche  der  Ungleich- 
heit or'  +  y^  +  2:'  +  •  •  •  <  1  genügen,  das  allgemeinere 

V^fdx  dy  dz  .  .  .F^  {x,  t/,  z,  . .  .)  f  [tp  {x,  y,  z, .  .  .)]. 

In  demselben  setzen  wir  sämmtliche  JB\iuctionen  als  stetige 
voraus  und  lassen  x,  y,  z, .  ,  .  der  Einfachheit  wegen  mit 
allen  positiven  Werthen  zusanmienfallen,  für  welche 

ist.    Femer   machen   wir   die  Aonahme,   dass  die  Function 


*)  E.  Gatalan.  Memoire  stur  la  r^daction  d^one  dasse  d^int^grales 
multiples.    Liouvüle.  Journal,  t.  4,  p.  323 — 344. 


-    622    - 

q)  {Xy  yy  Zy  .  .  .)  diG  bestimmten  Werthe  a  und  ß  erwirbt^ 
wenn  beziehungsweise 

X  =  y  =  z  =  .  ,  .  =0  und  ^  (rc,  y,  ;?,...)  =  Q 

gewählt  wird.     Nun  sei 

Jdx  dydz...F^  {x,  y,  z,)  =  F  (v), 

wenn  die  Veränderlichen  Xj  y,  z,  .  .  ,  alle  positiven  Werthe 
annehmen^  welche  der  Bedingung 

2.     ff  (x,  y,z,,..)<v 

unterworfen  sind.  Steht  alsdann  für  alle  zwischen  a  und  ß 
befindlichen  Werthe  voa  v  diese  Beziehung  mit  der  unter 
1 .  dargestellten  nicht  im  Widerspruch  und  entspringen,  wenn 
in  der  Gleichung 

dem  V  alle  in  unendlich  kleinen  Intervallen  fortschreitenden 
Werthe  von  a  bis  ß  beigelegt  werden^  aus  den  hierdurch  er- 
haltenen Gleichungen  für  die  positiven  Veränderlichen  x,y,Zy., 
genau  dieselben  Werthsysteme,  welche  aus  der  Bedingung  1. 
resultiren:*)  so  ist 


I.  v=  rf[v)^-^Uv, 


dv 


In  der  That,  seien  v  und  v+z/i;  zwei  verschiedene  Werthe 
von  Vy  so  werden .  die  ihnen  entsprechenden  Werthe  der 
Function  F  {v)  augenscheinlich  durch  F  {y)  und  F{v-\-Jv) 
^=  F  (v)  -{-  ^  F  (v)  darzustellen  sein.  Nun  ist  F  {v),  wenn 
die  x,y,z,...  in  unendlich  kleinen  Intervallen  von  Null  bis 
zu  den  aus  Gleichung  3.  entspringenden  Werthen  von 
Xy  y,  z,  ,  .  ,  fortschreiten,  die  Summe  aller  Werthe  von 
F^  (Xy  y,  Zy  .  ,  .)  dx  dy  dz  .  .  .  .  Die  Function  F  {v)  -{-  J  F  {v) 
dagegen  repräsentirt  den  Inbegriff  aller  Werthe  von 

^1  (x,  yy  z,  ,  .  .)  dx  dy  dz  ,  .  .y 

wenn  die  .r,  y,  z^,,.  stetig  von  Null  bis  zu  den  der  Bedingung 

(p  (x,  y,  z^  ,  .  .)  =  V  -{-  ^  V 

*)  Wie  man  sieht,  involvirt  offenbar  diese  Voraussetzung  schon 
die  andere^  dass  die  Bedingungen  1.  und  2.  einander  nicht  wider- 
sprechen sollen. 
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genflgenden  Werthen  sich  bewegen.  Mithin  drückt  J  F(v) 
die  Summe  aller  Elemente  des  bestimmten  Integrales  F  (v) 
aus,  wenn  die  Veränderlichen  mit  allen  denjenigen  Werthen 
zusammenfallen,  welche  aus  der  Gleichung  3.  hervorgehen, 
sofern  in  ihr  v  von  v  bis  v  -{-  ^  v  fortschreitet.  Für  alle 
diese  Werthe  von  a:,y,z,...  aber  weichen  die  von  9  (x,y,z, ...) 
um  so  weniger  von  einander  ab;  je  kleiner  ^  v  gewählt  wird. 
Man  darf  daher  /"  [(p  (x,  y,  z,  . . .)]  mit  /"  (v)  -}-  e  identificiren, 
wenn  £  eine  mit  ^z;  verschwindende  Grosse  vorstellt.  Daraus 
aber  fliesst  weiter,  dass,  wenn  in 

4.     F^  {x, !/,  z,.  .  .)  /"[(p  {x,  y,  z,  .  .  .)]  Jx  Jy  Jz  ,  .. 

die  Variabein  a;,  y,  z,  .  .  .  alle  Werthe  erhalten,  welche  man 
soeben  den  Veränderlichen  a:,y,z,  in  F^(x,y,z,.,.)^x^y^z... 
beilegte,  die  Summe  jener  Wertiie:=^ F{v)  f{v)  -\-  e  J  F{v) 
sein  wird,  wo  e  einen  mit  d  v  verschwindenden  Factor  be- 
zeichnet. Nun  ist  den  Regeln  der  Differentialrechnung  zu- 
folge 

wenn  iq  eine  mit  dv  der  Null  sich  nähernde  Grosse  ausdrückt, 
und  daher  wird  jetzt 

die  Summe  aller  Elemente  der  Function  in  4.  repräsentiren. 
Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  3.  statt  v  nach  und  nach 
a,  a  +  Jv^  a  +  2^r, ...,  ß  —  jd  v  und  bildet  die  ent- 
sprechenden Werthe  des  Ausdruckes  5.,'  so  wird  der  Inbegriff 
aller  dieser  Einzekummen,  weil  die  Bedingungen  1.  und  2. 
einander  nicht  widersprechen  sollen,  von  dem  Integrale  V  um 
so  weniger  sich  unterscheiden,  je  kleiner  do  ist.  Lässt  man 
folglich  /l  V  über  jede  Grenze  hinaus  abnehmen^  so  werden 
die  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  genommenen  Integrale 
der  drei  letzten  Grössen  in  5.,  weil  sie  bezüglich  durch 

kjf  W  dv,  kj  ^   dv,  W  dv 

a  a  *    a 

sich  darstellen  lassen ,  wo  lim  k  ^^  lim  k'  ==  lim  k"  <==  0 
ist,  sämmtlich  verschwinden,  und  daher  wird 
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-/(.: 


'     a  V 


F  = 


Sei,  behufs  der  nahem  Erläuterung  dieser  Theorie,  der 
Werth  des  Integrales 

=  fax  dydz..,  xP-^  ye-i  zr-^ . . .  /l-a^-~^^«!^\^ 

ZU  bestimmen,  wenn  /?,  q^  r, . . . ,  «;  /*;  y^  .  •  •  irgend  welche, 
r/,  b,  c,  . . .  aber  positive  Constanten  kleiner  als  1  und  m  eine 
positive  Constante  grösser  als  1  bedeuten  und  wenn  endlich 
die  Integrationen  über  alle  positiven  Werthe  von  x,  y,  z, . . . 
auszudehnen  sind,  welche  der  Bedingung 

6.    a5  +  y/«  +  ?y  +  ...  <1 

Geniige  leisten. 
Setzt  man 


und 


tm —  --f—y =  <p  (a-,  y,  ^, . .  0 

1  —  a^    —  yi'  —  2^^  —  .  . . 


F  {v)  =Jäx  dy  dz  ,  .  .  xp-^  y^-^  r-^. . ., 


so  wird  hier  der  Umfang  der  Integrationen  durch  die  Un- 
gleichheit 

7.     {t/^—a)x"  +  (v^—b)yß-\-{v'^—c)ty  +  ...<if^—l 

regulirt.  Die  Function  9  erwirbt  femer  für  a;=y=sz=...==0 
und  o;*»  +  y^  +  2:y  4-  •  •  •  —  1  =  0  die  bestimmten  Werthe 
V  ^s  1  und  V'=^-\-oo]  ausserdem  ist  die  Bedingung  7.  mit 
der  ursprünglichen  6.  nicht  im  Widerspruch,  weil  in  Folge 
der  Natur  von  a,  b,  c, .  ,  .  die  Verhältnisse 

-^iiTTi^  ~v^^^l'  7^'  •  '  • 

sämmtlich  grosser  als  die  Einheit  sind,  und  endlich  genügt, 
wenn  v  von  1  bis  00  variirt,  das  hierdurch  resultirende  Werth- 
system  der  Grössen  .r,  y,  z,  .  .  .  der  Bedingung  6.  Man  hat 
daher  die  Gleichung 


T7        /  *    dF(v)  , 
F  s=:  I    f     ',    '  dv. 

d  V 


-I' 
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Die  vollständige  Erledigang  der  uns  gestellten  Aufgabe 
erfordert  mithin  bloss  noch  die  Bestimmung  der  Function 
F  (t;),  und  hierzu  bietet  uns  das  Dirichlet'sche  Theorem  das 
Mittel.  Denn  schreiben  wir  die  Bedingung  7.  in  folgender 
Gestalt 


if^) 


+  /    ^-^-_-^\''+...<l, 


'       !;"•-  b 

80  entspringt  jenem  Lehrsatze  zufolge  die  Gleichung 

;.,„, 1    /^(«)i('?-)i(7)-  /,"-i\'  («•'j-iY  /."-aL 

aßy...     ryj^£.^i._j.Jl^.       \   \»"-a/      \v--b/      Vr-c/ 

Mithin  wird 

dF(v) »^  J-  vdi  \ß)J  W'-  «-(»-■^'"^  "^^  '^  ^ 

und  daher 


ß 


wofür  man  auch 

schreiben  kann,  sofern  man  v**  =^  u  und  der  Kürze  halber 

A:  =  —  4--?-+—  +  ...  setzt. 

Nimmt  man  in  dem  Integrale   F  die  Constanten  a,b,c,.., 
einander  gleich,  so  erhält  man 

itxrm,  bMtfmmt«  Integrale.  40 
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l-gl    («)-/    (?)•••     hu-i)''-^  u"  du 
''"'«(Jy...  r(*)  y  (!,-<.)*+'       ' 

i 

and  für  a  =  0,  f/  =  ^  entspringt  hieraus  wieder  die  früher 
bewiesene  Formel*) 

Setzt  man  dagegen  p^=:  q  ^^^  r=...  =  l,  a  =  /J  =  y=  ...=2, 
w=e2,  a=ft=c=6=...  «=1,  a';  so  ergeben  sich  die  beiden  Re- 
lationen : 

(n) 
dxdydz,,.      ^         {ViT^^ 

und  („)  


oo 


Das  Integral  dieser  letzten  Formel  aber  gestattet  eine 
fernere   Rednction.     Schreibt    mau    nämlich  ^    was    offenbar 

w^en    ji^  <  1  angeht,  ^^-^  =  sin  9^,  also 

CO89'  '  COBqp>  COS  9         ' 


"-1 


2  _  <       1  —  g*  ain  y»      (»«— 1)*       p'rfo  einy'*    ^  ^^1  —  g*  Bin  y»  rfy  ^ 

so  folgt 


n 
t 


V 


^(^)"t7I\    f  ^^  '^~'^'^'  (^-^l-a^sin,)^). 


*)  Siehe  §.  180,  1. 
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Nun  ist  aber 


2  8  2 


f  sin  r-'  ^d^=^  j^j^:_^  _  „^J^^ 

0-0  0 


und  demnach  erlaubt  jedes  Integral  rechts  die  Anwendung 
der  Formel 


sinqp"    ^<2qp 


I    siny*"**  CO89.  -J    j^v 


*)  Wenn  man  die  Yerification  dieser  Formel  durch  Difterentiatioii 
verschmäht,  so  kami  mau  dieselbe  in  folgender  Weise  ableiten. 
Offenbar  ist 

ysin  9**  dtp         i  sin  qp*"""*  dtp  ^    /sin  qp*'^*  cos  qp*  </qp 
/  sin  9**^^  flfy        1     /sin  y"*~^  cos  qp  ( — «•  sin  qp  cos  qp) 


Aber 


J^   /  sinqp* 

«V 


cos  y  ( — a'  sin  qp  cosqp)  dtp 


^      •         m— S 

=  -j  sm  qp     *  cos 


^  qp.    -^  — ^  /  z/ rf  (sin  9^"*T^  cos  qp), 

d.  g.  wegen 

d  (sin  qp'"~^  cos  qp)=»  (w  —  3)  sin  qp**""*  rf  qp  —  (;n  —  2)  sin  qp"^'  d  tp : 

_^  giny**"^  CQg  y.    ^      Bi—  8  /'gm  y*""*  rfy       w--2  /'Mny'*~'  dy 

+  («-8)j ^ ^— y ^— . 

Und  daher  folgt  nun  durch   Substitution  dieses  letstem   Ausdruckes 

in  die  obige  Gleiiohung  für  /  -5E^__2  nach  der  einfachsten  Beduction 
die  zu  beweisende  FormeL 
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die  far  ein  ungerades  m  wegen 

/ 


f 


dw  =  —Ig I   ^  +  const. 


auf  logarithmische;  für  ein  gerades  m  hingegen  auf  elliptische 
Transscendenten  der  ersten  und  zweiten  Gattung  zurückf&hrt. 
Je  nachdem  also  im  vorliegenden  Falle  n  eine  ungerade^  oder 
gerade  Zahl  bezeichnet^  hängt  das  Integral  V  von  den  voll- 
ständigen elliptischen  Integralen  der  ersten  und  zweien 
Gattung  y  oder  von  logarithmischen  Functionen  ab. 


Verbesserungen. 

Seite  152.  Ueber  die  Berechnung  der  £iiler*6chen  (Ma8cheroni*fichen) 
Constanten  vergleiche  man  noch:  Oettinger.  Crelle-Borchardt. 
Journal.  Bd.  60.  S.  376—376.  „üeber  die  richtige  Werth- 
bestimmnng  der  Constante  des  lutegrallogarithmus/' 
267}  Anmerkung  zu  Zeile  5  von  unten.  Für  den  Fall  einer  un- 
endlidien  Dificontinuität  von  f(x)  beachte  man  das  auf  Seite 
252  Gf^agte.  Und  für  den  Fall  unendlich  vieler  Mazima  und 
Minima  von  fix)  vergleiche  man  Riemann:  „Ueber  die  Dar- 
8tell\^arkeit  einer  Function  duich  eine  trigonometrische  Keihe.^* 
Göttingen  1867. 

14,  Anmerkung  lese  man  Haan  statt  Haen. 

81  lese  man  Haan  statt  Haen. 

36,  Anmerkung  lese  man  Dienger  statt  Dinger. 

49,  Zeile  1  von  oben  lese  man  ^  "    statt  SLfü« 

^i  1«)  V»  («) 

68,  Zeile  1 1  v.  u.  lese  man  vor  falls  ein  Komma  statt  des  Semi- 
kolons. 
73.  Statt:  Vergl.  §.  115  ist  zu  lesen:  Vergl.  §.  115.  Insbesondere 
aber  sehe  man  Schlömilch.    ,,Ueber  die  harmonische  Reihe.*' 
Zeitschrift  fflr  Math.  u.  Physik.    Jahrgg.  14,  S.  250. 
-      164  lese  man  §.  62.  statt  §.  61. 
272   oben  lese  man  272  statt  172. 
306  lese  man  III  statt  II. 
426,  Zeile  1  V.  o.  setze  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  rechts 

'^i  statt  iff, 
454,  Zeile  4  von  unten  lese  man  „werden  sehr  ofb**  statt  werden. 
489,  Zeile  9  von  unten  lese  man  Formen  statt  Formem. 
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